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На гиперболической плоскости Ĥ положительной кривизны в модели Кэли–Клейна исследованы параболические паралле-

лограммы. Проведена их классификация, получены метрические соотношения между величинами углов и выражения длин

ребер через меры углов при вершинах.

Ключевые слова: гиперболическая плоскость Ĥ положительной кривизны, плоскость де Ситтера, параллелограмм, пара-
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследования различных фигур гиперболической плоскости Ĥ положительной кри-

визны в проективной модели Кэли–Клейна возрастает в связи с развитием теории разбиений данной

плоскости [1–3] и необходимостью построения теории многогранников трехмерного гиперболического

пространства положительной кривизны, являющегося проективной моделью трехмерного простран-

ства де Ситтера (см., например, [4–8]) и содержащего, в частности, плоскости типа Ĥ.

В работе [9] введены в рассмотрение параллелограммы гиперболической плоскости Ĥ положи-

тельной кривизны. Как и на евклидовой плоскости, параллелограммом плоскости Ĥ называем че-

тырехвершинник, противоположные стороны которого параллельны. Параллельными в паре на плос-

кости Ĥ могут быть либо две гиперболические прямые, либо гиперболическая и параболическая

прямые. Поэтому все параллелограммы плоскости Ĥ можно отнести к трем типам. Параллелограмм

называем гиперболическим, если все его стороны гиперболические. Если параллелограмм содержит

одну (две) параболическую сторону, называем его параболическим (бипараболическим). Гиперболи-

ческие параллелограммы исследованы в работе [9]. В данной статье продолжим начатое исследование

и рассмотрим параболические параллелограммы. Покажем, что положение на абсолюте точек сторон

определяет три инвариантных относительно фундаментальной группы G плоскости Ĥ класса парабо-

лических параллелограммов. Для параллелограммов каждого класса определим типы углов и найдем

метрические соотношения, связывающие меры ребер и меры углов при вершинах параллелограммов.

Основные понятия и формулы, используемые в работе, введены в статьях [9, 10] и монографии [11].

Напомним некоторые определения.

Каждый угол между смежными сторонами параллелограмма будем называть углом при вершине

данных сторон, указывая при необходимости его тип. Угол при вершине параллеограмма назовем

внутренним, если он содержит противоположную вершину параллелограмма. Угол, смежный с внут-

ренним углом при вершине, назовем внешним углом параллелограмма при данной вершине.
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Гиперболическая a и параболическая b прямые могут принадлежать либо гиперболическому

(рис. 1, а), либо параболическому пучку (рис. 1, б). В первом случае абсолютная линия γ разби-

вает один из углов между прямыми a, b на плоскости P2, содержащей плоскость Ĥ, на три связные

части, две из которых полностью принадлежат плоскости Ĥ. Каждую из этих частей называем ги-

перболическим флагом между прямыми a, b. По отношению друг к другу два гиперболические

флага, образованные прямыми a, b, называем вертикальными. Дополнение пары вертикальных ги-

перболических флагов до плоскости Ĥ, связное на Ĥ множество, вместе с прямыми a, b называем

гиперболическим псевдофлагом между прямыми a, b. Во втором случае прямые a, b образуют две

симметричные относительно прямой a связные области — параболические флаги, смежные по отно-

шению друг к другу. Гиперболические флаги, гиперболические псевдофлаги и параболические флаги

неизмеримы на плоскости Ĥ [10, 11].
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Рис. 1. Вертикальные гиперболические флаги (ГФ) и смежный с ними гиперболический псевдо-

флаг (ГПФ) (а); смежные параболические флаги (ПФ) (б)

1. КЛАССИФИКАЦИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ПАРАЛЛЕЛОГРАММОВ

Классификацию параллелограммов проводим по типу расположения на абсолюте несобственных

точек их сторон.

Все стороны параболических параллелограммов содержат на абсолюте пять точек, две из кото-

рых — точки пересечения противоположных сторон. Обозначим их через Q и S. Все рассматриваемые

параллелограммы — конечные, поэтому внутренние относительно γ хорды сторон параллелограммов

не имеют общих внутренних относительно γ точек. Учитывая данный факт, с точностью до обозна-

чения в парах противоположных сторон, получаем три типа расположения на абсолютной линии γ

точек сторон параллелограмма:

1) точки Q, S разбивают γ на две дуги, одна из которых содержит точки параллельных гипербо-

лических сторон, другая — точку гиперболической стороны, параллельной параболической стороне

параллелограмма (рис. 2, а);

2) точки параллельных гиперболических сторон параллелограмма принадлежат разным дугам ли-

нии γ, образованным точками Q, S (рис. 2, б);

3) точки Q, S разбивают γ на две дуги, одна из которых не содержит точек сторон параллело-

грамма (рис. 2, в).

Соответственно типу 1)–3) расположения точек сторон на абсолюте параболический параллело-

грамм отнесем к классу p(I), p(II), p(III).
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Рис. 2. Типы расположений на абсолюте точек сторон параболического параллело-

грамма класса: p(I) (а), p(II) (б), p(III) (в)

2. СВОЙСТВА ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ПАРАЛЛЕЛОГРАММОВ

Ребро параболической стороны назовем параболическим основанием, а противоположное ему

ребро — гиперболическим основанием параболического параллелограмма. Два других ребра парал-

лелограмма назовем боковыми.

Пусть ABCD — параболический параллелограмм с параболической стороной b:

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d,

a ∩ c = Q, b ∩ d = S, b ∩ γ = S,

a ∩ γ = {A0, Q} , c ∩ γ = {C0, Q} , d ∩ γ = {D0, S} .

Обозначать вершины параллелограмма ABCD (рис. 3) условимся так, чтобы правильно располо-

женными на γ (см. [9, параграф 2.9]) соответственно классу параллелограмма были точки упорядо-

ченной системы:

p(I) : T1 = {Q,C0, A0, S,D0} , p(II) : T2 = {Q,A0, S,D0, C0} ,

p(III) : T3 = {Q,A0, C0,D0, S} . (1)
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Рис. 3. Параболические параллелограммы класса: p(I) (а); p(II) (б); p(III) (в)

Параллельные противоположные стороны a, c (b, d) параллелограмма ABCD образуют неиз-

меримые углы: смежные полосу и псевдополосу (смежные параболические флаги). Параболическая

сторона b образует со смежными сторонами параллелограмма неизмеримые углы: гиперболические

флаги и гиперболические псевдофлаги. Углы при вершинах A, D параболического параллелограм-

ма являются гиперболическими углами и гиперболическими псевдоуглами. Меры гиперболических

псевдоуглов являются комплексными величинами и однозначно определены мерами смежных с ни-

ми гиперболических углов (см. [11, пп. 4.5.2–4.5.4]). Учитывая, что меры гиперболических углов

являются действительными положительными числами, в метрические соотношения будем включать

только меры гиперболических углов при вершинах параллелограммов, внутренних или внешних. При-

держиваясь обозначений, введенных в работе [9], величины углов при вершинах параллелограммов

будем обозначать теми же буквами, что и вершины. Величины внешних углов будем дополнительно

помечать чертой над символом.
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Теорема 1. Пусть ABCD — параболический параллелограмм плоскости Ĥ радиуса кривиз-

ны ρ, ρ ∈ R+, точки соответствующей системы (1) которого правильно расположены на γ.

Справедливы следующие утверждения.

1. Диагональная прямая BD в параболическом параллелограмме каждого класса является ги-

перболической. Диагональная прямая AC параллелограмма класса p(II) является эллиптической.

В параллелограммах классов p(I), p(III) диагональная прямая AC может быть любого типа.

2. Внутренний угол параллелограмма при вершине A (D) является гиперболическим псевдо-

углом (углом). Внутренний угол параллелограмма при вершине B (C) является гиперболическим

флагом (псевдофлагом).

3. Соответственно классу параллелограмма величины его гиперболических углов при верши-

нах удовлетворяют условию

p(I) : Ā < D, p(III) : Ā > D. (2)

4. Длины боковых ребер параллелограмма могут быть выражены через меры прилежащих

гиперболических углов по следующим формулам:

|AB| = ρ ln cth
Ā

2
, |CD| = ρ ln cth

D

2
. (3)

5. Длина гиперболического основания соответственно классу параллелограмма равна

p(I) : |AD| = ρ ln

(
cth

Ā

2
th

D

2

)
, p(II) : |AD| = ρ ln

(
cth

Ā

2
cth

D

2

)
,

p(III) : |AD| = ρ ln

(
th

Ā

2
cth

D

2

)
. (4)

Доказательство. Присоединим к параболическому параллелограмму ABCD канонический ре-

пер R = {Q,S,A3, A0} второго типа, где A3 — полюс прямой QS относительно абсолюта. Координаты

точек системы (1), вершин, сторон и диагональных прямых параллелограмма ABCD (см. соответ-

ствующие координаты (15)–(19) из [9]) в репере R имеют вид

Q(1 : 0 : 0), S(0 : 1 : 0), A0(1 : 1 : 1), A(u : 1 : 1), B(0 : 1 : 1), C(0 : t : 1),

D(u : t : 1), C0

(
1 : t2 : t

)
, D0

(
u2 : 1 : u

)
, t, u ∈ R, u < 1, tu < 1,

a(0 : 1 : −1), b(1 : 0 : 0), c(0 : 1 : −t), d(1 : 0 : −u),

AC(1 − t : −u : tu), BD(1 − t : u : −u). (5)

Определим допустимые значения параметров t, u, при которых параллелограмм ABCD относится

к классу p(I), p(II), p(III).

Положение на абсолюте точек системы (1) можно характеризовать числами

I1 = (AQBA0), I2 = (ASDD0), I3 = (CQDC0). (6)

Для параболических параллелограммов соответственно их классу в принятых обозначениях полу-

чаем следующие неравенства для чисел (6):

p(I) : I1 > 0, I2 > 0, I3 < 0,

p(II) : I1 > 0, I2 > 0, I3 > 0, (7)

p(III) : I1 < 0, I2 > 0, I3 > 0.

В репере R числа (6) в координатах (5) имеют выражения

I1 =
u

u − 1
, I2 =

u(1 − t)

u − 1
, I3 = tu. (8)

Математика 23



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 1

С учетом неравенств из (7) и выражений (8) получаем допустимые значения параметров t, u

координат вершин параболических параллелограммов соответствующего класса в репере R:

p(I) : t ∈ (0; 1), u < 0, tu < 0,

p(II) : t < 0, u < 0, tu ∈ (0; 1), (9)

p(III) : t > 1, u ∈ (0; 1), tu ∈ (0; 1).

При всех допустимых значениях (9) параметров t, u характеристика координат прямой BD (5) па-

раболического параллелограмма каждого класса меньше нуля: ΦBD = 4u(1− t) < 0. Следовательно, в

параболическом параллелограмме любого класса диагональная прямая BD является гиперболической.

Для координат диагональной прямой AC (5) ΦAC = tu(4 − tu) − 4u.

При всех допустимых значениях (9) параметров t, u в параллелограмме класса p(II) ΦAC > 0.

Следовательно, диагональная прямая AC в параболическом параллелограмме класса p(II) является

эллиптической.

Для параллелограмма класса p(I), p(III) зафиксируем по три пары (t;u) параметров из допусти-

мых значений (9):

p(I) : (1/2;−1) , (5/6;−1) ,
(
2
√

2 − 2;−1
)

,

p(III) : (3/2; 1/2) , (11/10; 1/2) ,
(
4 − 2

√
2; 1/2

)
. (10)

Найдем соответствующие наборам (10) параметров (t;u) характеристики координат прямой AC (5):

h(I) : ΦAC = 7/4, ΦAC = −1/4, ΦAC = 0,

h(III) : ΦAC = 7/16, ΦAC = −41/400, ΦAC = 0. (11)

Наборы (11) согласно условиям (3) из [9] доказывают, что в параболическом параллелограмме

класса p(I), p(III) диагональная прямая AC может быть любого типа. Первое утверждение теоремы

доказано.

Чтобы доказать второе утверждение теоремы, построим параболические прямые kA, kD, прохо-

дящие соответственно через вершины A, D параллелограмма, и параболические прямые kB , kC ,

проходящие соответственно через вершины B, C, отличные от прямой b. В репере R эти прямые

можно задать координатами:

kA

((√
1 − u − 1

)2
: u2 : 2u

(√
1 − u − 1

))
, kD

((√
1 − tu − 1

)2
: u2 : 2u

(√
1 − tu − 1

))
,

kB(1 : 4 : −4), kC

(
t2 : 4 : −4t

)
. (12)

На основании условий (9), применяя координаты (5), (12), находим:

J1 = (ad(AC)kA) =
u(t − 1)

(√
1 − u − 1

)2
> 0, J2 = (cd(BD)kD) =

u(1 − t)
(√

1 − tu − 1
)2

< 0,

J3 = (ab(BD)kB) =
4(1 − t)

u
< 0, J4 = (cb(AC)kC) =

4(t − 1)

ut2
> 0.

Прямая AC (BD) не разделяет (разделяет) с прямой kA (kD) пару прямых a, d (c, d), так как J1 > 0

(J2 < 0). Поэтому прямая AC принадлежит полностью гиперболическому псевдоуглу (объединению

гиперболических углов) между прямыми a, d (c, d). Следовательно, внутренний угол параллелограмма

ABCD при вершине A (D) является гиперболическим псевдоуглом (углом).

Прямая BD (AC) разделяет (не разделяет) с прямой kB (kC) пару прямых a, b (b, c), так как

J3 < 0 (J4 > 0). Поэтому прямая BD принадлежит полностью объединению гиперболических флагов

(гиперболическому псевдофлагу) между прямыми a, b (b, c). Следовательно, внутренний угол парал-

лелограмма ABCD при вершине B (C) является гиперболическим флагом (псевдофлагом). Второе

утверждение теоремы доказано.
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По формуле (5) из [9] выразим через параметры t, u величины гиперболических углов параллело-

грамма ABCD, внешнего Ā и внутреннего D:

ch Ā = ǫ1
2 − u

u
, ǫ1 = ±1, ch D = ǫ2

2 − tu

tu
, ǫ2 = ±1. (13)

Учитывая, что Ā ∈ R+, D ∈ R+, согласно требованиям (9) определим числа ǫ1, ǫ2 из выражений

(13). Соответственно классу параллелограмма получаем:

p(I) : ǫ1 = −1, ǫ2 = −1,

p(II) : ǫ1 = −1, ǫ2 = 1, (14)

p(III) : ǫ1 = 1, ǫ2 = 1.

Из равенств (13) при соответствующих значениях чисел ǫ1, ǫ2 (14) для параллелограмма заданного

класса находим:

p(I) : u =
2

1 − ch Ā
, tu =

2

1 − ch D
, (15)

p(II) : u =
2

1 − ch Ā
, tu =

2

1 + ch D
, (16)

p(III) : u =
2

1 + ch Ā
, tu =

2

1 + ch D
. (17)

Для параболических параллелограммов каждого класса согласно требованиям (9) tu > u. Записы-

вая данное неравенство для t, u из (15), (17), получаем неравенства:

p(I) : ch Ā < ch D; p(III) : ch Ā > ch D.

Таким образом, справедливы неравенства (2).

Для параллелограмма класса p(II) условие tu > u не приводит к соответствующему неравенству

между величинами гиперболических углов при вершинах A, D. Утверждение 3 теоремы доказано.

По формуле (4) из [9], учитывая условия (9), найдем выражения длин боковых ребер AB, CD и

гиперболического основания AD через параметры t, u:

ch
|AB|

ρ
=

2 − u

2
√

1 − u
, ch

|CD|
ρ

=
2 − tu

2
√

1 − tu
, ch

|AD|
ρ

=
2 − u − tu

2
√

1 − u
√

1 − tu
. (18)

Исключая из равенств (15)–(18) параметры t, u, для параллелограмма каждого класса получаем:

e
|AB|

ρ = cth
Ā

2
, e

|CD|
ρ = cth

D

2
. (19)

Соответственно классу параллелограмма получаем:

p(I) : e
|AD|

ρ = cth
Ā

2
th

D

2
,

p(II) : e
|AD|

ρ = cth
Ā

2
cth

D

2
, (20)

p(III) : e
|AD|

ρ = th
Ā

2
cth

D

2
.

На основании равенств (19), (20) справедливы формулы (3), (4). ¤

Длины боковых сторон параболического параллелограмма каждого класса выражены через меры

его гиперболических углов при вершинах (см. равенства (3)) функцией β(x) = ln cth x

2
. В работах [10;

11, п. 4.7.3] показано, что данная функция на плоскости Ĥ радиуса кривизны ρ выражает зависимость

величины β угла параллельности в точке относительно данной гиперболической прямой от расстояния

x этой точки до полюса указанной прямой относительно абсолюта:

β(x) = ln cth
x

2ρ
.
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Функция β = β(x) названа функцией угла параллельности на плоскости Ĥ [10] и является ана-

логом функции Лобачевского угла параллельности (см., например, [12]) на плоскости Лобачевского,

т. е. на гиперболической плоскости отрицательной кривизны.

Поскольку на R+ функция β = β(x) непрерывна и монотонно убывает, то согласно равенствам (3)

справедлива следующая теорема.

Теорема 2. На плоскости Ĥ в параболическом параллелограмме каждого класса при боль-

шем боковом ребре лежит меньший гиперболический угол, и к большему гиперболическому углу

прилежит меньшее боковое ребро.

Из утверждений 2, 3 теоремы 1 и теоремы 2 следует теорема 3.

Теорема 3. На плоскости Ĥ к внутреннему гиперболическому флагу (гиперболическому псев-

дофлагу) при параболическом основании в параллелограмме класса p(I) прилежит большее (мень-

шее) боковое ребро, в параллелограмме класса p(III) — меньшее (большее) боковое ребро.

Согласно равенствам (3), (4) соответственно классу параллелограмма выполняется равенство

p(I) : |AB| = |AD| + |CD|,
p(II) : |AD| = |AB| + |CD|,
p(III) : |CD| = |AD| + |AB|.

Поэтому на основании теоремы 3 справедлива следующая теорема.

Теорема 4. На плоскости Ĥ в параллелограмме класса p(I) (p(III)) длина бокового ребра, при-

лежащего к внутреннему гиперболическому флагу (гиперболическому псевдофлагу), равна сумме

длин гиперболического основания и второго бокового ребра. В параллелограмме класса p(II)

длина гиперболического основания равна сумме длин боковых ребер.

По утверждению 1 теоремы 1 диагональная прямая AC в параллелограмме ABCD класса p(I),

p(III) может принадлежать каждому из трех типов прямых плоскости Ĥ. Тип прямой инвариантен

во всех преобразованиях группы G. Следовательно, выполняется теорема 5.

Теорема 5. На плоскости Ĥ все параллелограммы каждого из классов p(I), p(III) образуют

по три инвариантных относительно группы G рода.

В зависимости от типа диагональной прямой AC (эллиптического (e), гиперболического (h), пара-

болического (p)) параллелограммы классов p(I), p(III) отнесем соответственно к роду: p(I)e, p(I)h,

p(I)p; p(III)e, p(III)h, p(III)p.

Параболическое основание параболического параллелограмма неизмеримо на Ĥ, но с ним можно

сопоставить действительное число, инвариантное относительно группы G, характеризующее положе-

ние основания по отношению к другим элементам параллелограмма. Определим это число.

Полярной мерой параболического основания параболического параллелограмма плоскости Ĥ на-

зовем простое отношение, в котором поляра относительно абсолюта точки пересечения диагоналей

параллелограмма делит это основание, считая от вершины внутреннего гиперболического флага.

В принятых обозначениях вершиной внутреннего гиперболического флага согласно утверждению 2

теоремы 1 является вершина B. Полярную меру параболического основания BC параллелограмма

ABCD обозначим m∗

BC
.

Теорема 6. На плоскости Ĥ полярная мера параболического основания параболического па-

раллелограмма однозначно определена мерами гиперболических углов данного параллелограмма:

p(I) : m∗

BC = − (2 ch Ā − 1)(ch D − 1)

(ch Ā − 1)(2 ch D − 1)
, (21)

p(II) : m∗

BC = − (2 ch Ā − 1)(ch D + 1)

(ch Ā − 1)(2 ch D + 1)
, (22)

p(III) : m∗

BC = − (2 ch Ā + 1)(ch D + 1)

(ch Ā + 1)(2 ch D + 1)
. (23)
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Доказательство. В присоединенном репере R второго типа элементы параллелограмма ABCD

заданы координатами (5), точка O пересечения диагоналей параллелограмма имеет в R координа-

ты (u : 1 + t : 2). Поляра p точки O относительно абсолюта (см. уравнение (1) из [9]) задана

координатами (1 + t : u : −4).

Точка O∗ = BC ∩ p в репере R имеет координаты (0 : 4 : u). По определению полярной меры

параболического основания с учетом связи простого отношения трех точек и сложного отношения

четверки точек на параболической прямой получаем:

m∗

BC = (BC,O∗) = −(BCO∗S).

Следовательно, для параболического параллелограмма каждого класса

m∗

BC = − 4 − u

4 − tu
. (24)

Подставляя в равенство (24) значения параметров t, u из соответствующих разложений (15)–(17),

получим формулы (21)–(23). ¤

Заметим, что согласно выражению (24) и условиям (9) полярная мера параболического основа-

ния каждого параболического параллелограмма удовлетворяет условию: m∗

BC
< −1. Следовательно,

поляра относительно абсолюта общей точки диагоналей параллелограмма не пересекает его парабо-

лическое основание, но пересекает луч параболической стороны, исходящий из вершины внутреннего

гиперболического псевдофлага параллелограмма.
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Parabolic Parallelograms of the Plane Ĥ

L. N. Romakina

Saratov State University, 83, Astrahanskaya str., 410012, Saratov, Russia, romakinaln@mail.ru

Parabolic parallelograms on a Hyperbolic Plane Ĥ with the positive curvature in the Cayley–Klein model are investigated. We

conducted their classification, obtained the metric correlations between the measure of angles and the expressions of lengths of the

edges through a measure of included angles.

Key words: hyperbolic plane Ĥ with positive curvature, de Sitter plane, parallelogram, parabolic parallelogram.
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УДК 517.9

О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

И. И. Струкова

Аспирант кафедры математических методов исследования операций, Воронежский государственный университет,

irina.k.post@yandex.ru

В работе изучаются медленно меняющиеся и периодические на бесконечности функции нескольких переменных со зна-

чениями в банаховом пространстве. Вводится понятие ряда Фурье периодической на бесконечности функции, изучаются

свойства рядов Фурье и вопросы сходимости. Основные результаты статьи получены с существенным использованием

теории изометрических представлений.

Ключевые слова: банахово пространство, банахова алгебра, медленно меняющиеся на бесконечности функции, периоди-

ческие на бесконечности функции, ряд Фурье, модуль непрерывности.

ВВЕДЕНИЕ

Медленно меняющиеся и периодические на бесконечности функции естественным образом воз-

никают как ограниченные решения некоторых классов разностных и дифференциальных уравнений.

Основные результаты статьи связаны с гармоническим анализом периодических на бесконечности

функций нескольких переменных со значениями в банаховом пространстве. Вводится понятие обоб-

щенного ряда Фурье, коэффициенты которого являются медленно меняющимися на бесконечности

функциями (не обязательно постоянными). Исследуются вопросы сходимости рядов Фурье. Получен

ряд классических результатов о рядах Фурье в смысле Чезаро (теоремы 1 и 2). Одним из централь-

ных результатов статьи является достаточное условие сходимости ряда Фурье в терминах модуля

непрерывности (теорема 3).
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