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Для общих эллиптико-параболических уравнений второго поряд-

ка постановку первой краевой задачи (или задачи Дирихле) впервые

осуществил Г. Фикера [1]. Дальнейшее изучение этой задачи приве-

дено в [2].

В работе для модельного многомерного эллиптико-параболичес-

кого уравнения доказана однозначная разрешимость и получен яв-

ный вид классического решения задачи Дирихле в цилиндрической

области.

Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова простран-

ства Em+1 точек (x1, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром Γ =

= {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = β < 0, где |x| —
длина вектора x = (x1, . . . , xm).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ , а через Γα, Γβ —

части поверхности Γ, лежащие в полупространствах t > 0и t < 0;

σα — верхнее, а σβ — нижнее основание области Ωαβ .

Пусть S — общая часть границ областей Ωα, Ωβ , представляющая

множество {t = 0, 0 < |x| < 1} в Em.

В области Ωαβ рассмотрим многомерное смешанное эллиптико-

параболическое уравнение:

0 =





∆xu + utt, t > 0,

∆xu − ut, t < 0,
(1)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm, m ≥ 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат

x1, . . . , xm, t к сферическим r, θ1, . . ., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π,

0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, . . . ,m − 1, θ = (θ1, . . . , θm−1).

Задача 1 (Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ

при t 6= 0 из класса C(Ωαβ)∩C2(Ωα∪Ωβ), удовлетворяющее краевым

условиям:
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u|σα
= ϕ1(r, θ), u|Γα

= ψ1(t, θ), (2)

u|Γβ
= ψ2(t, θ), u|σβ

= ϕ2(t, θ), (3)

при этом ϕ1(1, θ) = ψ1(α, θ), ϕ2(1, θ) = ψ2(β, θ), ψ1(0, θ) = ψ2(0, θ).

Пусть {Y k
n,m(θ)} — система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 ≤ k ≤ kn,

(m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), W l
2(S), l = 0, 1, . . . — пространства Соболева.

Имеет место следующая лемма [3].

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈ W l
2(S). Если l ≥ m − 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p ≤ l−m+1, сходятся абсолютно

и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты

ряда (4) удовлетворяли неравенствам:

|f1
0 (r)| ≤ c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

Обозначим через ϕ̄k
2n(r), ψk

2n(t) коэффициенты ряда (4) разложений функций ϕ2(r, θ), ψ2(t, θ)

соответственно. Тогда справедлива

Теорема. Если ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ) ∈ W l
2(S), ψ1(t, θ) ∈ W l

2(Γα), ψ2(t, θ) ∈ W l
2(Γβ), l > 3m/2, то

задача 1 однозначно разрешима.

Доказательство. В сферических координатах уравнение (1) в области Ωβ имеет вид

urr +
m − 1

r
ur −

1

r2
δu − ut = 0, (5)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)

2, j > 1.

Известно [3], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−2), n = 0, 1, . . .,

каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных функций Y k
n,m(θ).

Так как искомое решение задачи 1 в области Ωβ принадлежит классу C(Ωβ) ∩ C2(Ωβ), то его

можно искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (6)

где ūk
n(r, t) — функции, подлежащие определению.

Подставляя (6) в (5), используя ортогональность сферических функций Y k
n,m(θ) [3], будем иметь

ūk
nrr +

m − 1

r
ūk

nr − ūk
nt −

λn

r2
ūk

n = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (7)

при этом краевое условие (3) с учетом леммы 1 соответственно запишется в виде

ūk
n(r, β) = ϕ̄k

2n(r), ūk
n(1, t) = ψk

2n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . . (8)

В (7), (8) произведем замену переменных ῡk
n(r, t) = uk

n(r, t) − ψk
2n(t) и получим:

ῡk
nrr +

m − 1

r
ῡk

nr − ῡk
nt −

λn

r2
ῡk

n = f
k

n(r, t), (9)

ῡk
n(r, β) = ϕk

2n(r), ῡk
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (10)
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f
k

n(r, t) = ψk
2nt +

λn

r2
ψk

2n(t), ϕk
2n(r) = ϕk

2n(r) − ψk
2n(β).

Произведя замену переменной ῡk
n(r, t) = r(1−m)/2υk

n(r, t), задачу (9), (10) приведем к следующей

задаче:

Lυk
n ≡ υk

nrr − υk
nt +

λ̄n

r2
υk

n = fk
n(r, t), (11)

υk
n(r, β) = ϕ̃k

2n(r), υk
n(1, t) = 0, (12)

λ̄n =
((m − 1)(3 − m) − 4λn)

4
, fk

n(r, t) = r(m−1)/2f̄k
n(r, t), ϕ̃k

2n(r) = r(m−1)/2ϕk
2n(r).

Решение задачи (11), (12) ищем в виде

υk
n(r, t) = υk

1nr, t + υk
2n(r, t),

где υk
1n(r, t) — решение задачи

Lυk
1n = fk

nr, t, (13)

υk
1n(r, β) = 0, υk

1n(1, t) = 0, (14)

а υk
2n(r, t)− решение задачи

Lυk
2n = 0, (15)

υk
2n(r, β) = ϕ̃k

2n(r), υk
2n(1, t) = 0. (16)

Решение вышеуказанных задач аналогично [4] рассмотрим в виде

υk
n(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(t), (17)

при этом пусть

fk
n(r, t) =

∞∑

s=1

ak
s,n(t)Rs(r), ϕ̃k

2n(r) =

∞∑

s=1

bk
s,nRs(r). (18)

Подставляя (17) в (13), (14), с учетом (18) получим:

Rsrr +
λ̄n

r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (19)

Rs(1) = 0,
∣∣Rs(0)

∣∣ < ∞, (20)

Tst + µs,nTs = −ak
s,n(t), β < t < 0, (21)

Ts(β) = 0. (22)

Ограниченным решением задачи (19), (20) является [5]

Rs(r) =
√

rJν(µs,nr), (23)

где ν = n + (m − 2)/2, µs,n — нули функций Бесселя первого рода Jν(z), µ = µ2
s,n.

Решением задачи (21), (22) является

Ts,n(t) = (exp(−µ2
s,nt))

β∫

t

ak
s,n(ξ)(exp µ2

s,nξ) dξ. (24)

Подставляя (23) в (18) получим:

r−1/2fk
n(r, t) =

∞∑

s=1

ak
s,n(t)Jν(µs,nr), r−1/2ϕ̃k

2n(r) =

∞∑

s=1

bk
s,nJν(µs,nr), 0 < r < 1. (25)

Математика 7
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Ряды (25) — разложения в ряды Фурье–Бесселя [6], если

ak
s,n(t) = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξfk

n(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (26)

bk
s,n = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

2n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, (27)

µs,n, s = 1, 2, . . ., — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположенные в порядке возрас-

тания их величины.

Из (17),(23), (24) получим решение задачи (13), (14)

υk
1n(r, t) =

∞∑

s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (28)

где ak
s,n(t) определяется из (26).

Далее, подставляя (17) в (15), (16), с учетом (18) будем иметь задачу

Tst + µ2
s,nTs = 0, β < t < 0, Ts(β) = bk

s,n,

решением которого является

Ts,n(t) = bk
s,n exp µ2

s,n(β − t). (29)

Из (23), (29) получим:

υk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

bk
s,n

√
r(exp µ2

s,n(β − t)Jν(µs,nr), (30)

где bk
s,n находится из (27).

Следовательно, единственным решением задачи (1), (3) в области Ωβ является функция

u(r, θ, t) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

{
ψk

2n(t) + r(1−m)/2
[
υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t)

]}
Y k

n,m(θ), (31)

где υk
1n(r, t), υk

2n(r, t) определяются из (28), (30).

Учитывая формулу 2J ′

ν(z) = Jν−1(z) − Jν+1(z) [6], оценки [3, 4]

Jν(z) =

√
2

πz
cos

(
z − π

2
ν − π

4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν ≥ 0,

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣∣
∂l

∂θl
j

Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ c2n
m/2−1+l, j = 1,m − 1, l = 0, 1, . . . ,

а также леммы, ограничения на заданные функции ψ2(t, θ), ϕ2(r, θ), как в [7], можно доказать, что

полученное решение (31) принадлежит классу C(Ω̄β) ∩ C2(Ωβ).

Далее, из (28), (30),(31) при t → −0 имеем:

u(r, θ, t) = τ(r, θ) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

τk
n(r)Y k

n,m(θ), (32)

τk
n(r) = ψk

2n(0) +

∞∑

s=1

r(2−m)/2




β∫

0

ak
s,n(ξ)(exp µ2

s,nξ)dξ + bk
s,n(exp µ2

s,nβ)


 Jn+(m−2)/2(µs,nr).

Из (26)–(28), (30), а также из лемм 1 и 2, вытекает, что τ(r, θ) ∈ W l
2(S), l > 3m/2.
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Таким образом, учитывая краевые условия (2) и (32), мы приходим в области Ωα к задаче Дирихле

для многомерного уравнения Лапласа:

∆xu + utt = 0 (33)

с данными

u|S = τ(r, θ), u|Γα
= ψ1(t, θ), u|σα

= ϕ1(r, θ), (34)

которое имеет единственное решение в классе C(Ωα)
⋂

C2(Ωα) [7, 8].

В [7, 8] приводится явный вид решения (33), (34), поэтому можно записать представления решения

и для задачи (1). Теорема доказана.
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A unique solvability of classic solutions to Dirichlet’s problem in the cylindrical domain for the model multidimensional elliptic-parabolic

equation is shown in the article.
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРОСТЕЙШЕГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ИНВОЛЮЦИЕЙ

М. Ш. Бурлуцкая1, А. П. Хромов2

1 Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математического анализа, Воронежский государственный уни-

верситет, bmsh2001@mail.ru
2Доктор физико-математических наук, профессор кафедры дифференциальных уравнений, Саратовский государствен-

ный университет им. Н. Г. Чернышевского, KhromovAP@info.sgu.ru

Исследуется смешанная задача для дифференциального уравнения первого порядка с инволюцией в потенциале и с

периодическими краевыми условиями. Получены уточненные асимптотические формулы для собственных значений и соб-

ственных функций соответствующей спектральной задачи, на основе которых проводится обоснование применения метода

Фурье. Использованы приемы, позволяющие избежать исследования равномерной сходимости почленно продифферен-

цированного формального решения по методу Фурье и получить классическое решение при минимальных требованиях на

начальные данные задачи.

Ключевые слова: смешанная задача, инволюция, метод Фурье, классическое решение, асимптотика собственных значений

и собственных функций, система Дирака.

В данной работе методом Фурье решается следующая смешанная задача с инволюцией:

∂u(x, t)

∂t
=

∂u(x, t)

∂x
+ q(x)u(1 − x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t), (2)

u(x, 0) = ϕ(x), (3)

где q(x) — комплекснозначная функция из C1[0, 1] такая, что q(0) = q(1), функция ϕ(x) удовлетворяет

естественным минимальным требованиям: ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1), ϕ′(0) = ϕ′(1).

Как и в [1, 2], где также рассматривается простейшая смешанная задача с инволюцией при произ-

водной ux(x, t), применяя идеи А. Н. Крылова [3] и В. А. Чернятина [4], мы избегаем исследования

равномерной сходимости почленно продифференцированного формального решения по методу Фурье.

Это позволяет получить классическое решение задачи при минимальных требованиях на ϕ(x).

1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

1. Введем оператор L:

Ly = l[y] = y′(x) + q(x)y(1 − x), y(0) = y(1).

Рассмотрим соответствующую спектральную задачу Ly = λy:

y′(x) + q(x)y(1 − x) = λy(x), (4)
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