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А. В. Букушева. Слоения на распределениях с финслеровой метрикой

МАТЕМАТИКА

УДК 514.764

СЛОЕНИЯ НА РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ
С ФИНСЛЕРОВОЙ МЕТРИКОЙ

А. В. Букушева

Кандидат педагогических наук, доцент кафедры геометрии, Саратовский госу-

дарственный университет им. Н. Г. Чернышевского, bukusheva@list.ru

На гладком многообразии M задается распределение D с допустимой финсле-

ровой метрикой. Пусть F — слоение, заданное на M . На распределении D

как на гладком многообразии слоению F соответствует слоение TF , с помощью

этого слоения и связности над распределением определяется аналог внешнего

дифференциала, применимый к формам специального вида.

Ключевые слова: субфинслерово многообразие, внутренняя связность, почти

контактное метрическое пространство, когомологии.

Касательное расслоение к финслерову многообразию богато есте-
ственным образом возникающими на нем геометрическими струк-
турами. В последние годы особый интерес вызывает исследование
слоений, определяемых на касательных расслоениях [1, 2]. С другой
стороны, в самое последнее время введено [3] понятие распределе-
ния D с допустимой финслеровой метрикой. По аналогии с касатель-
ным расслоением на распределении D как на гладком многообразии
возникают структуры, порождаемые структурами на базе. В частно-
сти, как показано в [3], на D определяется структура почти контакт-
ного метрического многообразия. В настоящей работе по аналогии с
тем, как это делается в [1], рассматривается слоение, заданное на D,
и изучаются его свойства.

Пусть M — гладкое многообразие нечетной размерности n,
Ξ(M) — C∞(M)-модуль гладких векторных полей на M . Все много-
образия, тензорные поля и другие геометрические объекты предпола-
гаются гладкими класса C∞. Для упрощения изложения тензорное
поле в дальнейшем иногда называется тензором.

Определим совокупность (~ξ, η) тензорных полей на M , где ~ξ и η

вектор и ковектор соответственно так, что η(~ξ) = 1, dη( ~X, ~ξ) = 0

для всех ~X, ~Y ∈ Ξ(M).
Пусть D — гладкое распределение коразмерности 1, определяемое

формой η, D⊥ = span(~ξ) — его оснащение. В дальнейшем будем по-
лагать, что ограничение формы ω = dη на распределении D является
невырожденной формой. В этом случае вектор ~ξ однозначно опреде-
ляется из условий η(~ξ) = 1, ker ω = span(~ξ), и называется вектором
Риба.

Для исследования внутренней геометрии неголономного много-
образия и, вообще, для изучения почти контактных метрических
структур удобно использовать адаптированные координаты [2, 4].
Карту K(xα) (α, β, γ = 1, . . . , n) (a, b, c, e = 1, . . . , n − 1) на многооб-
разии M будем называть адаптированной к неголономному многооб-

разию D, если D⊥ = span

(
∂

∂xn

)
. Нетрудно установить, что любые

c© Букушева А. В., 2014
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две адаптированные карты связаны между собой преобразованиями вида: xa = xa(xã), xn =

= xn(xã, xñ).

Пусть P : TM → D — проектор, определяемый разложением TM = D ⊕ D⊥, и K(xα) —
адаптированная карта. Векторные поля P (∂a) = ~ea = ∂a − Γn

a∂n линейно независимы и в области
определения соответствующей карты порождают систему D: D = span(~ea). Таким образом, мы име-
ем на многообразии M неголономное поле базисов (~ea, ∂n) и соответствующее ему поле кобазисов
(dxa, θn = dxn + Γn

adxa). Адаптированным будем называть также базис ~ea = ∂a − Γn
a∂n как базис,

определяемый адаптированной картой. Заметим, что ∂nΓn
a = 0.

Распределение D может рассматриваться как тотальное пространство векторного расслоения
(M,D, π), где π : D → M — естественная проекция. Каждой адаптированной карте K(xα) на много-
образии X ставится в соответствие карта K̃(xα, xn+α) на многообразии D, где xn+α — координаты
допустимого вектора в базисе ~ea = ∂a − Γn

a∂n. Таким образом, D есть гладкое многообразие размер-
ности 2n − 1.

Предположим, что на многообразии D задана функция L(xα, xn+a) такая, что выполняются сле-
дующие условия:

1) L — гладкая положительная функция на D0 = D\~0;
2) L — положительна, однородна, степени 1 относительно слоевых координат;

3) квадратичная форма L2
· a· bξ

aξb =
∂2L2

∂ xn+a∂ xn+b
ξaξb положительно определена.

Назовем (M,D,F ) субфинслеровым многообразием коразмерности 1.

Тензорное поле, заданное на многообразии M , назовем допустимым (к распределению D), если
оно обращается в нуль каждый раз, когда его векторный аргумент принадлежит оснащению D⊥, а
ковекторный аргумент коллинеарен форме η. Координатное представление допустимого тензорного
поля типа (p, q) в адаптированной карте имеет вид: t = t

a1...ap

b1...bq
~ea1

⊗ . . . ⊗ ~eap
⊗ dxb1 ⊗ . . . ⊗ dxbq .

Рассмотрим D как пространство векторного расслоения. В этом случае, в частности, D является
гладким многообразием размерности 2n− 1. Как было показано в [5], наличие структуры субфинсле-
рова пространства позволяет превратить D в почти контактное метрическое пространство. А именно
определим на многообразии D почти контактную метрическую структуру (D̃, g̃, J, d(π∗ ◦ η), D), пола-
гая g̃(~εa, ~εb) = g̃(∂n+a, ∂n+b) = g(~ea, ~eb), g̃(~εa, ∂n) = g̃(∂n+a, ∂n) = 0, J(~εa) = ∂n+a, J(∂n+a) = −~εa,
J(∂n) = 0, где D̃ = π−1

∗ (D), D̃ = HD ⊕ V D, V D — вертикальное распределение на тотальном
пространстве D, а HD — горизонтальное распределение, определяемое внутренней нелинейной связ-
ностью финслерова типа. Векторные поля (~εa = ∂a − Γn

a∂n − Γb
acx

n+c∂n+b, ∂n, ∂n+a) определяют на D

поле неголономных базисов, а формы (dxa, θn = dxn + Γn
adxa, θn+a = dxn+aΓa

bcx
n+bdxc) — соответ-

ствующее поле кобазисов. Здесь Γa
bc = ∂n+cG

a
b , где Ga

b =
∂Ga

∂xn+b
, Ga =

1

4
gab

( ∂2L2

∂xn+b∂xc
∂xn+c − ∂L2

∂xb

)

[4]. Легко показать, что векторное поле ∂n является полем Риба для почти контактной метриче-
ской структуры (D̃, g̃, J, d(π∗ ◦η)). Наличие почти контактной метрической структуры на D позволяет
рассмотреть на этом многообразии дифференциальные формы специального вида. А именно будем
называть допустимую (к распределению D̃) форму (p + q) — формой, если она может быть отлична
от нуля только в тех случаях, когда p ее аргументов принадлежат HD, а q аргументов — V D. Если
D = TM , то формы такого типа рассматривались, например, в [1]. В нашем случае от форм типа (p, q)

требуется больше, чем в [1], ядро заданных таким образом форм должно содержать вектор Риба ∂n.
В этом случае форма типа (p, q) представляет собой допустимую форму к распределению D̃. Для того
чтобы дифференциал такой формы давал снова допустимую форму, достаточно потребовать, чтобы
частные производные от компонент формы вдоль поля Риба обращались в ноль.

Пусть Ω0(D) — кольцо гладких функций на D и Ωp,q(D) — модуль допустимых (p, q) форм на
многообразии (D, g̃). Мы имеем следующее разложение модуля допустимых r-форм на D:

Ωr =p+q=r ∪Ωp,q(D).

Локально форма ω ∈ Ωp,q(D) имеет следующее выражение:

ω = ωa1...apb1...bq
dxa1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ θn+1 ∧ . . . ∧ θn+q.

Рассмотрим модуль (p, q)-форм и потребуем, чтобы
∂

∂xn
(ωa1...apb1...bq

) = 0.
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Вычислим дифференциал

dθn+a =
∑

k<j

Ri
jkdxk ∧ dxj +

∑

k,j

Gi
j

∂yk
θn+k ∧ dxj .

Пусть d01 : Ωp,q(D) → Ωp,q+1(D) — отображение на (D, g̃), локально определяемое следующим
образом:

d01ω =
∂ωa1...apb1...bq

∂xn+a
θn+a ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ θn+1 ∧ . . . ∧ θn+q.

Нетрудно проверить, что определение d01 не зависит от выбора адаптированной системы координат.
В результате очевидных вычислений получаем d2

01 = 0.

Если f ∈ Ω0(D), то локально имеем: d01f =
∂f

∂xn+a
θn+a.

(0, q)-форма называется d01-точной, если существует форма f ∈ Ω0,q−1(D) такая, что ω = d01f , и
называется d01-замкнутой, если d01ω = 0. Продолжая лемму Паункаре на наш случай, замечаем, что
локально каждая d01-замкнутая форма является точной.

Пусть Z0,q(D) — группа d01-замкнутых (0, q)-форм и B0,q(D) — группа d01-точных форм. Ясно,
что B0,q(D) — подгруппа группы Z0,q(D).

Группы когомологий де Рама, определяемые последовательностью

Ω0(D)
d01−−→ Ω0,1(D)

d01−−→ Ω0,2(D)
d01−−→ . . . ,

будем называть v-когомологиями. Здесь d01(Ω
0,q−1(D)) = B0,q(D), Ker d01 = {ω ∈ Ω0,q(D),

d01ω = 0} = Z0,q(D), Hv
q (D) = Z0,q(D)/B0,q(D).

Рассмотрим субфинслерово многообразие (M,D,F ). Пусть D′ ⊂ D — инволютивное распре-
деление размерности m2. В дальнейшем индексы изменяются следующим образом: i = 1, . . . ,m1,
u = m1 +1, . . . , n−1, m1 +m2 = n−1. Среди адаптированных карт выберем такие, что D′ = span(∂u).
Пусть F — слоение, определяемое распределением D

′

. Любые две адаптированные карты связаны
преобразованиями вида

xi′ = xi′(xi), xu′

= xu′

(xi, xu), xn′

= xn′

(xi, xu, xn).

Соответствующие локальные координаты на многообразии D примут вид (xi, xu, xn, xn+i, xn+u). За-

дадим инволютивное распределение D
′′

равенством D
′′

= span

(
~εu,

∂

∂xn+u

)
. Инволютивность рас-

пределения D
′′

позволяет ввести в рассмотрение слоение FD таким образом, чтобы TFD = D
′′

.

Будем говорить, что слоение F совместимо с финслеровой структурой на D, если в локальных

координатах в окрестности точки (xα, xn+a) ∈ D компоненты guv =
1

2

∂2F 2

∂xn+u∂xn+v
являются эле-

ментами невырожденной матрицы. Кроме того, функции Ga удовлетворяют отношению
∂Ga

∂xn+u
= 0.

Таким образом, ~εu =
∂

∂xu
.

Для уточнения форм типа (p, q), определенных выше, и для определения нового аналога внеш-
него дифференциала введем в рассмотрение пространства HFD = span(~εu), HD = L1 ⊕ HFD и
L1 = span(~ξi), где ~ξi = ~εi − tui ~εu.

Для вычисления коэффициентов tui используются следующие равенства:

g̃(~ξi, ~εv) = g̃(~εi − tui ~εu, ~εv) = g̃(~εi, ~εv) − tui g̃(~εu, ~εv) = 0.

Следующая цепочка импликаций позволяет получить явное выражение для tui :

g̃iv − tvi g̃uv = 0 ⇒ giv − tvi guv = 0 ⇒ givgvw − tui δw
u = 0 ⇒ twi = givgvw.

Векторные поля на TD, локально заданные как ~ξi = ~εi−tui ~εu, ~τi = ∂n+i−tui ∂n+u, ортогональны {~εu}
и

{
∂

∂xn+u

}
относительно метрики g̃, где {tui } есть решение системы giv − tvi guv = 0.
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Таким образом, всякое векторное поле ~X ∈ Γ(TD) имеет следующее разложение:

~X = Xa~εa + Xn∂n + Xn+a∂n+a = Xi~εi + Xu~εu + Xn∂n + Xn+i∂n+i + Xn+u∂n+u =

= Xi~ξi + (Xu + tui Xi)~εu + Xn∂n + Xn+i~τi + (Xn+u + tui Xn+i)∂n+u.

Базис (~ξi, ~εu, ∂n, ~τi, ∂n+u) адаптирован к FD и к вертикальному слоению. Обозначим через T⊥FD

ортогональное к TFD распределение относительно метрики Сасаки–Финслера g̃.
Введем в рассмотрение следующие векторные поля: вертикально-касательные, горизонтально-

касательные, вертикально-трансверсальные, горизонтально-трансверсальные. Первые два типа век-
торных полей являются вертикальными и горизонтальными компонентами сечения TFD соответ-
ственно. Два других типа — вертикальными и горизонтальными компонентами сечения T⊥FD. Для
введенных совокупностей векторных полей будем использовать соответственно следующие обозначе-
ния: V FD, HFD, V ⊥FD, H⊥FD.

Таким образом, D̃ = H⊥FD ⊕ HFD ⊕ D̃⊥ ⊕ V ⊥FD ⊕ V FD. Локально H⊥FD = span(~ξi),
HFD = span(~εu), D̃⊥ = span(∂n), V ⊥FD = span(~τi), V FD = span(∂n+u).

Кобазис, двойственный базису (~ξi, ~εu, ∂n, ~τi, ∂n+u), имеет вид (dxi, θu, θn, θn+i, ηu), где θu = dxu +

+ tui dxi, ηu = θn+u + tui θn+i.
(0, q)-форму ω назовем (0, s, t)-формой, если s + t = q, и она отлична от нуля только в том случае,

когда s-аргументов в V ⊥FD и t-аргументов в V FD.
Обозначим пространство (0, s, t)-форм через Ω0,s,t(D), тогда

Ω0,q(D) = ∪s+t=qΩ
0,s,t(D).

В результате действия дифференциала d01 на (0, s, t)-форму

ω = αi1...isu1...ut
θn+i1 ∧ . . . ∧ θn+is ∧ ηu1 ∧ . . . ∧ ηut

получаем:

d01ω = ~τi(αi1...isu1...ut
)θn+i ∧ θn+i1 ∧ . . . ∧ θn+is ∧ ηu1 ∧ . . . ∧ ηut+

+(−1)s ∂αi1...isu1...ut

∂xn+u
θn+i1 ∧ . . . ∧ θn+is ∧ ηu ∧ ηu1 ∧ . . . ∧ ηut .

Используя полученное выражение, определим следующий аналог внешнего дифференциала:

d0,0,1 : Ω0,s,t(D) → Ω0,s,t+1(D)

так, что

d0,0,1ω = (−1)s ∂αi1...isu1...ut

∂xn+u
θn+i1 ∧ . . . ∧ θn+is ∧ ηu ∧ ηu1 ∧ . . . ∧ ηut .

Из равенства d2
01 = 0 следует d2

0,0,1 = 0. Назовем фактор-группу

Hv,t
q (D) = Z0,0,q(D)/B0,0,q(D)

группой v, t-когомологией на D. Здесь Z0,0,q(D) =
{
ω ∈ Ω0,0,q(D), d0,0,1ω = 0

}
— множество d0,0,1-

замкнутых (0, 0, q)-форм. Множество B0,0,q(D) = d0,0,1(Ω
0,q−1(D)) называется множеством d0,0,1-

точных (0, 0, q)-форм.
Имеем следующие включения:

Z0,q(D) ∩ Ω0,0,q(D) ⊂ Z0,0,q(D), B0,q(D) ∩ Ω0,0,q(D) ⊂ B0,0,q(D).

Аналогом леммы Пуанкаре для оператора d0,0,1 является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть ω — d0,0,1-замкнутая (0, 0, t)-форма. Для каждой открытой области U ∈ D

существует γ ∈ Ω0,0,t−1(U) такая, что ω = d0,0,1γ.

Доказательство. Рассмотрим (0, 0, t)-форму: ω = αu1...ut
ηu1 ∧ . . . ∧ ηut . Из равенства d0,0,1ω = 0

следует d01ω = ~τi(αu1...ut
)θn+i ∧ ηu1 ∧ . . . ∧ ηut , d01ω = 0(mod θn+1, . . . , θn+i).

Воспользуемся тем, что оператор d0,1 удовлетворяет лемме Пуанкаре. Тогда найдется такая
(0, t − 1)-форма ϕ, что

ω = d0,0,1ϕ(mod θn+1, . . . , θn+i).
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Пусть γ — (0, 0, t − 1)-компонента ϕ. Тогда имеем следующее равенство:

ω = d0,0,1γ + µn+iθ
n+i,

где µn+i — (0, t−1)-форма. Получим ω = d0,0,1γ, поэтому каждая d0,0,1-замкнутая является локально
d0,0,1-точной. ¤
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A distribution D with a admissible Finsler metric is defined on a smooth manifold X . Let F be a foliation on X . On the distribution

of D as on a smooth manifold foliation F corresponds to the foliation TF . Using this foliation and connection over distribution we

define analog exterior derivative. Exterior differential forms is applied to a special form.

Key words: sub Finslerian manifold, interior connection, almost contact metric space, cohomology.

References

1. Manea A. Cohomology of foliated Finsler manifolds.

Bulletin of the Transilvania University of Brasov.

Ser. III : Mathmatics, Informatics, Physics, 2011,

vol. 4(53), no. 2, pp. 23–30.

2. Bejancu A., Farran H. R. Finsler geometry and natu-

ral foliations on the tangent bundle. Reports on Math.

Physics, 2006, vol. 58, no. 1, pp. 131–146.

3. Vaisman I. Cohomology and differential forms. New

York, Marcel Dekker Inc., 1973.

4. Bukusheva A. V., Galaev S. V. Almost Contact Metric

Structures Defined by Connection over Distribution with

Admissible Finslerian Metric. Izv. Saratov Univ. (N. S.),

Ser. Math. Mech. Inform., 2012, vol. 12, iss. 3, pp. 17–22

(in Russian).

5. Galaev S. V. Contact structures with admissible Fins-

ler metrics. Physical Interpretation of Relativity Theory :

Proc. of Intern. Meeting. Moscow, 4–7 July 2011, Mos-

cow, BMSTU, 2012, pp. 80–87.

УДК 517.5
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Пусть π — целая функция минимального типа при порядке ρ = 1, π(D) — соответствующий дифференциаль-

ный оператор. Максимальное π(D)-инвариантное подпространство ядра аналитического функционала называется

его C[π]-ядром. C[π]-ядром системы аналитических функционалов называется пересечение их C[π]-ядер. В статье

описаны условия, при которых C[π]-ядро двух аналитических функционалов допускает синтез по корневым элементам

оператора π(D).

Ключевые слова: спектральный синтез, дифференциальный оператор бесконечного порядка, инвариантные подпростран-

ства, подмодули целых функций.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть Ω — выпуклая область в C; H — пространство функций, аналитических в Ω, с топологией
равномерной сходимости на компактах; H∗ — сильное сопряженное к H; π(z) — целая функция мини-
мального типа при порядке ρ = 1; π(D) — соответствующий дифференциальный оператор бесконечно-
го порядка. Считаем, что функция π отлична от константы. Следовательно, π(C) = C. Оператор π(D)

является линейным непрерывным оператором, действующим из H в H. Замкнутое подпространство
W ⊆ H называем инвариантным, если π(D)W ⊆ W . Говорят, что замкнутое инвариантное подпро-
странство W ⊆ H допускает спектральный синтез, если оно совпадает с замыканием в H линейной
оболочки корневых элементов оператора π(D), содержащихся в W .

Пусть H∗ — сильное сопряженное к пространству H, P — интерпретация H∗ в терминах преоб-
разований Лапласа. Известно, что пространство P совпадает с индуктивным пределом P [1,HΩ), где
HΩ — сопряженная к опорной функции области Ω [1]. Оператор умножения на функцию π является
непрерывным отображением из P в P . Это позволяет рассматривать P как топологический модуль
над кольцом C[π]. Из теоремы о биполяре вытекает, что между совокупностью {W} замкнутых ин-
вариантных подпространств в H и совокупностью {I} замкнутых подмодулей в P можно установить
взаимно однозначное соответствие по правилу ортогональности:

I = T (W 0), W = (T−1(I))0,

где T — преобразование Лапласа H∗ → P , W 0 — аннулятор W в H∗, T−1 — обратное преобразование
P → H∗, (T−1(I))0 — аннулятор T−1(I) в H. В работе А. Б. Шишкина [2] развивается общий метод,
позволивший А. Н. Чернышеву [3] доказать теорему двойственности: замкнутое инвариантное
подпространство W ⊆ H допускает спектральный синтез тогда и только тогда, когда подмодуль T (W 0)

является обильным.

В работе [4] обильность замкнутого подмодуля в P расщепляется на три отдельных свойства:
интенсивность, устойчивость и насыщенность. В работе [5] эти свойства подвергаются дополнитель-
ному исследованию. Используя описание ограниченных множеств в P , легко показать, что в этом
пространстве выполняется аксиома локальной равномерной устойчивости: для любой точки λ ∈ C

и любого ограниченного множества B ⊂ P существуют окрестность Uλ точки λ и ограниченное
множество B′ ⊂ P такие, что

f ∈ B, ζ ∈ Uλ,
f

π − ζ
∈ H(C) ⇒ f

π − ζ
∈ B′.

Это означает, что результаты статей [4] и [5] применимы к P.

Пусть S ∈ H∗. Замкнутое инвариантное подпространство

WS := {f ∈ H : 〈S, π(D)kf〉 = 0, k = 0, 1, . . .} ⊆ H

называется полиномиальным ядром функционала S (точнее, C[π]-ядром функционала S). Если
π(ζ) — многочлен, то подпространство WS совпадает с множеством решений однородного уравне-
ния π-свертки 〈S, f(z, h)〉 = 0, где f(z, h) — π-сдвиг функции f ∈ H на шаг h. В этом случае
подпространство WS допускает спектральный синтез (π(ζ) = ζ [6], π(ζ) = ζq [7], π(ζ) ∈ C[ζ] [8]).
Случай π — целая функция минимального типа при порядке 1 рассмотрен Р. Г. Письменным [9]. Им
же доказана следующая теорема: если существует уточненный порядок ρ(r) → ρ, 0 < ρ < 1, такой,
что функция π является целой функцией вполне регулярного роста при этом уточненном порядке и
индикатор h(θ) функции π при уточненном порядке ρ(r) всюду положителен, то подпространство WS

допускает спектральный синтез.

Полиномиальным ядром (точнее, C[π]-ядром) системы функционалов S1, S2 ∈ H∗ называется за-
мкнутое инвариантное подпространство WS1,S2

:= WS1
∩ WS2

⊆ H. Существуют системы из двух
функционалов, C[π]-ядра которых не допускают спектральный синтез. Пусть F1,F2 — преобразо-
вания Лапласа функционалов S1, S2 ∈ H∗ и отношение F1/F2 является мероморфной функцией
от π. В настоящей работе найдены некоторые достаточные условия на целые функции F1 и F2, при
выполнении которых C[π]-ядро системы функционалов S1, S2 допускает спектральный синтез.
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1. НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Неотрицательную функцию µ, определенную в окрестности +∞, называют уточненным весом

порядка ρ ∈ [0,+∞), если она возрастает, дифференцируема в окрестности +∞ и lim
r→+∞

µ(r)

ln r
= ∞,

lim
r→+∞

µ′(r)r

µ(r)
= ρ. Если µ — уточненный вес порядка ρ, то функция ρ(r) :=

lnµ(r)

ln r
является уточнен-

ным порядком. При ρ > 0 верно и обратное, т. е. для любого уточненного порядка ρ(r) → ρ функция
µ(r) := rρ(r) является уточненным весом порядка ρ. По известным свойствам уточненного порядка
функция µ(r)r−ρ = rρ(r)−ρ является медленно растущей, значит, равномерно по k из любого отрезка
[a; b] ⊂ (0;+∞)

lim
r→+∞

µ(kr)(kr)−ρ

µ(r)r−ρ
= 1, lim

r→+∞

µ(kr)

µ(r)
= kρ. (1)

Множество E ⊂ C называем нуль-множеством, если множество |E| := {|z| : z ∈ E} имеет нулевую
относительную меру.

Пусть π — целая функция вполне регулярного роста при уточненном порядке ρ(r) → ρ ∈ (0, 1)

с всюду положительным индикатором, ν — обратная к функции µ(r) := rρ(r). Легко убедиться, что
функция µ̂(r) = ν(ln r) является уточненным весом нулевого порядка и существует такая констан-
та κ ≥ 1, что вне некоторого нуль-множества E выполняются оценки

κ−1 |z| ≤ µ̂(|π(z)|) ≤ κ |z| . (2)

При этом

lim
t→∞

ln µ̂(r)

ln ln r
= lim

t→∞

µ̂′(er)err

µ̂(er)
=

1

ρ
=: ρ̂ > 1. (3)

Условие (3) означает, что функция µ̂(er) является уточненным весом порядка ρ̂. Значит, равномерно
по k из любого отрезка [a; b] ⊂ (0;+∞)

lim
r→+∞

µ̂(ekr)

µ̂(er)
= lim

r→+∞

µ̂(rk)

µ̂(r)
= kρ̂ = k

1
ρ . (4)

Пусть ν̂(r) = exp µ(r) — обратная к функции µ̂(r). Тогда функция ln ν̂(r) является обратной
к функции µ̂(er). Значит, функция ln ν̂(r) является уточненным весом порядка ρ. Следовательно,
равномерно по k из любого отрезка [a; b] ⊂ (0;+∞)

lim
r→+∞

ln ν̂(kr)

ln ν̂(r)
= kρ. (5)

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть F и G — целые функции, допускающие представления F = ϕfF , G = ϕgG, где ϕ, f , F ,
g, G — целые функции. Считаем, что функции f, F, g,G являются π-симметричными, т. е. f := f̂ ◦ π,
F := F̂ ◦ π, g := ĝ ◦ π, G := Ĝ ◦ π, где f̂ , F̂ , ĝ, Ĝ — некоторые целые функции. Пусть разложения
Адамара для функций F̂ и Ĝ имеют вид

F̂ (ζ) =
∏

Λ̂

(
1 − ζ

λ̂i

)
, Ĝ(ζ) =

∏
Γ̂

(
1 − ζ

γ̂i

)
,

где Λ̂ := {λ̂i}, Γ̂ := {γ̂i} — последовательности нулей функций F̂ и Ĝ соответственно, занумерованные
каким-либо образом. Считаем, что все элементы последовательностей Λ̂ := {λ̂i} и Γ̂ := {γ̂i} лежат

вне единичного круга, т. е. t0 := mini∈N min
{
|λ̂i|, |γ̂i|

}
≥ 1.

Введем обозначения. Во-первых, пусть

∆Λ̂ := supn

n

µ̂(|λ̂n|)
, ∆Γ̂ := supn

n

µ̂(|γ̂n|)
, ∆ := max

{
∆Λ̂; ∆Γ̂

}
< +∞.

Во-вторых, для любого натурального n

Ln(z) := g(z)Gn(z)F (z) − f(z)Fn(z)G (z),
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rn(δ) := (κµ̂(Rn(δ))) , Rn(δ) := exp

{(
4κ

∆

δ

) 2ρ
1−ρ

ln tn

}
,

где tn := max
i=1,...,n

max
{
|λ̂i|, |γ̂i|

}
, Fn := F̂n ◦ π, Gn := Ĝn ◦ π,

F̂n (ζ) :=
∏

i≤n

(
1 − ζ

λ̂i

)
, Ĝn (ζ) :=

∏

i≤n

(
1 − ζ

γ̂i

)
.

В-третьих, для оценки функции Ln(z) воспользуемся специальными характеристиками:

Sn :=
∑

i≥n

∣∣∣∣
1

γ̂i
− 1

λ̂i

∣∣∣∣ , KM := max
i∈M

{
max

{∣∣∣∣∣
λ̂i

γ̂i

∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
γ̂i

λ̂i

∣∣∣∣

}}
,

где M — произвольное непустое множество натуральных чисел. Если M = ∅, то полагаем KM = 1.

3. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ

Рассмотрим вспомогательные оценки для функций Fn, Gn и Ln в терминах характеристик Sn

и KM .
Лемма 1. При любых δ > 0, достаточно больших натуральных n и z, удовлетворяющих усло-

вию |z| ≥ rn(δ), выполняются оценки:

ln |Fn(z)| ≤ δ |z| , ln |Gn(z)| ≤ δ |z| , (6)

|Ln(z)| ≤ (|f(z)G (z)| + |g(z)F (z)|) eδ|z|. (7)

Доказательство. Пусть n(t; Λ̂) — число точек λ̂i ∈ Λ̂ в круге {ζ : |ζ| < t}. Покажем, что для
любого t ≥ 0 выполняется неравенство n(t; Λ̂) ≤ ∆µ̂(t). Для этого рассмотрим упорядочение Λ̂ :

λ̂i1 , λ̂i2 , . . . , при котором |λ̂i1 | ≤ |λ̂i2 | ≤ . . . . Предположим, что в круге |ζ| ≤ t содержится n точек
λ̂i1 , . . . , λ̂in

. Положим i0 := max
m=1,...,n

im. Тогда по определению числа ∆Λ̂ имеем n(t; Λ̂) = n ≤ i0 ≤

≤ ∆Λ̂µ̂(|λ̂i0 |) ≤ ∆µ̂(t). Значит (см. [10, гл. I, § 4, лемма 2]),

ln
∣∣∣F̂n(ζ)

∣∣∣ ≤
∑

i≤n

ln

(
1 +

∣∣∣∣
ζ

λ̂i

∣∣∣∣
)

=

tn∫

0

ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dn(t; Λ̂) ≤

≤ n(tn; Λ̂) ln

(
1 +

|ζ|
tn

)
+ |ζ|

tn∫

0

n(t; Λ̂)

t (t + |ζ|)dt ≤ n(tn; Λ̂) ln

(
1 +

|ζ|
tn

)
+

tn∫

1

n(t; Λ̂)

t
dt ≤

≤ ∆µ̂(tn)

(
ln

(
1 +

|ζ|
tn

)
+ ln tn

)
≤ ∆

µ̂(tn)

µ̂(|ζ|) ln (tn + |ζ|) µ̂(|ζ|).

В силу (3) ε :=
ρ̂ − 1

2
> 0. При k =

ln |ζ|
ln tn

∈ [1;+∞) логарифмическая производная

ψ′
k(k; tn)

ψ(k; tn)
=

1

k

(
tkn

tn + tkn

ln tkn
ln (tn + tkn)

− µ̂′(tkn)tkn ln tkn
µ̂(tkn)

)

функции ψ(k; tn) :=
µ̂(tn)

µ̂(tkn)
ln

(
tn + tkn

)
(по переменной k) мажорируется функцией

1

k
(1 − ρ̂ + ε) = − ε

k
равномерно по достаточно большим tn. Значит, при k ≥ 1 и всех достаточно больших tn ≥ 1 выпол-
няется неравенство

lnψ(k; tn) =

∫ k

1

ψ′
k(t; tn)

ψ(t; tn)
dt − ln 2tn ≤ ln

1

2kε
.

Следовательно, при |ζ| ≥ tn и достаточно больших n имеем:

ln
∣∣∣F̂n(ζ)

∣∣∣ ≤ ∆

2

(
ln tn
ln |ζ|

)ε

µ̂(|ζ|). (8)
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Пусть δ > 0. Из (8) вытекает, что ln
∣∣∣F̂n(ζ)

∣∣∣ ≤ δ

2κ
µ̂(|ζ|) при достаточно большом n и |ζ| ≥

≥ Rn(δ). Если |z| ≥ rn(δ) и z 6∈ E, то в силу (2) |ζ| = |π(z)| ≥ ν̂

(
1

κ
rn(δ)

)
≥ Rn(δ), значит,

ln |Fn(z)| = ln
∣∣∣F̂n(ζ)

∣∣∣ ≤ δ

2κ
µ̂(|ζ|) =

δ

2κ
µ̂(|π(z)|). Выберем окружности |z| = t′k, которые не пересека-

ются с исключительным нуль-множеством E и удовлетворяют условиям: t′k < t′k+1 ≤ 2t′k и t′k → ∞
при k → ∞. Если t′k ≤ |z| ≤ t′k+1, то ln |Fn(z)| ≤ lnMFn

(|z|) ≤ lnMFn
(t′k+1) ≤ δ

2κ
µ̂(Mπ(t′k+1)) ≤

≤ δ

2
t′k+1 ≤ δt′k ≤ δ |z|. Так как rn(δ) → ∞ при n → ∞, то при достаточно большом n выполняется

неравенство rn(δ) ≥ t′1, значит, для таких n и z, удовлетворяющих условию |z| ≥ rn(δ), выполняется
оценка ln |Fn(z)| ≤ δ |z|. Значит, первая из оценок (6) доказана. Вторая доказывается аналогично.
Оценка (7) следует из оценок (6). Лемма доказана. ¤

Для σ > 0, λ ∈ C обозначим через Dσ (λ) замкнутый круг с центром в точке λ радиуса σ |λ|.
Пусть M — некоторое множество натуральных чисел, m := minM . Если M 6= ∅, то положим

EM :=
⋃

i∈M

(
Dσ

(
λ̂i

)
∪ Dσ (γ̂i)

)
, F̂M (ζ) :=

∏
i∈M

(
1 − ζ

λ̂i

)
, ĜM (ζ) :=

∏
i∈M

(
1 − ζ

γ̂i

)
.

Если M = ∅, то EM := ∅, a F̂M и ĜM полагаем тождественно равными единице. Легко показать
(см. [11]), что вне множества EM

∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣∣
ĜM (ζ)

F̂M (ζ)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤
1

σ
Sm (|ζ| + 1) , (9)

∣∣∣∣∣1 − ĜM (ζ)

F̂M (ζ)

∣∣∣∣∣ ≤ S′
m (|ζ| + 1) exp (S′

m (|ζ| + 1)) , S′
m :=

√
2π

σ
Sm. (10)

Пусть 0 < σ < 1/2. Символом Mn(δ) обозначим множество значений индекса i, больших n, для
которых хотя бы одно из чисел |λ̂i| (1 − σ) и |γ̂i| (1 − σ) не превосходит Rn(δ), а символом Nn(δ) обо-

значим множество {i > n : i 6∈ Mn(δ)}. Множество кружков ENn(δ) =
⋃

i∈Nn(δ)

(
Dσ

(
λ̂i

)
∪ Dσ (γ̂i)

)
и

круг |ζ| ≤ Rn(δ) не имеют общих точек, так как по определению множества Nn(δ)

min
{
|ζ| : ζ ∈ ENn(δ)

}
≥ min

{
|λ̂i| (1 − σ) , |γ̂i| (1 − σ)

}
> Rn(δ).

Выберем α > 1 и обозначим через r′n,α(δ) число из отрезка [rn(δ); (κµ̂ (Rα
n(δ)))], которое не лежит

во множестве |E|. Такое число при достаточно больших n найдется, так как из (4) вытекает, что
(κµ̂ (Rα

n(δ))) rn(δ)−1 → αρ̂ > 1. Для всех z из окружности |z| = r′n,α(δ) выполняется неравенство

|π(z)| ≤ R′
n,α(δ) := 3KMn(δ)R

ακ′

n (δ), κ′ := κ2ρ.

Действительно, так как окружность |z| = r′n,α(δ) не пересекается с множеством E, то из (2) выте-
кают неравенства |π(z)| ≤ ν̂

(
κr′n,α(δ)ρ

)
≤ ν̂

(
κ2µ̂ (Rα

n(δ))
)
. Значит (см. формулу (5)), при достаточно

большом n выполняются неравенства |π(z)| ≤ Rακ′

n (δ). Остальное вытекает из очевидных неравенств
3 ≥ 1 и KMn(δ) ≥ 1.

Если Mn(δ) 6= ∅, то при любом i ∈ Mn(δ), по крайней мере, одно из чисел |λ̂i| (1 − σ), |γ̂i| (1 − σ)

не превосходит Rn(δ). Предположим, что |λ̂i| (1 − σ) ≤ Rn(δ). Из неравенства KMn(δ) ≥ 1 вытекает,
что

|λ̂i| (1 + σ) ≤ 1 + σ

1 − σ
Rn(δ) ≤ 3Rακ′

n (δ) ≤ 3KMn(δ)R
ακ′

n (δ). (11)

Так как при i ∈ Mn(δ) выполняется неравенство |γ̂i| ≤ KMn(δ) |λi| , то

|γ̂i| (1 + σ) ≤ KMn(δ)|λ̂i| (1 + σ) ≤ 3KMn(δ)R
ακ′

n (δ). (12)

Из неравенств (11) и (12) вытекает, что при достаточно большом n множество EMn(δ) лежит в круге
|ζ| ≤ R′

n,α(δ).
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В следующей лемме проводится оценка Ln(z) при условии, что |z| ≤ rn(δ).
Лемма 2. Предположим, что ∆ < +∞. Для любых δ > 0 и σ ∈ (0; 1/2) при достаточно больших

n в круге |z| ≤ rn(δ) верна следующая оценка:

|Ln(z)| ≤ CσSn

(
R′

n,α(δ) + 1
)
MgF

(
r′n,α(δ)

)
exp

{
CσSn

(
R′

n,α(δ) + 1
)

+ δrn(δ)
}

,

где Cσ = 2
√

2π/σ.

Доказательство. Пусть G(n) := Ĝ(n) ◦ π, F (n) := F̂ (n) ◦ π, где

F̂ (n) (ζ) =
∏

i>n

(
1 − ζ

λ̂i

)
, Ĝ(n) (ζ) =

∏

i>n

(
1 − ζ

γ̂i

)
.

Учитывая, что N ∩ (n; +∞) = Mn ∪ Nn, получим представления:

F̂ (n) (ζ) = F̂Mn(δ) (ζ) F̂Nn(δ) (ζ) , Ĝ(n) (ζ) = ĜMn(δ) (ζ) ĜNn(δ) (ζ) ,

где функции F̂Mn(δ), ĜMn(δ), F̂Nn(δ), ĜNn(δ) определяются по множествам Mn(δ) и Nn(δ). Пусть

FMn(δ) := F̂Mn(δ) ◦ π, FNn(δ) := F̂Nn(δ) ◦ π, GMn(δ) := ĜMn(δ) ◦ π, GNn(δ) := ĜNn(δ) ◦ π. Тогда для

любого z ∈ ζ̃ := π−1(ζ) комплексное число Ln(z) можно представить в следующем виде:

g(z)Gn(z)F (z)

[(
1 − GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)

)
+

GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)

(
1 − GNn(δ)(z)

FNn(δ)(z)

)]
.

Оценим это выражение в круге |z| ≤ rn(δ). В силу оценок (6) при достаточно больших n и |z| ≤ rn(δ)

верно неравенство
|Gn(z)| ≤ max

|z|=rn(δ)
|Gn(z)| ≤ eδrn(δ). (13)

Функция g(z)F (z)

(
1 − GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)

)
целая, и окружность |ζ| = R′

n(δ) охватывает исключительное

множество EMn(δ), вне которого выполняется оценка (10) с M = Mn(δ). Поэтому для |z| ≤ r′n,α(δ) и,
тем более, при |z| ≤ rn(δ) с учетом того, что min Mn(δ) > n, получим:

∣∣∣∣g(z)F (z)

(
1 − GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)

)∣∣∣∣ ≤ MgF

(
r′n,α(δ)

)
max

|ζ|=R′

n,α(δ)

∣∣∣∣∣1 − ĜMn(δ)(ζ)

F̂Mn(δ) (ζ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ MgF

(
r′n,α(δ)

)
sup

|ζ|=R′

n,α(δ)

{S′
n (|ζ| + 1) exp (S′

n (|ζ| + 1))} ≤

≤ MgF

(
r′n,α(δ)

)
S′

n(R′
n,α(δ) + 1) exp S′

n

(
R′

n,α(δ) + 1
)
. (14)

Аналогично, используя оценку (9) с M = Mn(δ) и тот факт, что функция g(z)F (z)
GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)
является целой, при |r| ≤ r′n,α(δ) получим:

∣∣∣∣g(z)F (z)
GMn(δ)(z)

FMn(δ)(z)

∣∣∣∣ ≤ MgF

(
r′n,α(δ)

)
exp S′

n

(
R′

n,α(δ) + 1
)
. (15)

Из определения множества Nn(δ) следует, что множество ENn(δ) лежит вне круга |ζ| ≤ Rn(δ),

следовательно, в этом круге функция 1 − ĜNn(δ) (ζ)

F̂Nn(δ)(ζ)
голоморфна и для нее выполняется оценка (10)

с M = Nn(δ). Поэтому при |z| ≤ rn(δ) имеем:

∣∣∣∣1 − GNn(δ)(z)

FNn(δ)(z)

∣∣∣∣ ≤ max
|ζ|=Rn(δ)

∣∣∣∣∣1 − ĜNn(δ)(ζ)

F̂Nn(δ) (ζ)

∣∣∣∣∣ ≤ S′
n

(
R′

n,α(δ) + 1
)
exp

(
S′

n

(
R′

n,α(δ) + 1
))

. (16)

Из выражения для Ln(z) и оценок (13)–(16) получаем следующие неравенства:

|Ln(z)| ≤ 2S′
n

(
R′

n,α(δ) + 1
)
MgF

(
r′n,α(δ)

)
exp

(
2S′

n

(
R′

n,α(δ) + 1
)

+ δrn(δ)
)
≤

≤ CσSn

(
R′

n,α(δ) + 1
)
MgF

(
r′n,α(δ)

)
exp

(
CσSn

(
R′

n,α(δ) + 1
)

+ δrn(δ)
)
.

Лемма доказана. ¤
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4. ИТОГОВЫЕ ОЦЕНКИ

Предположим, что для функций ϕ, f , F , g, G выполнено следующее условие: существуют посто-
янная C > 0 и ограниченная тригонометрически выпуклая 2π-периодическая функция h(θ), такие,
что для любых z ∈ C

max {|f(z)G (z)| ; |g(z)F (z)|} ≤ C exp (h(θ) |z|) , (17)

где θ := arg z. При этом предположении справедлива следующая лемма.
Лемма 3. Если нулевые множества Λ̂ и Γ̂ можно упорядочить так, что для некоторого δ > 0

выполняется неравенство

lim
n→∞

lnSn

µ̂ (tn)
< −Ĉ(δ) (h + δ) , (18)

где Ĉ(δ) := κ1+2ρ (2κ∆/δ)
2

1−ρ , h = maxθ h(θ) − min {minθ h(θ); 0}, то существуют возрастающая

последовательность N0 = {nj} натуральных чисел и убывающая к нулю последовательность

{εj} такие, что |Lnj
(z)| ≤ εj exp ((h(θ) + δ) |z|) для любых z ∈ C.

Доказательство. Из соотношения (18) вытекает, что найдутся α > 1, δ′ ∈ (0, δ) и возрастающая
последовательность натуральных чисел N0 = {nj} такая, что для любых j выполняется неравен-
ство ln(1/Snj

) > h′µ̂
(
tnj

)
, где h′ > Ĉ(δ′)(h + δ′) > 0, δ′ ∈ (0, δ). Поэтому для любых j имеем

Snj
< exp

[
−h′µ̂

(
tnj

)]
. Значит, для любого r ∈ R последовательность Snj

trnj
сходится к нулю.

В силу нашего предположения (17) и оценки (7) для всех n ≥ n0 и |z| ≥ rn(δ′) получим:

|Ln(z)| ≤ (|f(z)G (z)| + |g(z)F (z)|) eδ′|z| ≤ 2C exp ((h(θ) + δ′) |z|) . (19)

Оценим характеристику KMn(δ′). Из определения множества Mn(δ′) вытекает, что при всех

i ∈ Mn(δ′) хотя бы одно из чисел
∣∣∣λ̂i

∣∣∣ или |γ̂i| не превосходит
Rn(δ′)

1 − σ
. Пусть, например,

∣∣∣λ̂i

∣∣∣ ≤ Rn(δ′)

1 − σ
.

Тогда равномерно по i ∈ Mn(δ′) выполняются неравенства
∣∣∣∣∣1 −

∣∣∣∣∣
λ̂i

γ̂i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
1

λ̂i

− 1

γ̂i

∣∣∣∣
∣∣∣λ̂i

∣∣∣ ≤ Sn
Rn(δ′)

1 − σ
.

Из этих неравенств вытекает, что KMnj
(δ′) → 1 при j → ∞.

Фиксируем произвольное σ ∈ (0, 1/2) и воспользуемся оценкой из леммы 2. Согласно этой оценке,
при |z| ≤ rn(δ′) выполняются неравенства

|Ln(z)| ≤ CσSn

(
R′

n,α(δ′) + 1
)
MgF

(
r′n,α(δ′)

)
exp

{
CσSn

(
R′

n,α(δ′) + 1
)

+ δ′rn(δ′)
}
≤

≤ CCσSn

(
R′

n,α(δ′) + 1
)
exp

{
CσSn

(
R′

n,α(δ′) + 1
)

+ δ′rn(δ′)
}

exp
{
hmaxr

′
n,α(δ′)

}
.

Так как max
θ

h(θ)r′n,α(δ′) ≤ hr′n,α(δ′) + h(θ)|z| при любом θ, то для любого θ при |z| ≤ rn(δ′) и

достаточно больших n выполняется неравенство

|Ln(z)| ≤ exp

{(
Dn

µ̂ (tn)
+

dn

µ̂ (tn)

)
µ̂ (tn)

}
exph(θ) |z| =: εn exp h (θ) |z| ,

где

Dn

µ̂ (tn)
:= −

ln 1
Sn

µ̂ (tn)
+ h

r′n,α(δ′)

µ̂ (tn)
+ δ′

rn(δ′)

µ̂ (tn)
≤ −

ln 1
Sn

µ̂ (tn)
+ κ

µ̂ (Rα
n(δ′))

µ̂ (tn)
(h + δ′) ,

dn

µ̂ (tn)
:=

ln (CCσ (R′
n(δ′) + 1)) + CσSn (R′

n(δ′) + 1)

µ̂ (tn)
≤

≤ lnR′
n(δ′)

µ̂ (tn)
+

ln 2CCσ

µ̂ (tn)
+ CσSnR′

n(δ′) + CσSn.

Так как KMnj
(δ′) → 1 и Snj

tαnj
→ 0 при любом α ∈ R, то

dnj

µ̂
(
tnj

) → 0 при j → ∞. Из определе-

ния Rn(δ) и соотношения (4) вытекает, что

lim
n→∞

µ̂ (Rn(δ))

µ̂ (tn)
=

(
4κ

∆

δ

) 2ρ̂
ρ̂−1

=

(
4κ

∆

δ

) 2
1−ρ

.
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Значит, если α достаточно близко к единице, то начиная с некоторого номера

Dnj

µ̂
(
tnj

) ≤ lnSnj

µ̂
(
tnj

) + κ
µ̂

(
Rα

nj
(δ′)

)

µ̂
(
tnj

) (h + δ′) < −h′ + Ĉ(δ′) (h + δ′) < 0.

Это означает, что последовательность ε′nj
сходится к нулю. При этом для всех |z| ≤ rnj

(δ′) выполня-

ется неравенство
∣∣Lnj

(z)
∣∣ ≤ ε′nj

exp (h(θ) |z|) .

Далее, из оценки (19) следует, что для всех |z| ≥ rnj
(δ′) будет выполняться неравенство

∣∣Lnj
(z)

∣∣ ≤ ε′′nj
exp ((h(θ) + δ) |z|) , (20)

где ε′′nj
:= 2C exp

(
− (δ − δ′′) rnj

(δ′)
)
→ 0 при j → ∞. Для всех комплексных z получим

∣∣Lnj

∣∣ ≤ εj ×
× exp ((h(θ) + δ) |z|), причем εj := max

{
ε′nj

; ε′′nj

}
→ 0 при j → ∞. Лемма доказана. ¤

Далее рассмотрим некоторые дополнения к лемме 3. Во-первых, в лемме 3 предположение
существования мажоранты C exp (h(θ) |z|) для функций fG и gF можно заменить следующим
предположением: функции fG и gF имеют конечный тип, а функцию h(θ) положить равной
max {hfG (θ), hgF (θ)} + ε, где hfG (θ), hgF (θ) — индикаторы fG и gF соответственно и ε — про-
извольное положительное число.

Во-вторых, если fG и gF имеют конечный тип, то оценку (19) можно заменить оценкой |Ln(z)| ≤
≤ 2C exp

((
ĥ(θ) + ε + δ′′

)
|z|

)
, где ĥ(θ) := max {hfG (θ);hgF (θ)}. Из этой оценки следует, что для

|z| ≥ rnj
(δ′) вместо (20) будет иметь место оценка |Lnν

| ≤ ε′′ν exp
((

ĥ(θ) + ε + δ
)
|z|

)
. В остальном,

повторяя доказательство леммы 3, приходим к заключению о справедливости следующей леммы.
Лемма 4. В условиях леммы 3 для любого ε > 0 существуют возрастающая последователь-

ность N0 = {nj} натуральных чисел и убывающая к нулю последовательность положительных

чисел {εj} такие, что для всех достаточно больших j выполнена оценка

∣∣Lnj
(z)

∣∣ ≤ εj exp
((

ĥ(θ) + ε + δ
)
|z|

)
.

В-третьих, рассмотрим случай

lim
n→∞

lnSn

µ̂ (tn)
= −∞. (21)

Лемма 5. Если нулевые множества Λ̂ и Γ̂ можно упорядочить так, что выполняется усло-

вие (21), то в условиях леммы 3 существуют возрастающая последовательность N0 = {nj}
натуральных чисел и убывающая к нулю последовательность положительных чисел {εj} та-

кие, что для любого δ > 0 и всех достаточно больших j выполнена равномерная по z оценка∣∣Lnj
(z)

∣∣ ≤ εj exp
((

ĥ(θ) + δ
)
|z|

)
.

Доказательство. Так как функция Ĉ (δ) убывает и lim
δ→0

Ĉ (δ) = +∞, то для любого k ∈ N

существует единственное решение δk ∈ (0; 1) уравнения κĈ (δ) (h + 1) = k + κĈ (1) (h + 1) . При этом
последовательность {δk} убывает, стремится к нулю и для всех k

κĈ (δk) (h + δk) = κĈ (δk) (h + 1) + κĈ (δk) (δk − 1) < κĈ (δk) (h + 1) = k + κĈ (1) (h + 1) .

В силу соотношения (21) можно считать, что для каждого j ≥ k выполнены неравенства

− lnSnj

µ̂
(
tnj

) > h′
k > κĈ (δk) (h + δk) ,

где h′
k := k +κĈ (1) (h + 1). Пусть εk > 0 и εk → 0 при k → ∞. Ссылаясь на лемму 4, заключаем, что

для любого k ∈ N существует убывающая к нулю последовательность положительных чисел {εk.j}
такая, что для всех достаточно больших j выполняется равномерная по z оценка

∣∣Lnj
(z)

∣∣ ≤ εk,j exp
((

ĥ(θ) + εk + δk

)
|z|

)
.

Осталось для любого j положить εj := εj,,j . Лемма доказана. ¤
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5. ПОДМОДУЛИ С ДВУМЯ ОБРАЗУЮЩИМИ

Пусть O(C) — кольцо целых функций одной комплексной переменной с топологией равномерной
сходимости на компактах, Oπ(C) — подкольцо O(C), состоящее из π-симметричных целых функ-
ций, т. е. из целых функций, допускающих представление в виде композиции c ◦ π, где c ∈ O(C).
Система элементов f1, . . . , fn ∈ O(C) называется независимой, если выполняется импликация: если
c1f1 + . . . + cnfn = 0 и c1, . . . , cn ∈ Oπ(C), то c1, . . . , cn = 0. Ранг множества I ⊆ O(C) — это макси-
мальное число элементов в независимых системах f1, . . . , fn ∈ I. Замкнутый подмодуль в P ранга 1
автоматически является интенсивным и насыщенным [5]. Это означает, что проверка обильности
такого подмодуля в P сводится к проверке его устойчивости.

Пусть замкнутый подмодуль I ⊆ P порожден функциями F и G . Покажем, что ранг I ра-
вен 1. Если f1, f2 ∈ I, то c1f1 + c2f2 = 0, где c1 := f2/ϕ, c2 := −f1/ϕ — целые функции. Убедим-
ся, что c1, c2 ∈ Oπ(C) на примере c1. Действительно, существуют обобщенные последовательности
rα
1 := r̂α

1 ◦ π, rα
2 := r̂α

2 ◦ π ∈ C[π] такие, что rα
1 F + rα

2 G = ϕ (rα
1 fF + rα

2 gG) → f2 в топологии
пространства P . Так как вложение P ⊆ O(C) является непрерывным, то rα

1 fF + rα
2 gG → c1 в топо-

логии пространства O(C). Это означает, что обобщенная последовательность r̂α
1 f̂ F̂ + r̂α

2 ĝĜ сходится
к некоторой целой функции ĉ1 в топологии пространства O(C). При этом c1 = ĉ1 ◦ π.

Фиксируем λ ∈ C, для которой выполняется условие: найдется z0 ∈ λ̃ := π−1(λ) такое, что
F (z0)G (z0) 6= 0. Символом A(λ) обозначим совокупность векторов a = (a1, a2) ∈ C2, для которых
a1F (z)+a2G (z) = 0 при любом z ∈ λ̃. В силу предложения 5.5 из [5] замкнутый подмодуль I является
устойчивым тогда и только тогда, когда для каждого вектора a ∈ A(λ) существуют обобщенные
последовательности rα

1 , rα
2 ∈ C[π], такие, что rα

1 |λ̃ = a1, rα
2 |λ̃ = a2 и rα

1 F + rα
2 G → 0 в топологии P .

Теорема 1. Если для некоторого δ > 0 и некоторой ограниченной тригонометрически выпуклой

2π-периодической функции h(θ), удовлетворяющей условию ĥ(θ) + δ < h(θ) + δ < HΩ(θ), нулевые

множества Λ̂ и Γ̂ можно упорядочить так, что выполнено (18), то замкнутый подмодуль I,

порождаемый функциями F и G , является обильным.

Доказательство. Зафиксируем точку z0 ∈ C такую, что F (z0)G (z0) 6= 0. Функции F (z)/F (z0),
G (z)/G (z0) порождают тот же подмодуль I, что и исходные, кроме того, они удовлетворяют усло-
виям теоремы вместе с функциями F и G . Поэтому, не ограничивая общности, можем считать, что
F (z0) = 1, G (z0) = 1. Для доказательства теоремы достаточно построить последовательности Pj ,
Qj ∈ C[π] такие, что

PjF−QjG → 0 в P и Pj(z0) = Qj(z0) = 1. (22)

Так как любой главный подмодуль в P является обильным, то существуют последовательности
pm, qm ∈ C[π] такие, что pmF → gF и qmG → fG по норме ‖ψ(z)‖ := sup

z∈C

|ψ(z)| exp (−h(θ) |z|).

Пусть N0 := {nj}, {εj} — последовательности из леммы 3. Положим P̂j(ζ) := p̂mj
(ζ)Ĝnj

(ζ),

Q̂j(ζ) := q̂mj
(ζ)F̂nj

(ζ). Здесь {kj}, {lj}, {mj} — возрастающие последовательности натуральных
чисел, p̂mj

, q̂mj
— последовательности полиномов. Покажем, как выбрать эти последовательности,

чтобы выполнялись следующие два условия:
1) последовательность L̃j(z) := P̃j(z)F (z) − Q̃j(z)G (z), где P̃j := P̂j ◦ π, Q̃j := Q̂j ◦ π, сходится к

нулю в топологии P ;

2) существуют α > 0 и j0 ∈ N, для которых при j ≥ j0 выполняется неравенство
∣∣∣P̃j(z0)

∣∣∣ ≥ α.

Пусть pmj
:= p̂mj

◦ π, qmj
:= q̂mj

◦ π. Функция L̃j(z) отличается от функции Lnj
(z) функцио-

нальными множителями g(z) и f(z), которые заменены аппроксимирующими их π-симметричными
многочленами pmj

(z) и qmj
(z) соответственно. Представим L̃j(z) в виде суммы

L̃
(1)
j (z) + L̃

(2)
j (z) + L̃

(2)
j (z),

где

L̃
(1)
j (z) :=

[
pmj

(z) − g(z)
]
Gnj

(z)F (z), L̃
(2)
j (z) := g(z)Gnj

(z)F (z) − f(z)Fnj
(z)G (z),

L̃
(3)
j (z) :=

[
f(z) − qmj

(z)
]
Fnj

(z)G (z).

L̃
(2)
j (z) совпадает с Lnj

(z). По лемме 4
∣∣∣L̃(2)

j (z)
∣∣∣ ≤ εj exp ((h(θ) + δ) |z|) для любого z ∈ C.

При фиксированном nj значение mj = m (nj) подбирается так, чтобы выполнялись неравенства
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∣∣∣L̃(1)
j (z)

∣∣∣ ≤ εj exp ((h(θ) + δ) |z|),
∣∣∣L̃(3)

j (z)
∣∣∣ ≤ εj exp ((h(θ) + δ) |z|) при всех z ∈ C. Из вышеизло-

женного следует, что для всех j верна равномерная по z ∈ C оценка
∣∣∣L̃j(z)

∣∣∣ ≤ 3εj exp ((h(θ) + δ) |z|),
и, значит, при указанном выборе mj выполняется условие 1).

Далее, p̂mj
(ζ0) Ḡnj

(ζ0) = pmj
(z0)G̃nj

(z0) → G (z0) = 1 при j → ∞. Поэтому при некоторых α > 0

и j0 ≥ j′ для всех j ≥ j0 будет выполнено неравенство
∣∣∣P̃j(z0)

∣∣∣ =
∣∣∣pmj

(z0)G̃nj
(z0)

∣∣∣ ≥ α. Это означает,

что выполняется условие 2).

Далее построим по функциям P̃j и Q̃j функции Pj , Qj ∈ C[π] такие, что выполнены соотно-
шения (22). Это можно сделать следующим образом. Положим Pj(z) = (π(z) − aj) P̃j(z), Qj(z) =

= (π(z) − aj) Q̃j(z) − Q̃j(z0)

P̃j(z0)
+ 1, где aj = ζ0 −

1

P̃j(z0)
, j ≥ j0. Тогда Pj(z0) = Qj(z0) = 1 и

Pj(z)F (z) − Qj(z)G (z) = (π(z) − aj)
(
P̃j(z)F (z) − Q̃j(z)G (z)

)
−

(
1 − Q̃j(z0)

P̃j(z0)

)
G (z).

Так как |π(z) − aν | ≤ |π(z)|+ |ζ0|+ 1
α при j ≥ j0, и P̃jF − Q̃jG → 0 в P , то первое слагаемое в правой

части равенства стремится к нулю в P . При этом в силу условий 1) и 2)

1 − Q̃j(z0)

P̃j(z0)
=

1

P̃j(z0)

(
P̃j(z0) − Q̃j(z0)

)
=

1

P̃j(z0)

(
P̃j(z0)F (z0) − Q̃j(z0)G (z0)

)
→ 0.

Значит, и второе слагаемое стремится к нулю в P . Теорема доказана. ¤

С уменьшением δ усиливаются требования на близость точек из Λ̂ и Γ̂, а возможный рост функ-
ций fG и gF приближается к экстремальному.

Теорема 2. Если для некоторого δ > 0 и некоторой ограниченной тригонометрически вы-

пуклой 2π-периодической функции h(θ), удовлетворяющей условию ĥ(θ) + δ < h(θ) + δ < HΩ(θ),

нулевые множества Λ̂ и Γ̂ можно упорядочить так, что выполнено (21), то замкнутый C[π]-

подмодуль I ⊆ P , порождаемый функциями F и G , является обильным.

Доказательство этой теоремы проводится так же, как и доказательство теоремы 1, но при оценке
функции Lnj

(z) вместо леммы 4 нужно использовать лемму 5.

6. ПРИЛОЖЕНИЕ К СПЕКТРАЛЬНОМУ СИНТЕЗУ

Пусть S1, S2 ∈ H∗, F , G — характеристические функции функционалов S1 и S2 соответственно.
Из теоремы двойственности, теоремы 1 и теоремы 2 вытекает, что справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Если целые функции F и G удовлетворяют условиям теоремы 1 или теоремы 2,

то C[π] — ядро WS1,S2
системы функционалов S1, S2 ∈ H∗ допускает спектральный синтез.

Рассмотрим примеры применения теоремы 3. Во-первых, пусть произведения F (z) = ϕ(z)f(z),

G (z) = ϕ(z)g(z) и частное
F (z)G (z)

ϕ(z)
= ϕ(z)f(z)g(z) принадлежат P. Здесь f = f̂ ◦ π, g = ĝ ◦ π и

ϕ, f̂ , ĝ — целые функции экспоненциального типа. В этом случае F (z) ≡ G(z) ≡ 1, следовательно,
Sn = 0. Все условия теоремы 2 выполнены, значит, подпространство WS1,S2

допускает спектральный
синтез.

Во-вторых, в условиях предыдущего примера предположим, что функция ϕ имеет вполне регуляр-
ный рост и ее индикатор hϕ(θ) удовлетворяет неравенству

hF (θ) + hG (θ) − hϕ(θ) < HΩ (θ) , (23)

где hF (θ) и hG (θ) — индикаторы функций F и G соответственно. В этом случае hf (θ) = hF (θ) −
− hϕ(θ), hg(θ) = hG (θ)− hϕ(θ). Из неравенства (23) следует, что функции gF и fG принадлежат P .
Таким образом, условия теоремы 2 выполнены, значит, подпространство WS1,S2

допускает спектраль-
ный синтез.

В-третьих, предположим, что образующие F и G являются π-симметричными функциями и произ-
ведение FG принадлежит P . В этом случае выполнение условий теоремы 2 следует из естественных
представлений F = f , G = g. Так что подпространство WS1,S2

допускает спектральный синтез.
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В заключение автор выражает свою признательность профессору А. Б. Шишкину за постановку
задачи и полезные консультации.
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Synthesis in the Polynomial Kernel of Two Analytic Functionals

T. A. Volkovaya

Kuban State University, Branch in Slavyansk-on-Kuban, 200, Kubanskaya str., Slavyansk-on-Kuban, 353560, Russia,

vta1987@yandex.ru

Let π be an entire function of minimal type and order ρ = 1 and let π(D) be the corresponding differential operator. Maximal

π(D)-invariant subspace of the kernel of an analytic functional is called its C[π]-kernel. C[π]-kernel of a system of analytic

functionals is called the intersection of their C[π]-kernels. The paper describes the conditions which allow synthesis of C[π]-kernels

of two analytical functionals with respect to the root elements of the differential operator π(D).

Key words: spectral synthesis, differential operator of infinite order, invariant subspaces, submodules of entire functions.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗНАЧЕНИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ,
СВЯЗАННЫЕ С ПРОСТЫМ КОНЦОМ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Е. Г. Ганенкова

Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математического анализа, Петрозаводский государственный

университет, g_ek@inbox.ru

В 1954 г. М. Хайнс (M. Heins) доказал, что если A — аналитическое множество, содержащее бесконечность, то существует

целая функция, для которой A является асимптотическим множеством. В статье получен аналог теоремы Хайнса: для

произвольной многосвязной плоской области D с изолированным граничным фрагментом, аналитического множества A,

содержащего бесконечность, и простого конца области D с носителем p построен пример аналитической в D функции,

для которой множество асимптотических значений, связанных с p, совпадает с A.

Ключевые слова: асимптотическое значение, простой конец, аналитическая функция, аналитическое множество.

Пусть D — область из C, f — определенная в D функция, z0 ∈ ∂D — достижимая граничная
точка, т. е. существует кривая, лежащая в D, кроме конца z0.

Определение 1 [1, гл. 1.6, с. 21; 2, с. 336]. Число a ∈ C называется асимптотическим значением

функции f в точке z0, если существует кривая Γa, целиком лежащая в D, кроме своего конца z0,
такая, что

lim
Γa∋z→z0

f(z) = a.

Кривая Γa называется асимптотической кривой, соответствующей асимптотическому значению a.
Множество всех асимптотических значений (асимптотическое множество) функции f в точке z0

обозначается As(f, z0).

По теореме Иверсена (F. Iversen) [1, гл. 1.6, с. 23; 3; 4, гл. 5.1, с. 224] для непостоянной це-
лой функции f асимптотическое множество As(f,∞) содержит бесконечность. Также это множество
является аналитическим (в смысле Суслина) [5], т. е. может быть представлено в виде

A =
⋃

(n1,n2,... )

{An1
∩ An1n2

∩ An1n2n3
∩ . . . },

где An1...nk
— замкнутые множества, а объединение берется по всевозможным наборам (n1, n2, . . . )

натуральных чисел (более подробную информацию об аналитических множествах можно найти, на-
пример, в [6, гл. VIII, § 32; 7, c. 135]).

В 1918 г. В. Гросс (W. Gross) [8] построил пример целой функции, множеством асимптотических
значений которой является расширенная комплексная плоскость. В 1954 г. М. Хайнс (M. Heins) [9]
доказал, что для любого аналитического множества A, ∞ ∈ A, существует целая функция, асимпто-
тическое множество которой совпадает с A.

В [10, 11] рассматривались функции более общего вида: аналитические в некоторой плоской обла-
сти произвольной связности с изолированным граничным фрагментом.

Определение 2 [12]. Область D ⊂ C имеет изолированный граничный фрагмент, если выполня-
ется одно из условий:

(I) существуют континуум K ⊂ ∂D и открытое множество U такие, что K ⊂ U и (∂D\K)∩U = Ø;

(II) существуют простая кривая Γ ⊂ ∂D с различными концами ξ, η и открытый круг B такие, что
ξ, η ∈ ∂B, Γ \ {ξ, η} ⊂ B и (∂D \ Γ) ∩ B = Ø.

(III) существует изолированная точка множества ∂D.

Если выполняется условие (I), (II) или (III), то говорят, что D имеет изолированный граничный
фрагмент I, II или III рода соответственно.

В [11] был получен следующий аналог результата М. Хайнса.
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Теорема А. Пусть D — область с изолированным граничным фрагментом F . Пусть точ-

ка z0 ∈ F . Если F — фрагмент I рода, то будем дополнительно предполагать, что z0 — дости-

жимая граничная точка, являющаяся носителем некоторого простого конца области D. Пусть

A — аналитическое множество, содержащее бесконечность. Тогда существуют аналитическая

и однолистная в D функция ϕ и целая функция Φ, для которых As(Φ ◦ ϕ, z0) = A. Если A —

бесконечное множество, то

lim
z→z0

ln ln |Φ(ϕ(z))|
ln |ϕ(z)| = ∞.

Ранее в [10] теорема А была доказана в случае A = C.

Напомним определение простого конца односвязной области. Для этого введем необходимые опре-
деления (см., например, [1, гл. 9, с. 220; 13, гл. II, § 3, c. 42; 14, гл. 2.4, с. 27]).

Определение 3. Простая кривая с концами на границе односвязной области D0, остальные точки
которой лежат в D0, называется разрезом области D0.

Определение 4. Последовательность {Cn}∞n=1 разрезов области D0 называется цепью разрезов,
если выполнены следующие условия:

1) никакие два разреза не имеют общих точек (включая и их концы);

2) разрез Cn разделяет область D0 на две подобласти, одна из которых содержит Cn−1, дру-
гая Cn+1;

3) diamCn → 0 при n → ∞.

Пусть {Cn}∞n=1 и {C ′
n}∞n=1 — некоторые цепи разрезов области D0. Через Vn (V ′

n), n = 1, 2, . . . ,
будем обозначать ту из двух компонент D0 \ Cn (D0 \ C ′

n), которая не содержит разреза C0 (C ′
0).

Определение 5. Две цепи {Cn}∞n=1 и {C ′
n}∞n=1 называются эквивалентными, если для достаточно

большого m существует такой номер n, что Vn ⊂ V ′
m и V ′

n ⊂ Vm.

Определение 6. Простым концом односвязной области D0 называется класс эквивалентных це-

пей, носитель простого конца определяется как
∞⋂

n=1
Vn.

Заметим, что носитель простого конца области D0 — множество на ∂D0, которое может быть
континуальным.

В теореме А под носителем p простого конца области D (может быть многосвязной) понимается
носитель p простого конца односвязной области D0, обладающей свойствами D ⊂ D0, ∂D0 = K —
граничная компонента области D, содержащая p.

Кроме асимптотических значений функции в точке рассматривают также асимптотические значе-
ния, связанные с подмножеством E на ∂D. Пусть D — плоская область, E ⊂ ∂D, f — определенная
в D функция.

Определение 7 [2, с. 337]. Число a ∈ C называется асимптотическим значением функции f ,
связанным с E, если существует кривая Γa ⊂ D с параметризацией υa(t), t ∈ [0; 1), dist(υa(t), E) → 0

при t → 1− такая, что

lim
dist(z,E)→0

z∈Γa

f(z) = a.

Множество всех таких значений обозначают As(f,E).

Обобщим теорему А, заменяя граничную точку z0 области D носителем некоторого простого
конца.

Теорема 1. Пусть D — область с изолированным граничным фрагментом F , p ∈ F — носитель

простого конца области D. Пусть A — аналитическое множество, содержащее бесконечность.

Тогда существуют аналитическая и однолистная в D функция ϕ и целая функция Φ такие, что

As(Φ ◦ ϕ, p) = A. Если A — бесконечное множество, то

lim
dist(z,p)→0

ln ln |Φ(ϕ(z))|
ln |ϕ(z)| = ∞.

Доказательство. Пусть D — область с изолированным граничным фрагментом F , p ∈ F —
носитель простого конца области D. Чтобы доказать теорему 1 достаточно рассмотреть случай фраг-
мента I рода. Если же F — фрагмент II или III рода, то носителем простого конца p ∈ F всегда
является точка, т. е. получаем утверждение известной теоремы А.
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Рассмотрим односвязную область D0 такую, что ∂D0 = F , D ⊂ D0. По теореме Римана су-
ществует аналитическая функция ψ, однолистная, отображающая D0 на верхнюю полуплоскость
Π = {z ∈ C : Imz > 0}. Функцию ψ подберем так, чтобы простому концу области D с носителем
p соответствовала точка 0 ∈ ∂Π. Это соответствие следует понимать так (см., например, [13, гл. II,
§ 3; 14, с. 31]): Π ∋ zn → 0 при n → ∞ тогда и только тогда, когда dist(ψ−1(zn), p) → 0 при n → ∞.

Поэтому, если γ — кривая в Π c концом в нуле и параметризацией ν(t), t ∈ [0; 1), то ψ−1(γ) — кривая
в D0, причем dist(ψ−1(ν(t)), p) → 0 при t → 1−.

Обозначим D1 = ψ(D). Тогда D1 ⊂ Π и в силу того что F — изолированный граничный фрагмент,
∂D1 \ R содержится в некотором компактном множестве из Π. Поэтому существует полукруг

{z ∈ C : |z| < ρ, Imz > 0},

целиком лежащий в D1.

Применим к D1 аналитическую функцию:

w(z) =
1

z2
.

Образом D1 под действием w(z) является область D2, содержащаяся в области H = C \ {t, t ≥ 0},
причем ∂D2 \ {t, t ≥ 0} содержится в круге {w ∈ C : |w| < 1/ρ2}.

Пусть Φ — целая функция, построенная в [9], такая, что As(Φ,∞) = A. Пусть γa — ее асимп-
тотические кривые, соответствующие a ∈ A. В [11] исследовалось местоположение кривых γa. Было
показано, что существует простая кривая l, идущая в бесконечность, и такая, что γa ∩ l = Ø для всех
a ∈ A. Обозначим G = C \ l. По теореме Римана существует аналитическая однолистная функция τ ,
отображающая H на G. Функцию τ подберем таким образом, что H ∋ wn → ∞ при n → ∞ тогда и
только тогда, когда G ∋ τ(wn) → ∞ при n → ∞. Тогда D3 = τ(D2) ⊂ G и ∂D3 \ l лежит в некотором
круге K = {τ ∈ C : |τ | < R}.

Чтобы построить искомую аналитическую и однолистную в D функцию ϕ, возьмем суперпозицию
ϕ = τ ◦ w ◦ ψ. По построению ϕ отображает D на D3 и простому концу области D (т. е. области D0)
с носителем p соответствует бесконечность. Для a ∈ A положим

Γa = ϕ−1(γa ∩ K).

Тогда

lim
dist(z,p)→0

z∈Γa

Φ(ϕ(z)) = lim
γa∋τ→∞

Φ(τ) = a,

т. е. As(Φ ◦ ϕ, p) = A.

Если A — бесконечное множество, то по теореме Л. В. Альфорса (L. V. Ahlfors) [15] (см. также
[4, с. 234]) Φ — функция бесконечного порядка. Это означает, что

lim
r→∞

ln ln max
|t|=r

|Φ(t)|

ln r
= ∞.

Следовательно, существует последовательность tn → ∞ при n → ∞, для которой

lim
n→∞

ln ln |Φ(tn)|
ln |tn|

= ∞.

Предположим, что существует ее подпоследовательность {tn} (сохраним обозначение), содержащаяся
в D3. В [11] показано, что свойство γa ∩ l = Ø, ∀ a ∈ A, выполняется не только для кривой l, но и для
некоторой другой кривой l′, идущей в бесконечность, l∩ l′ = Ø. Поэтому, если подпоследовательности
{tn} ⊂ D3 не существует, мы добьемся нужного свойства ({tn} ⊂ D3) заменой l на l′ в определении
области G.

Пусть zn = ϕ−1(tn), тогда

lim
n→∞

ln ln |Φ(ϕ(zn))|
ln |ϕ(zn)| = ∞.
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Следовательно,

lim
dist(z,p)→0

ln ln |Φ(ϕ(z))|
ln |ϕ(z)| = ∞. ¤

Следствие. Если в теореме 1 взять непустое аналитическое множество A, не обязательно

содержащее бесконечность, то можно построить мероморфную в D функцию f , обладающую

свойством As(f, p) = A. Таковой является функция

1

Φ ◦ ϕ(z)
+ a0,

где a0 ∈ A, а Φ и ϕ — функции из теоремы 1, для которых

As(Φ ◦ ϕ, p) = Ã =

{
w ∈ C : w =

1

z − a0
, z ∈ A

}
, ∞ ∈ Ã.

Пусть f — функция, аналитическая в плоской области D с изолированным граничным фрагмен-
том F . Рассмотрим множество простых концов с носителями pα ∈ F , для которых множество As(f, pα)

состоит более, чем из одной точки. Множество таких простых концов не более чем счетно. Этот факт
следует из теоремы Ф. Бейджмила (F. Bagemihl) о точках неопределенности [16] (см. также [1, гл. 4.7,
с. 118]).

В приведенной теореме 2 для заданных аналитического множества A, ∞ ∈ A и области D с
изолированным граничным фрагментом F I рода строится пример аналитической в D функции f ,
обладающей свойством As(f, pn) = An для некоторой последовательности простых концов с носите-
лями pn ∈ F , где A1 = A, а множества An, n = 2, 3, . . . , — аналитические множества, полученные
из A линейным преобразованием. Таким образом, в случае, когда A = C, получаем пример функции,
имеющей максимальное асимптотическое множество для максимального по мощности множества про-
стых концов с носителями на F. Результат, подобный теореме 2 (теорема B), был получен в [11] для
области с фрагментом II рода (носителем простого конца в этом случае всегда является точка, а в
теореме 2 pn — это, вообще говоря, континуальные множества).

Теорема B. Пусть D — область с изолированным граничным фрагментом F II рода, A — ана-

литическое множество, ∞ ∈ A. Тогда существуют аналитическая в D функция f и счетное мно-

жество точек {zn}∞n=1, принадлежащих F , такие, что As(f, zn) = An, где A1 = A, An = c1−nA+bn,

n = 2, 3, . . . , c — любая константа, обладающая свойством |c| > 1 и bn — некоторые константы.

С помощью теоремы B докажем следующую теорему.
Теорема 2. Пусть D — область с изолированным граничным фрагментом F I рода, A — анали-

тическое множество, ∞ ∈ A. Тогда существует последовательность простых концов области D

с носителями pn ∈ F и аналитическая в D функция f , обладающая свойством As(f, pn) = An,

где A1 = A, An = c1−nA + bn, n = 2, 3, . . . , c — любая константа, обладающая свойством |c| > 1,

bn — некоторые константы.

Доказательство. Рассмотрим односвязную область D0 такую, что ∂D0 = F и D ⊂ D0. Отобра-
зим ее с помощью некоторой аналитической однолистной функции g на единичный круг ∆. Тогда
D1 = g(D) ⊂ ∆ — область с изолированным граничным фрагментом II рода. Этим фрагментом яв-
ляется дуга Γ ⊂ ∂∆. По теореме B существуют последовательность wn ∈ Γ и аналитическая в D1

функция h, для которых As(h,wn) = An. По теореме о соответствии границ (см., например, [13, гл. II,
§ 3; 14, с. 30]) точкам wn ∈ Γ соответствуют простые концы области D с носителями pn ∈ F.

Пусть γa,n — кривые из D1 c концом в wn такие, что

lim
γa,n∋w→wn

h(w) = c1−na + bn, a ∈ A.

Тогда Γa,n = g−1(γa,n) — кривые в D с параметризацией νa,n(t), t ∈ [0; 1), такие, что

dist(νa,n(t), pn) →
t→1−

0.

Следовательно, для всех a ∈ A

lim
dist(z,pn)→0

z∈Γa,n

h(g(z)) = lim
γa,n∋w→wn

h(w) = c1−na + bn.

Поэтому As(h ◦ g, pn) = An, n = 1, 2, . . . , т. е. f = h ◦ g — искомая функция. ¤
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fonctions méromorphes. Helsinki : Imprimerie de la
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In 1954 M. Heins proved that for any analytic set A, containing the infinity, there exists an entire function with asymptotic set A.

In the article we prove the following analog of Heins’s theorem: for a multi-connected planar domain D with an isolated boundary

fragment, an analytic set A, ∞ ∈ A, and a prime end of D with impression p there exists an analytic in D function f such that A

is the set of asymptotic values of f connected with p.
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Рассматривается конечномерная задача о наилучшем приближении в метрике Хаусдорфа выпуклого тела шаром произ-

вольной нормы с фиксированным радиусом. Показано, что в случае, когда приближаемое тело и шар нормы являются

многогранниками, задача сводится к задаче линейного программирования. Это позволяет предложить получение при-

ближённого решения задачи через предварительную аппроксимацию приближаемого компакта и единичного шара нормы

многогранниками.

Ключевые слова: выпуклое тело, метрика Хаусдорфа, функция расстояния, аппроксимация, субдифференциал.

1. Пусть D — заданное выпуклое тело из конечномерного действительного пространства R
p,

а n(x) — некоторая норма на R
p. Рассматривается задача

φ(x, r) ≡ h(D,Bn(x, r)) → min
x∈Rp

. (1)

Здесь Bn(x, r) = {y ∈ R
p : n(x − y) 6 r} — шар радиуса r с центром в точке x,

h(A,B) = max
{

sup
a∈A

inf
b∈B

n(a − b), sup
b∈B

inf
a∈A

n(a − b)
}

— (2)

расстояние Хаусдорфа между множествами A и B, индуцированное нормой n(·).
Впервые задача о приближении выпуклого компакта евклидовым шаром в метрике Хаусдорфа,

причём произвольного радиуса, т. е. когда функция φ(x, r) минимизируется по (x, r) ∈ R
p × R+,

рассматривалась в [1]. Для случая произвольной нормы эта задача исследовалась в работе [2].
В работе [3] показано, что задача (1) своими решениями для значений радиуса r из определённых

диапазонов, выражает решения задач об описанном и вписанном шарах для D и задачи наилучшего
приближения шаром произвольного радиуса. Авторам известны и другие задачи по шаровым оцен-
кам выпуклого компакта (например, задача об асферичности [4]), на которое распространяется это
универсальное свойство задачи (1).

Важное значение имеет полученная в [2] формула, выражающая расстояние Хаусдорфа (2) между
выпуклым компактом D и шаром Bn(x, r):

h(D,Bn(x,R)) = max{R(x) − r, P (x) + r}. (3)
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Здесь функция R(x) выражает расстояние в норме n(·) от точки x до самой удалённой от неё точки
из D, т. е.

R(x) = max
y∈D

n(x − y),

а функция P (x) определяется формулой

P (x) = ρD(x) − ρΩ(x),

где Ω = Rp \ D, ρA(x) = min
y∈A

n(x − y) — расстояние от точки x до множества A в норме n(·).
Известно [5–7], что функции R(x) и ρD(x) выпуклы на R

p, а ρΩ(x) вогнута на D. Функция P (x),
введённая в [8], также является выпуклой на R

p. Эти факты позволяют считать задачу (1) зада-
чей выпуклого программирования и применять для её численного решения широкий спектр методов
оптимизации, например [6, 9], используя формулы субдифференциалов функций R(x) и P (x) (см.,
например, [2]).

Цель данной работы — показать, что в случае, когда выпуклое тело D и шар нормы n(·) являются
многогранниками, задача (1) сводится к задаче линейного программирования. Этот факт может быть
положен в основу подхода к получению приближённого решения задачи (1) через предварительную
аппроксимацию компакта D и единичного шара нормы n(·) многогранниками. Отметим, что данный
приём уже применялся для других задач по шаровым оценкам выпуклого компакта, например, [4, 10].

В работе будут использованы следующие обозначения:

A, intA, coA — замыкание, внутренность, выпуклая оболочка множества A;

〈x, y〉 — скалярное произведение элементов x и y;
K(x,A) — конус возможных направлений множества A в точке x;

K+ — сопряжённый конус к конусу K;

K(A) — коническая оболочка множества A;
∂f(x) — субдифференциал выпуклой функции в точке x;

n∗(x) — полярная норма по отношению к норме n(·);
0p = (0, 0, . . . , 0) ∈ R

p, A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

2. Если шар нормы n(·) является многогранником, норма представима в виде

n(x) = max
i=1,m

|〈Bi, x〉|. (4)

При этом вектора {±Bi : i = 1,m} — это нормали к граням многогранников, являющихся шарами.
Естественно считать {±Bi : i = 1,m} угловыми точками множества M = co {±Bi : i = 1,m} и
0p ∈ int M . Очевидно, полярная норма n∗(v) = max

n(x)61
〈v, x〉 является функцией Минковского множе-

ства M .

Для нормы (4) легко получается представление функции R(x) в виде максимума от аффинных
функций:

R(x) = max
i=1,m

max{〈Bi, x〉 − bi1 , bi2 − 〈Bi, x〉}, (5)

где bi1 = min
y∈D

〈Bi, y〉, bi2 = max
y∈D

〈Bi, y〉.
Пусть также выпуклое тело D является многогранником, заданным в виде

D = {y ∈ R
p : 〈Aj , y〉 6 aj , j = 1, l}, (6)

где Aj ∈ R
p, aj ∈ R. Предполагается, что 0p ∈ int co {Aj : j = 1, l}, а также без потери общности

n∗(Aj) = 1, j = 1, l. Очевидно, для точки x ∈ D справедливо

ρΩ(x) = min
j=1, l

ρωj
(x), (7)

где ωj = {y ∈ R
p : 〈Aj , y〉−aj = 0}, j = 1, l, — гиперплоскости, образующие грани многогранника D.

Известно, что

ρωj(x) =
〈Aj , y〉 − aj

n∗(Aj)
. (8)
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Поэтому из (6)–(8), учитывая n∗(Aj) = 1, получаем:

ρΩ(x) = min
j=1, l

{aj − 〈Aj , x〉}, ∀ x ∈ D. (9)

3. Теперь, как и для функции R(x) (см. (5)), получим представление функции P (x) в виде мак-
симума от аффинных функций. Обозначим G(α) = {x ∈ R

p : ρD(x) 6 α}. Нетрудно доказать, что
справедлива

Лемма 1. Если α > 0, то

G(α) = D + Bn(0p, α). (10)

Поскольку множества D и Bn(0p, α) являются многогранниками, то из леммы 1 вытекает, что и
множество G(α) также является многогранником. Предположим, что нам известно его представление
в виде

G(α) = {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 6 dj(α), j = 1, k}, (11)

где Cj ∈ R
p, dj(α) ∈ R, n∗(Cj) = 1 и все гиперплоскости

{y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = dj(α), j = 1, k}

являются опорными к G(α).
Замечание 1. Нетрудно видеть, что набор нормалей {Cj : j = 1, k} к граням многогранника G(α)

можно считать инвариантными относительно значений α > 0. Как следует из (4), (6) и (10), в этот
набор входят {Aj : j = 1, l} и {Bi : i = 1,m}, но при этом, как показывают простые примеры, могут
содержаться и другие элементы. Вопрос практического получения набора {Cj : j = 1, k} обсудим
в § 4.

Лемма 2. Для точек x /∈ D справедлива формула

ρD(x) = max
j=1,k

{〈Cj , x〉 − cj}, (12)

где cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.
Доказательство. Гиперплоскости

πj ≡ {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = cj}, j = 1, k

являются опорными для тела D, причём

D ⊂ π+
j ≡ {y ∈ R

p : 〈Cj , y〉 6 cj}, j = 1, k.

Поэтому имеют место неравенства

ρD(x) > ρπ+
j
(x), j = 1, k. (13)

Поскольку n∗(Cj) = 1, то, учитывая формулу (8) расстояния от точки до гиперплоскости, получаем:

ρπ+
j
(x) = max{0, 〈Cj , x〉 − cj}. (14)

Из (13) и (14) следует
ρD(x) > max

j=1,k
{〈Cj , x〉 − cj}. (15)

Точка x /∈ D является граничной для множества G(α) при α = ρD(x), а значит, ввиду представ-
ления G(α) в виде (11),

J(x) ≡ {j ∈ [1 : k] : 〈Cj , x〉 = dj(α)} 6= Ø.

Покажем, что для произвольного индекса j0 ∈ J(x) выполняется

ρD(x) = ρπ+
j0

(x). (16)

Предположим противное, т. е. учитывая (13),

ρD(x) > ρ+
πj0

(x). (17)

Математика 269



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 3

Пусть точка y0 принадлежит проекции точки x на гиперплоскость πj0 :

〈Cj0 , y0〉 = cj0 , n(x − y0) = ρπj0
(x). (18)

Гиперплоскость πj0 является опорной к D, а гиперплоскость {y ∈ R
p : 〈Cj0 , 〉 = dj0(α)}, содержащая

точку x, является опорной к G(α). Поэтому из (10), (11) следует D ⊂ intG(α), а следовательно,

〈Cj0 , x〉 > 〈Cj0 , y0〉, (19)

ρπ+
j0

(x) = ρπj0
(x) = 〈Cj0 , x〉 − cj0 . (20)

Пусть точка z ∈ πj0

⋂
D. Рассмотрим точку

z∗ = z +
ρD(x)

n(x − y0)
(x − y0) ∈ D + Bn(0p, α). (21)

Поскольку точки z и y0 содержатся в πj0 , то 〈Cj0 , z〉 = 〈Cj0 , y0〉. Учитывая также 〈Cj0 , x〉 = dj0(α),
из (17)–(21) получаем:

〈Cj0 , z∗〉 = 〈Cj0 , z〉 +
ρD(x)

n(x − y0)
〈Cj0 , x − y0〉 = (

ρD(x)

n(x − y0)
− 1)〈Cj0 , x − y0〉 + dj0(α) > dj0(α).

Это противоречит тому, что z∗ ∈ D +Bn(0p, α) ввиду (10), (11). Тем самым мы доказали справед-
ливость равенства (16). А тогда ввиду (20) имеем:

ρD(x) = 〈Cj0 , x〉 − cj0 . (22)

Из (15) и (22) получаем (12). Лемма доказана.

Теорема 1. Для любого x ∈ R
p справедлива формула

P (x) = max
j=1,k

{〈Cj , x〉 − cj}, (23)

где {Cj j = 1, k} — нормали к граням многогранника G(α) в представлении (11), причём n∗(Cj) = 1,

а cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.

Доказательство. Гиперплоскости πj = {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = cj}, j = 1, k, являются опорными к D.

Поэтому расстояние от точки x ∈ D до любой из них не меньше чем до множества Ω = Rp \ D. Таким
образом, имеем:

ρΩ(x) 6 min
j=1,k

ρπj
(x) = min

j=1,k
{cj − 〈Cj , x〉}, x ∈ D. (24)

Как указывалось в замечании 1, набор {Aj : j = 1, l} входит в набор нормалей {Cj : j = 1, k}.
Поэтому и опорные гиперплоскости ωj = {y ∈ R

p : 〈Aj , y〉 = aj}, j = 1, l к многограннику D (см. (6))
входят в набор {πj : j = 1, k}. А тогда из (9) и (24) следует

ρΩ(x) = min
j=1,k

{cj − 〈Cj , x〉}, ∀ x ∈ D. (25)

Теперь из (12) и (25) для функции P (x) = ρD(x)−ρΩ(x) получаем формулу (23). Теорема доказана.

4. Рассмотрим вопрос практического отыскания набора нормалей {Cj : j = 1, k} через заданные
наборы нормалей {Aj : j = 1, l} в (6) и {Bj : j = 1,m} в (4).

Известна [7] формула субдифференциала функции ρD(x) для точки x /∈ D:

∂ρD(x) = ∂n(x − z)
⋂

−K+(z, D), (26)

где z — любая точка из Qρ(x, D) = {y ∈ D : n(x−y) = ρD(x)}. Исходя из задания тела D в виде (6),
нетрудно получить формулу [6, гл. 2, § 6]

−K+(z, D) = K(co{Aj : j ∈ I(z)}). (27)
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Здесь I(z) = {j ∈ [1 : l] : 〈Aj , z〉 = aj}. Известна также формула субдифференциала нормы [5]:

∂n(x) =

{
{v ∈ R

p : n∗(v) 6 1}, если x = 0p,

{v ∈ R
p : n∗(v) = 1, 〈v, x〉 = n(x)}, если x 6= 0p.

(28)

Из формы (4) представления нормы n(·) вытекает, что многогранник M = co {±Bi : i = 1,m} яв-
ляется единичным шаром полярной нормы, т. е. M = {v ∈ R

p : n∗(v) 6 1}. Поэтому в силу (28)
возможными значениями для ∂n(x) при x 6= 0p являются вершины и грани многогранника M размер-
ности от 1 до p. Таким образом, пересечение многогранника ∂n(x − z) с многогранным конусом (27)
также является многогранником.

С другой стороны, с соответствии с субдифференциальным исчислением (см. например, [6, гл. 1,
§ 5]) из (12) следует

∂ρD(x) = co {Cj : j ∈ Jρ(x)}, x /∈ D, (29)

где Jρ(x) = {j ∈ [1 : k] : ρD(x) = 〈Cj , x〉 − cj}. Это означает, что вектора {Cj : j = 1, k} является
вершинами для многогранников ∂ρD(x) в различных точках x /∈ D. Таким образом, сравнение (26)
и (29) говорит о том, что для отыскания набора нормалей {Cj : j = 1, k} достаточно найти вер-
шины многогранников вида ∂n(x − z)

⋂
K(co {Aj : j ∈ I(z)}), которых в силу конечности наборов

{Aj : j = 1, l} и {Bj : j = 1,m} также конечное число.

5. Формулы (3), (5) и (23) позволяют записать задачу (1) в виде

φ(x, r) = max
j=1,k
i=1,m

{〈Bi, x〉 − bi1 − r, bi2 − 〈Bi, x〉 − r, 〈Cj , x〉 − cj + r} → min
x∈Rp

, (30)

где bi1 = min
y∈D

〈Bi, y〉, bi2 = max
y∈D

〈Bi, y〉, cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.

Известным приёмом (см., например, [11]) это задача сводится к задаче линейного программирова-
ния.

Теорема 2. Задача (30) эквивалентна задаче





z → min

〈Bi, x〉 − bi1 − r 6 z, i = 1,m,

bi2 − 〈Bi, x〉 − r 6 z, i = 1,m,

〈Cj , x〉 − cj + r 6 z, j = 1, k.

(31)

При этом, если x∗ — одно из решений задачи (30), то x̂∗ = (x∗, z∗) ∈ R
p+1, где z∗ = φ(x∗, r), одно

из решений (31). И наоборот, если x̂∗ = (x∗, z∗) — одно из решений задачи (31), то x∗ — одно из

решений задачи (30), а z∗ = φ(x∗, r) — оптимальное значение целевой функции φ(x, r).

В итоге мы можем предложить следующий подход к получению приближённого решения за-
дачи (1). Следует аппроксимировать выпуклое тело многогранником, представив его в виде (6), а
также аппроксимировать единичный шар нормы n(·), представив его в виде Bn(0p, 1) = {x ∈ R

p :

〈±Bi, x〉 6 1, i = 1,m}.
Отметим, наличие широкого спектра методов полиэдральной аппроксимации выпуклых тел (см.

например, обзор [12]). После этого остаётся решить задачу линейного программирования вида (31).
Конечно, при этом возникает вопрос об устойчивости решения задачи (1) и его чувствительности к
погрешности приближения тела D и единичного шара нормы многогранниками.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 13-01-00238, 13-01-00175).
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В статье рассматривается дифференциальный оператор Штурма – Лиувилля с потенциалом, имеющим конечное число точек

разрыва первого рода. Конечной целью является численное восстановление потенциала такого вида. Основной результат

представленной статьи — доказанная теорема и процедура, указывающие способ получения характеристик разрыва из

начальных данных. Далее, используя полученные сведения о разрывах в ранее известных алгоритмах численного решения

данной обратной задачи, например, в обобщенной итерационной схеме Ранделла – Сакса, приходим к улучшению точности

восстановления потенциала на всем отрезке.

Ключевые слова: оператор Штурма – Лиувилля, обратная задача, разрывный потенциал, численное решение.

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа посвящена численному решению обратной задачи для оператора Штурма–Лиу-
вилля с разрывным потенциалом.

Решение обратной задачи заключается в восстановлении потенциала по некоторым спектральным
характеристикам. Данные задачи играют фундаментальную роль в различных разделах математики,
имеют множество приложений в физике и в других областях естественных наук. Наиболее полные
результаты в спектральной теории дифференциальных операторов получены для оператора Штурма–
Лиувилля.

Теоретическая сторона вопроса решения обраной задачи для данного оператора достаточно хорошо
изучена [1, 2]. Получены теоремы единственности восстановления дифференциального уравнения по
спектральным данным, известны различные методы восстановления потенциала: метод Гельфанда –
Левитана, метод спектральных отображений, метод эталонных моделей, метод Борга.

Однако с точки зрения численной реализации приведенные выше методы решения обратных за-
дач не являются эффективными. Как следствие, стали появляться работы, посвященные численным
аспектам решения обратных задач для оператора Штурма–Лиувилля [3–5].

Численные методы восстановления потенциала в случае его непрерывности показывают хорошие
результаты. В противном случае их использование приводит к ухудшению точности на всем отрезке.
Рафлер (M. Rafler) и Бёкманн (C. Böckmann) в своей работе [4] предложили использовать обобщен-
ную схему Ранделла –Сакса [5], которая в случае наличия информации о характеристиках разрыва
использует адаптированный под эти данные модельный потенциал, что приводит к улучшению точно-
сти восстановления потенциала. Однако возникает вопрос о том, где взять необходимую априорную
информацию о разрывах. Основной целью настоящей работы как раз и является описание процедуры,
позволяющей найти характеристики разрывов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ НАХОЖДЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ РАЗРЫВА

Рассмотрим на отрезке [0, π] дифференциальное уравнение Штурма–Лиувилля:

−y′′ + q(x)y = λy. (1)

Пусть (µn)n>1, (νn)n>0 — спектры краевых задач для уравнения Штурма–Лиувилля с граничны-
ми условиями y(0) = y(π) = 0 и y(0) = y′(π) = 0 соответственно. По теореме Борга [6] задание двух
этих множеств определяет q(x) единственным образом.

Предположим, потенциал q(x) представим в виде

q(x) = q1(x) +
∑

aj<x

hj , (2)

где q1(x) ∈ AC[0, π].
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Определим вспомогательное множество собственных значений (λn)n>1:

λ2n+1 = νn, n > 0,

λ2n = µn, n > 1.

Если продолжить потенциал q(x) с [0, π] на [0, 2π] следующим образом

q(2π − x) = q(x), x ∈ [0, π],

то ясно, что (λn)n>1 является спектром задачи Дирихле уравнения (1) на отрезке [0, 2π].
Как известно, асимптотические формулы для (λn)n>1 имеют следующий вид [6]:

λn =
(n

2

)2

+ A + cn,

где A =
1

2π

2π∫
0

q(x) dx, cn = o(1), n → ∞.

Так как нам даны (λn)n>1, значение A может быть получено по формуле

A = lim
n→∞

bn = lim
N→∞

2N∑

n=N

bn

N + 1
,

где bn = λn − (n/2)2 известны для любого n.
Определим следующую функцию:

pN (x) := − 2πi

N + 1

2N∑

n=N

cnneinx,

где cn = λn − (n/2)
2 − A — данные, полученные из собственных значений.

Далее будет доказано, что при стремлении числа собственных значений к бесконечности значение
функции |pN (x)| во всех точках, не совпадающих с точками разрыва, стремится к нулю. Однако на
практике мы можем использовать лишь конечное число точек спектра, в силу чего у функции |pN (x)|
при любом конечном N имеются дополнительные локальные максимумы, возникает так называемый
эффект боковых лепестков. Очевидно, это приводит к затруднениям в обнаружении разрывов в случае,
когда их несколько. Для устранения данной проблемы необходимо подавить боковые лепестки.

Запишем функцию pN (x) в виде

pN (x) = − 2πi

N + 1

∞∑

n=−∞

wn,Ncnneinx,

где wn,N — «оконная функция» [7], в нашем случае — прямоугольная, т. е. wn,N = 1 при N 6 n 6 2N

и wn,N = 0 в противном случае. Проводя аналогию с наблюдением за спектром ограниченного во
времени сигнала [7], делаем следующий вывод: чтобы подавить боковые лепестки, нужно изменить
«оконную функцию» wn,N , а именно сделать ее более гладкой.

Окончательно получаем следующую конструкцию:

pN (x) = − 2πi

N + 1

2N∑

n=N

wn,Ncnneinx

βN
, (3)

где βN =
1

N + 1

2N∑
n=N

wn,N — коэффициент ослабления [7].

Теорема 1. Пусть pN (x) — функция, определенная в (3), где последовательность wn,N удовле-

творяет следующим условиям:

1)
1

N

2N∑
n=N

wn,N · einx → 0 равномерно на [−π, π] \ (−δ, δ) для любого δ > 0;

2) C1 < |βN | < C2, где C1, C2 — некоторые положительные константы.
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Тогда

lim
N→∞

pN (aj) = hj , lim
N→∞

pN (x) = 0, x 6= aj ,

где сходимость является равномерной на любом множестве вида [0, π] \
m⋃

j=1

(aj − δ, aj + δ), δ > 0.

Доказательство. Известно [8], что

λn =
(n

2

)2

+
1

2π

2π∫

0

q(x)[1 − cos(nx)] dx + o

(
1

n

)
, n → ∞.

Используя представление (2) для потенциала, получаем:

λn =
(n

2

)2

+
1

π

a2∫

a1

h1[1 − cos(nx)] dx + . . . +
1

π

am∫

am−1

[h1 + . . . + hm−1][1 − cos(nx)] dx+

+
1

π

π∫

am

[h1 + . . . + hm][1 − cos(nx)] dx +
1

π

π∫

0

q1(x)[1 − cos(nx)] dx + o

(
1

n

)
=

=
(n

2

)2

+
h1(a2 − a1)

π
+ . . . +

(h1 + . . . + hm−1)(am − am−1)

π
+

+
(h1 + . . . + hm)(π − am)

π
+

1

π

π∫

0

q1(x) dx−

−h1 · [sin(na2) − sin(na1)]

πn
− . . . − (h1 + . . . + hm−1) · [sin(nam) − sin(nam−1)]

πn
+

+
(h1 + . . . + hm) · sin(nam)

πn
− 1

π

π∫

0

q1(x) cos(nx) dx + o

(
1

n

)
, n → ∞.

Тогда

cn = −h1 · [sin(na2) − sin(na1)]

πn
− . . . − (h1 + . . . + hm−1) · [sin(nam) − sin(nam−1)]

πn
+

+
(h1 + . . . + hm) · sin(nam)

πn
− 1

π

π∫

0

q1(x) cos(nx) dx + o

(
1

n

)
.

Рассмотрим

− 2πi

βN · (N + 1)

2N∑

n=N

[−h1 · [sin(na2) − sin(na1)]

πn
− . . .−

− (h1 + . . . + hm−1) · [sin(nam) − sin(nam−1)]

πn
+

(h1 + . . . + hm) · sin(nam)

πn
]wn,Nneinx =

=
h1

βN · (N + 1)

[
2N∑

n=N

wn,N · ein(x−a1) −
2N∑

n=N

wn,N · ein(x+a1)

]
+ . . . +

+
hm

βN · (N + 1)

[
2N∑

n=N

wn,N · ein(x−am) −
2N∑

n=N

wn,N · ein(x+am)

]
.

Тогда функция pN (x) имеет вид:

pN (x) = p∗N (x) + h1N (x) + h2N (x),

где

p∗N (x) =
m∑

j=1

hj

βN · (N + 1)

[
2N∑

n=N

wn,N · ein(x−aj) −
2N∑

n=N

wn,N · ein(x+aj)

]
,
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h1N (x) =
2i

βN · (N + 1)

2N∑

n=N

π∫

0

q1(y) cos(ny)dy · wn,N · n · einx,

h2N (x) =
2πi

βN · (N + 1)

2N∑

n=N

εn · wn,N · n · einx,

εn удовлетворяют условию lim
n→∞

n · εn = 0.

Рассмотрим каждое из трех получившихся слагаемых.
1. В силу условий 1) и 2) для последовательности wn,N : при N → ∞ функция p∗N (x) имеет

ненулевые слагаемые только в точках x = aj :

p∗N (aj) =
hj

N + 1

2N∑

n=N

wn,N

βN
, где βN =

1

N + 1

2N∑

n=N

wn,N .

Получаем:

lim
N→∞

p∗N (aj) = hj ,

lim
N→∞

p∗N (x) = 0, x 6= aj , j = 1, . . . ,m.

2. Учитывая, что q1(x) ∈ AC[0, π], и используя теорему Римана –Лебега, получаем

|h1N (x)| =

∣∣∣∣∣∣
2i

βN · (N + 1)

2N∑

n=N

wn,N · n ·
π∫

0

q1(y) cos(ny)dy · einx

∣∣∣∣∣∣
6

6
C

N
·

2N∑

n=N

|n · sinny

n
q1(y)|π0 − n · 1

n
·

π∫

0

sin ny · q′1(y)dy| =

=
C

N
·

2N∑

n=N

|
π∫

0

sinny · q′1(y)dy| = o(1), N → ∞,

где C = 2C2/C1.
Следовательно, h1N (x) = o(1), N → ∞.
3. Далее,

|h2N (x)| =

∣∣∣∣∣
2πi

βN · (N + 1)

2N∑

n=N

εn · wn,N · n · einx

∣∣∣∣∣ 6
C

N
·

2N∑

n=N

|n · εn| 6 C · 2N − N

N
· N · max

N6n62N
|εn|,

где C = 2πC2/C1.
Тогда lim

N→∞
C · N · max

N6n62N
|εn| = 0. Получаем, что h2N (x) = o(1), N → ∞.

Из пп. 1–3 заключаем, что теорема 1 доказана. ¤

Следствие 1. Пусть известно, что a1 ∈ [A1, B1] , . . . , am ∈ [Am, Bm], где Ak, Bk — некоторые

числа, удовлетворяющие неравенствам 0 < A1 < B1 < A2 < B2 < . . . < Am < Bm < π. Для

всех δ > 0 существует N(δ) = Nδ такое, что: если N > Nδ и x∗ является точкой глобального

максимума функции |pN (x)| на [Aj , Bj ], то x∗ ∈ (aj − δ, aj + δ).

2. ПРОЦЕДУРА НАХОЖДЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК РАЗРЫВОВ И ВОССТАНОВЛЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА

Пусть даны (µn)n>1, (νn)n>0, [A1, B1], . . . , [Am, Bm]. Известно, что потенциал q(x) имеет вид (2).
Требуется восстановить потенциал q(x).

Алгоритм 1.

1. Определяем (λn)n>1 следующим образом:

λ2n+1 = νn, n > 0,

λ2n = µn, n > 1.
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2. Вычисляем A, используя формулу A = lim
N→∞

2N∑
n=N

bn/(N + 1), где bn = λn − (n/2)
2
.

3. Находим cn = λn − (n/2)2 − A.
4. Конструируем функцию pN (x) по формуле (3).
5. На каждом отрезке [Aj , Bj ] приближенно находим точку разрыва aj , j = 1, . . . ,m как глобаль-

ный максимум функции |pN (x)| на этом интервале.
6. Для каждого скачка приближенно находим его высоту hj , j = 1, . . . ,m, как hj = pN (aj).

7. Применяем обобщенный итерационный алгоритм Ранделла –Сакса, где в качестве модельного
потенциала берется q̃ =

∑
aj<x

hj + C, C выбирается таким образом, чтобы выполнялось условие

π∫

0

q̃(x) dx =

π∫

0

q(x) dx.

3. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

Рассмотрим потенциал следующего вида:

q(x) =

{
x(π − x) + 3, 0 6 x 6 1,

x(π − x), 1 < x 6 π.
(4)

На рис. 1 представлена функция |pN (x)| при
N = 22. Здесь и далее в данном параграфе в

качестве wn,N была взята последовательность

вида wn,N = 0.54 + 0.46 · cos

(
2π(n − 1.5N)

N + 1

)
.

Легко проверить, что она удовлетворяет усло-

виям, указанным в теореме 1.

Видно, что глобальный максимум |pN (x)|
характеризует разрыв потенциала (4). Отсюда

приближенно находим точку разрыва a1 = 2.007

и высоту скачка h1 = 2.989.

Рис. 2 демонстрирует восстановленный по-

тенциал (4). Для восстановления используется

0 1 2 30.5 1.5 2.5 3.5
0

1

2

2.5

1.5

0.5

3

Рис. 1. График функции |pN (x)| при N = 22 в случае

потенциала (4)

обобщенная итерационная схема Ранделла –Сакса: а — с модельным потенциалом, не учитываю-

щим знания о параметрах разрыва; б — с модельным потенциалом, адаптированным под найденные

свойства.

0 0.5 1 2 31.5 2.5 3.5
1

0

1
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1

2

0 0.5 1 2 31.5 2.5 3.5
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4
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6

1

2

а б

Рис. 2. Восстановленный потенциал (4) с помощью алгоритма Ранделла –Сакса (1 — восстановленный потен-

циал; 2 — точная функция): а — с модельным потенциалом q̃ = 1
π

π∫
0

q(x) dx, б) — с модельным потенциалом,

адаптированным под найденные характеристики разрыва: a1 = 2.007, h1 = 2.989
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Сведения об абсолютных и относительных погрешностях приведены в следующей таблице.

Абсолютные и относительные погрешности

L2 L∞

График Абсолютная Относительная Абсолютная Относительная

погрешность погрешность погрешность погрешность

Рис. 2, а 0.45866 0.08927 1.37606 0.26923

Рис. 2, б 0.05212 0.01014 0.16371 0.03203

Теперь обратимся к случаю, когда потенциал q(x) имеет несколько точек разрыва первого рода.
Рассмотрим

q(x) =





x(π − x) + 2, 0 6 x 6 0.7,

x(π − x), 0.7 < x 6 1.5,

x(π − x) + 0.5, 1.5 < x 6 π.

(5)

Для потенциала (5) функция |pN (x)| имеет вид, указанный на рис. 3.
А для потенциала

q(x) =





x(π − x) + 1, 0 6 x 6 0.65,

x(π − x), 0.65 < x 6 1.5,

x(π − x) + 2, 1.5 < x 6 2.3,

x(π − x) + 3, 2.3 < x 6 π.

(6)

функция |pN (x)| представлена на рис. 4.
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Рис. 3. График функции |pN (x)| при N = 26 в случае Рис. 4. График функции |pN (x)| при N = 27 в случае

потенциала (5) потенциала (6)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе впервые был представлен теоретически обоснованный метод отыскания парамет-
ров разрыва искомого потенциала по спектральным характеристикам, а также приведен численный
алгоритм отыскания этих параметров. Полученные сведения дают возможность применения обобщен-
ной итерационной схемы Ранделла –Сакса и других алгоритмов для получения более точного чис-
ленного решения обратной спектральной задачи на отрезке в случае оператора Штурма–Лиувилля с
потенциалом, имеющим конечное число точек разрыва первого рода.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-01-31042).
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ОБ ОПЕРАТОРЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
НА КОМПАКТНЫХ НУЛЬ-МЕРНЫХ ГРУППАХ

Ю. С. Крусс

Аспирант кафедры математического анализа, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

KrussUS@gmail.com

Для одномерного случая указаны условия, при которых оператор дифференцирования не зависит от ортонормированной

системы, с помощью которой определен. Для многомерного случая указаны условия, при которых оператор дифферен-

цирования не зависит от способа преобразования многомерной компактной нуль-мерной группы в одномерную. Получен

явный вид аннуляторов в многомерной компактной нуль-мерной группе.

Ключевые слова: нуль-мерные группы, псевдодифференциальный оператор, сильная P-ичная производная, сильный

P-ичный интеграл.
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ВВЕДЕНИЕ

P. L. Butzer и H. J. Wagner [1] ввели понятие сильной двоичной производной D(f) для функций,
интегрируемых на двоичной группе Кантора. Б. И. Голубов [2] обобщил это определение на случай
функций, интегрируемых на R

+ или (что то же самое) на локально компактной двоичной группе, и
определил как производную, так и обобщенный сильный интеграл. С. С. Волосивец [3] определил
на R

+ модифицированную сильную P-ичную производную и модифицированный сильный P-ичный
интеграл.

Понятия модифицированной сильной P-ичной производной и модифицированного силь-
ного P-ичного интеграла тесно связаны с понятием псевдодифференциального оператора
Dϕ(f, x) = (ϕ(χ)f̂(χ))∨(x), определяемого символом ϕ. Выбирая подходящим образом символ ϕ,
можно получить как модифицированную сильную P-ичную производную, так и модифицированный
сильный P-ичный интеграл. На этом пути сразу получаем, что композиция операторов дифферен-
цирования и интегрирования в любом порядке дает тождественный оператор. На компактной группе
оператор дифференцирования умножает ряд Фурье по системе характеров дифференцируемой функ-
ции на некоторую последовательность (символ). В 2002 г. С. В. Козырев обнаружил, что система
Хаара представляет собой собственные функции псевдодифференциального оператора, определенного
в поле p-адических чисел [4]. Поэтому возникает вопрос: как действует оператор дифференцирова-
ния на ряд Фурье –Хаара? В предлагаемой работе найдены условия на символ, при которых результат
дифференцирования не зависит от выбранной нами системы (теорема 3).

В многомерном случае стоит несколько иная задача. Многомерную группу можно преобразовать
в одномерную разными способами [5–6], получая при этом различные основные цепочки подгрупп.
В связи с чем возникает вопрос: при каких условиях оператор дифференцирования не зависит от
того, какой способ преобразования многомерной группы в одномерную мы используем? Ответ на
этот вопрос дается в теореме 5. Для доказательства этой теоремы найдено явное представление
аннуляторов основной цепочки произведения групп G (теорема 4).

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть (G, +̇) — компактная аддитивная топологическая группа, топология в которой задана счет-
ной системой вложенных подгрупп:

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . , (1)

таких, что
∞⋂

n=0
Gn = {0} (0 — нулевой элемент группы G). Таким образом, базу топологии в G образу-

ют смежные классы
(
Gn+̇h

)
(n ∈ N0 = N∪ {0}, h ∈ G), из которых любые два либо не пересекаются,

либо один включается в другой. Такую группу называют нуль-мерной. Из компактности G следует,
что все фактор-группы Gn\Gn+1 конечны. Обозначим через pn порядок такой фактор-группы. Можно
считать, что все pn — простые числа, так как, в противном случае, используя теорему Силова, мож-
но уплотнить цепочку подгрупп так, что порядки фактор-групп Gn\Gn+1 станут простыми числами.
Обозначим m0 = 1, mn+1 = mnpn. Тогда при каждом n ∈ N группа G есть дизъюнктное объеди-
нение mn смежных классов Gn+̇hi, (i = 0,mn − 1). Все смежные классы в объединении с пустым
множеством образуют полукольцо K. На K можно ввести меру µ равенством µ(Gn+̇hi) = µGn =

= 1/mn. После этого меру µ можно продолжить на σ-алгебру µ∗ измеримых множеств, например, по
схеме Каратеодори. Получим меру, инвариантную относительно сдвига. На борелевских множествах
она совпадает с мерой Хаара.

На G можно определить интеграл по схеме Лебега, который инвариантен относительно сдвига
и является абсолютно сходящимся. Характеры группы G будем обозначать через χ, а группу всех
характеров — через X. Совокупность характеров χ таких, что χ(x) = 1 для любого x ∈ Gn, называют
аннулятором группы Gn и обозачают G⊥

n . Аннуляторы образуют возрастающую цепочку подгрупп
группы X:

{1} = G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ G⊥
2 ⊂ . . . ⊂ G⊥

n ⊂ . . . ,
∞⋃

n=0

G⊥
n = X.
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Фактор-группы G⊥
n+1\G⊥

n конечны и имеют порядок pn. При каждом n ∈ N0 выберем элемент
gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем. Каждый элемент x ∈ G0 однозначно представим в виде

x =

∞∑

n=0

angn(an = 0, pn − 1),

где сходимость понимается в смысле топологии, порожденной цепочной подгрупп (1). При каждом
n ∈ N0 выберем характер rn ∈ G⊥

n+1\G⊥
n и зафиксируем. Функции rn называются функциями Раде-

махера. Тогда характер χ ∈ X однозначно представим в виде

χ =

∞∏

n=0

(rn)αn(αn = 0, pn − 1), (2)

причем в произведении (2) лишь конечное число αn отлично от нуля, т. е.

χ =
M∏

n=0

(rn)αn , (3)

число M определяется характером χ. В группе характеров можно ввести нумерацию следующим
образом: если χ представлен в виде (3), то поставим ему в соответствие число

n =

M∑

k=0

αkmk

и соответствующий характер будем обозначать через χn.
Определим на группе G систему функций Хаара следующим образом [7]. Положим H0(x) ≡ 1,

Hjms+k =
√

(ms)r
j
s(x−̇q)1Gs

(x−̇q), где j = 1, ps − 1, s = 0, 1, . . ., k = 0,ms − 1, k и q связаны
соотношением k = a0m0 + a1m1 + . . . + as−1ms−1, q = a0g0+̇a1g1+̇ . . . +̇as−1gs−1, an = 0, pn − 1 .

Определение 1 [3]. Пусть функция f : G → C, Tn(γ, x) =
n−1∑
k=0

γkχk(x), γ = (γi)
∞
i=0, γi ∈ R. Если

для функции f ∈ L1(G) существует функция g : G → C из L1(G) такая, что

lim
n→∞

|| (Tn(γ, ·) ∗ f) (x) − g(x)||L1
= 0, (4)

то g называется сильной производной функции f по системе характеров относительно последо-

вательности (γi)
∞
i=0 и обозначается g = Dχ

γ f .
Определение 2. Пусть функция f : G → C, Kn(f) =

∫
G

f(t)Kn(γ, x, t)dt, Kn(γ, x, t) = γ0 +

+
n∑

s=0

ps−1∑
j=1

ms−1∑
k=0

γjms+kHjms+k(x)Hjms+k(t), γ = (γi)
∞
i=0, γi ∈ R. Если для функции f ∈ L1(G) суще-

ствует функция g : G → C из L1(G) такая, что

lim
n→∞

||Kn(f) − g(x)||L1
= 0, (5)

то g называется сильной производной функции f по системе Хаара относительно последователь-

ности (γi)
∞
i=0 и обозначается g = DH

γ f .
Замечание 1. В определениях 1 и 2 оператор, который функции f ставит в соответствие ее силь-

ную производную g, обычно называют псевдодифференциальным опрератором, а последовательность
γ = (γi)

∞
i=0 — символом.

Замечание 2. Следует отметить, что в определении 1 (определении 2) на последовательность
γ = (γi)

∞
i=0 не наложено никаких ограничений, кроме γi ∈ R, поэтому мы можем рассматривать по-

следовательность следующего вида: (γl
i)

∞
i=0, где l означает показатель степени, l ∈ Z. Если для такой

последовательности условие (4) (условие (5)) выполнено, то в случае l > 0 функцию g : G → C будем
называть сильной производной порядка l функции f по системе характеров (системе Хаара) относи-
тельно последовательности (γl

i)
∞
i=0 и обозначать g = Dχ

γlf (g = DH
γlf). А в случае l < 0 функцию

g : G → C будем называть неопределенным сильным интегралом порядка l функции f по систе-
ме характеров (системе Хаара) относительно последовательности (γl

i)
∞
i=0 и обозначать g = Dχ

1/γlf

(g = DH
1/γlf).
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Более того, мы можем вместо последовательности (γi)
∞
i=0 рассматривать последовательность

(1/γl
i)

∞
i=0 l ∈ R\Z. В этом случае при l > 0 функцию g будем называть сильной производной дробного

порядка l функции f по системе характеров (системе Хаара) относительно последовательности (γl
i)

∞
i=0

и обозначать g = Dχ
γlf (g = DH

γlf). В случае l < 0 функцию g будем называть неопределенным силь-
ным интегралом дробного порядка l функции f по системе характеров (системе Хаара) относительно
последовательности (γl

i)
∞
i=0 и обозначать g = Dχ

1/γlf (g = DH
1/γlf).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть f ∈ L1(G) дифференцируема в смысле определения 1 и пусть g из L1(G) —

ее сильная производная по системе характеров относительно последовательности γ = (γi)
∞
i=0.

Пусть
∞∑

k=0

ckχk — ряд Фурье функции f , тогда ряд Фурье функции g имеет вид
∞∑

k=0

γkckχk, причем

g =
∞∑

k=0

γkckχk.

Доказательство. Рассмотрим свертку (Tl(γ, ·) ∗ f) (x):

(Tl(γ, ·) ∗ f) (x) =

∫

G

f(t)Tl(γ, x−̇t)dµ(t) =

l−1∑

k=0

γk

∫

G

f(t)χk(x−̇t)dµ(t) =

=
l−1∑

k=0

γkχk(x)

∫

G

f(t)χk(t)dµ(t) =
l−1∑

k=0

γkckχk(x).

Таким образом получаем, что ряд Фурье свертки (Tl(γ, ·) ∗ f) (x) сходится к самой свертке:
l−1∑
k=0

γkckχk = (Tl(γ, ·) ∗ f) (x). Так как g — сильная производная функции f по системе характе-

ров, то согласно определению 1 справедливо равенство (4). Следовательно, ряд Фурье функции g

имеет вид
∞∑

k=0

γkckχk и g =
∞∑

k=0

γkckχk, сходимость пониматся в смысле нормы в L1. ¤

Следствие. Пусть f ∈ L1(G) и пусть ее ряд Фурье имеет вид:
∞∑

k=0

ckχk. Если существует

последовательность γ = (γi)
∞
i=0, такая что функция f дифференцируема в смысле определения 1,

а ее сильная производная g интегрируема (см. замечание 2 к определениям 1, 2), то справедливо

следующее равенство
∞∑

k=0

ckχk = f(x).

Теорема 2. Пусть f ∈ L1(G) дифференцируема в смысле определения 2 и пусть g из L1(G) —

ее сильная производная по системе Хаара. Пусть
∞∑

k=0

dkHk — ряд Фурье функции f , тогда ряд

Фурье функции g имеет вид —
∞∑

k=0

γkdkHk, причем g =
∞∑

k=0

γkdkHk.

Доказательство. Рассмотрим Kn(f):

Kn(f) =

∫

G

f(t)(γ0 +

n∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kHjms+k(x)Hjms+k(t))dµ(t) =

= γ0

∫

G

f(t)dµ(t) +

n∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kHjms+k(x)

∫

G

f(t)Hjms+k(t)dµ(t) =

= γ0d0 +
n∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kdjms+kHjms+k(x).

Нетрудно убедится в том, что ряд Фурье функции Kn(f) имеет вид

γ0d0 +

n∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kdjms+kHjms+k(x),
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т. е. сходится к самой функции Kn(f). Так как g — сильная производная функции f по системе Хаара,
следовательно, справедливо равенство (5). Но тогда ряд Фурье функции g имеет вид

γ0d0 +

∞∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kdjms+kHjms+k(x) и g = γ0g0 +

∞∑

s=0

ps−1∑

j=1

ms−1∑

k=0

γjms+kdjms+kHjms+k(x),

сходимость понимается в смысле нормы в L1. ¤

Следствие. Пусть f ∈ L1(G) и ее ряд Фурье имеет вид
∞∑

k=0

ckHk. Если существует после-

довательность γ = (γi)
∞
i=0 такая, что функция f дифференцируема в смысле определения 2, а

ее сильная производная g интегрируема (см. замечание 2 к определениям 1, 2), то справедливо

следующее равенство:
∞∑

k=0

ckHk = f(x).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 3. Пусть функция f : G → C, f ∈ L1(G). Пусть f дифференцируема в смысле опре-

делений 1 и 2 и
∞∑

k=0

ckχk — ряд Фурье функции f по системе характеров,
∞∑

k=0

dkHk — ряд Фурье

функции f по системе Хаара. Тогда, если коэффициенты γk удовлетворяют условиям:

γmn
= γmn+1 = . . . = γmn+1−1, n ∈ N0,

то

Dχ
γ f = DH

γ f,

где Dχ
γ f =

∞∑
k=0

ckγkχk — ряд Фурье производной функции f по системе характеров, DH
γ f =

=
∞∑

k=0

dkγkHk — ряд Фурье производной функции f по системе Хаара.

Доказательство. Рассмотрим частные суммы с номерами mn рядов Фурье по системе характеров
и системе Хаара:

Sχ
mn

=

mn−1∑

k=0

ckχk, SH
mn

=

mn−1∑

k=0

dkHk.

Известно, что и система характеров, и система Хаара являются полными ортонормированными,
следовательно, каждую функцию одной системы можно раскладывать в ряд Фурье по другой системе,

т. е. если k = 0,mN − 1, то χk =
mN−1∑

i=0

akiHi, причем в силу ортонормированности систем матрица

(aki) — ортогональная. Рассмотрим частную сумму с номером mn ряда Фурье по системе характеров:

Sχ
mn

=

mn−1∑

k=0

ckχk =

mn−1∑

k=0

(f, χk)χk =

mn−1∑

k=0

(f,

mn−1∑

i=0

akiHi)

mn−1∑

j=0

akjHj =

=

mn−1∑

j=0

Hj

mn−1∑

i=0

(f,Hi)

mn−1∑

k=0

akiakj =

mn−1∑

j=0

(f,Hj)Hj =

mn−1∑

j=0

djHj = SH
mn

.

Таким образом, мы получили, что частные суммы с номерами mn рядов Фурье по системе харак-
теров и системе Хаара совпадают. Рассмотрим теперь ряд Фурье производной функции f по системе
характеров:

c0γ0 +

∞∑

n=1

mn−1∑

i=mn−1

ciγiχi = c0γ0 +

∞∑

n=1

γmn−1

mn−1∑

i=mn−1

ciχi =

= γ0d0 +

∞∑

n=1

γmn−1

mn−1∑

i=mn−1

diHi = γ0d0 +

∞∑

n=1

mn−1∑

i=mn−1

diγiHi.

Следовательно, используя теоремы 1 и 2, мы получаем, что Dχ
γ f = DH

γ f . ¤
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4. МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

Пусть (G, +̇) — компактная нуль-мерная группа, определенная в § 1. Ограничимся рассмотрени-
ем случая, когда все pn = p. Обозначим через G = Gd = G × G × . . . × G прямое произведение
d экземпляров группы G. Ясно, что элементами G являются d-мерные векторы, координаты кото-
рых — элементы группы G. Прямое произведение d экземпляров подгруппы Gn обозначим через
Gnd = Gd

n = Gn × Gn × . . . × Gn. Отметим, что данные подгруппы удовлетворяют свойству:

G = Gd
0 ⊃ Gd

1 ⊃ . . . ⊃ Gd
n ⊃ . . . (G = G0 ⊃ Gd ⊃ . . . ⊃ Gnd ⊃ . . .),

однако фактор-группы Gnd/G(n+1)d имеют порядок pd, который не является простым числом.
Поэтому такая цепочка не является основной. Пополним данную цепочку новыми подгруппами
следующим образом [5, 6]. Пусть G(n+1)d ⊂ Gnd. Возьмем элемент g(n+1)d−1 ∈ Gnd/G(n+1)d,
g(n+1)d−1 = (a1,1gn, a1,2gn, . . . , a1,dgn), где (gn) — базисная последовательность в одномерной группе

G, a1,j = 0, p − 1. Теперь образуем новую подгруппу G(n+1)d−1 следующим образом:

G(n+1)d−1 =

p−1⊔

j=0

G(n+1)d+̇jg(n+1)d−1.

Таким образом, мы получили новую подгруппу, которая удовлетворяет следующим свойствам:
G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−1/G(n+1)d)

♯ = p и (Gnd/G(n+1)d−1)
♯ = pd−1. Если d > 2, про-

должим наши построения. Выберем элемент g(n+1)d−2 = (a2,1gn, a2,2gn, . . . , a2,dgn) ∈ Gnd/G(n+1)d−1,

a2,j = 0, p − 1 таким образом, чтобы он был линейно независим с элементом g(n+1)d−1. С его помощью
построим новую подгруппу:

G(n+1)d−2 =

p−1⊔

j=0

G(n+1)d+̇jg(n+1)d−2

такую, что

G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ G(n+1)d−2 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−2/G(n+1)d−1)
♯ = p,

(Gnd/G(n+1)d−2)
♯ = pd−2.

Продолжая наши рассуждения, мы получим последовательность вложенных подгрупп, а именно

Gnd ⊃ G(n+1)d−d+1 ⊃ . . . ⊃ G(n+1)d−1 ⊃ G(n+1)d,

удовлетворяющих условию (G(n+1)d−j\G(n+1)d−j+1)
♯ = p. Таким образом, мы получили, что для того

чтобы пополнить цепочку в d-мерной группе G, необходимо использовать невырожденную матрицу A.
Матрица A имеет вид 



a1,1 a1,2 . . . a1,d

a2,1 a2,2 . . . a2,d

...
...

. . .
...

ad,1 ad,2 . . . ad,d




.

Следует отметить, что на каждом шаге n мы используем одну и ту же матрицу A. Однако саму
матрицу A можно выбирать по-разному. От того какую мы матрицу выберем, зависит структура тех
подгрупп, которыми мы пополняем цепочку подгрупп.

Теорема 4. Пусть G есть d-мерная группа. Обозначим:

M = {χα(x) = χα1
(x1)χα2

(x2) . . . χαd
(xd), α = (α1, α2, . . . , αd), αj = 0,mn+1 − 1

χα1
(a1,1gn)χα2

(a1,2gn) . . . χαd
(a1,dgn) = 1, χα1

(a2,1gn)χα2
(a2,2gn) . . . χαd

(a2,dgn) = 1, . . .

χα1
(ak,1gn)χα2

(ak,2gn) . . . χαd
(ak,dgn) = 1, χαj

∈ G⊥
n+1},

тогда G
⊥
(n+1)d−k = M .

Доказательство. Для того чтобы доказать равенство двух множеств, докажем два включения.
Покажем, что M ⊂ G(n+1)d−k. Рассмотрим произвольный элемент x ∈ G(n+1)d−k: x = xk−1+̇

+̇jk−1(ak,1gn, . . . , ak,dgn), где xk−1 ∈ G(n+1)d−k+1, jk−1 = 0, p − 1. В свою очередь, элемент xk−1 =
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= xk−2+̇jk−2(ak−1,1gn, . . . , ak−1,dgn), где xk−2 ∈ G(n+1)d−k+2, jk−2 = 0, p − 1. Продолжая на-
ши рассуждения мы дойдем до элемента x1 ∈ G(n+1)d−1, который можно представить в виде
x1 = x0+̇j0(a1,1gn, . . . , a1,dgn), где x0 ∈ G(n+1)d, j0 = 0, p − 1. Таким образом, мы получили сле-
дующее представление элемента:

x = x0+̇j0(a1,1gn, . . . , a1,dgn)+̇ . . . +̇jk−2(ak−1,1gn, . . . , ak−1,dgn)+̇jk−1(ak,1gn, . . . , ak,dgn) .

Теперь выберем произвольный элемент χα ∈ M , зафиксируем и рассмотрим его значение на
элементе x:

χα(x) = χα(x0)χα(j0(a1,1gn, . . . , a1,dgn)) × . . .

. . . × χα(jk−1(ak−1,1gn, . . . , ak−1,dgn))χα(jk(ak,1gn, . . . , ak,dgn)).

Первый множитель χα(x0) = 1, так как x0 ∈ G(n+1)d, т. е. x
(j)
0 ∈ Gn+1 и χαj

∈ G⊥
n+1. Остальные

множители также равны единице, поскольку это прямо следует из определения множества M . Таким
образом, мы установили, что для любого x ∈ G(n+1)d−k χα(x) = 1, следовательно, χα ∈ G

⊥
(n+1)d−k. А

так как χα произвольный, следовательно, M ⊂ G(n+1)d−k.
Прежде чем показать обратное включение, определим вид характеров в многомерной группе. Рас-

смотрим произвольный характер χ ∈ G
⊥
(n+1)d. Рассмотрим элемент x ∈ G(n+1)d, его можно предста-

вить в виде x = (x(1), x(2), . . . , x(d)) = (x(1), 0, . . . , 0)+̇(0, x(2), . . . , 0)+̇(0, 0 . . . , x(d)). При таком разло-
жении каждый из сомножителей можно рассматривать как одномерный элемент из Gn+1. Рассмотрим
значение характера на этом элементе χ(x) = χ((x(1), 0, . . . , 0))χ((0, x(2), . . . , 0) . . . χ((0, 0, . . . , x(d))).
Поскольку в правой части равенства участвуют вектора, которые мы обусловились считать
одномерными, то вместо χ можно рассмотреть одномерные характеры χαj

, т. е. записать:
χ(x) = χα1

(x(1))χα2
(x(2)) . . . χαd

(x(d)). Проверим, сохранятся ли при этом все свойства характера χ.
Используя свойства одномерных характеров, можно сразу получить, что при таком представлении
|χ(x)| = 1 и χ(x+̇y) = χ(x)χ(y). Рассмотрим элемент x ∈ G(n+1)d, следовательно, по определению ан-
нулятора χ(x) = 1. Так как χ ∈ G

⊥
(n+1)d, следовательно, на любом элементе из G(n+1)d значение харак-

тера должно быть равным единице. Рассмотрим x ∈ G(n+1)d, его координаты — x(j) ∈ Gn+1. Для того
чтобы сохранилось свойство χ(x) = 1, необходимо, чтобы наши одномерные характеры, участвующие
в представлении многомерного характера, были из аннулятора G⊥

n+1. Таким образом, мы получили,
что любой многомерный характер можно представить в виде произведения одномерных. Докажем
теперь, что G(n+1)d−k ⊂ M . Пусть χ ∈ G(n+1)d−k. Следовательно, по определению аннулятора на
любом элементе x ∈ G(n+1)d−k χ(x) = 1. Рассмотрим χ(a1,1gn, a1,2gn, . . . , a1,dgn) = χ(g(n+1)d−1) = 1,
так как g(n+1)d−1 ∈ G(n+1)d−1 ⊂ G(n+1)d−k. χ(a2,1gn, a2,2gn, . . . , a2,dgn) = χ(g(n+1)d−2) = 1, так
как g(n+1)d−2 ∈ G(n+1)d−2 ⊂ G(n+1)d−k. χ(ak,1gn, ak,2gn, . . . , ak,dgn) = χ(g(n+1)d−k) = 1, так как
g(n+1)d−k ∈ G(n+1)d−k ⊂ G(n+1)d−k. Таким образом, получили, что χ ∈ M , т. е. G(n+1)d−k ⊂ M . Мы
доказали два включения, следовательно, G(n+1)d−k = M . ¤

Замечание. Аннуляторы G
⊥
nd имеют более простой вид, а именно

G
⊥
nd = {χα(x) = χα1

(x(1))χα2
(x(2)) . . . χαd

(x(d)), χαj
∈ G⊥

n }.

После того как в G = Gd мы пополнили цепочку подгрупп до основной

Gnd ⊃ G(n+1)d−d+1 ⊃ . . . ⊃ G(n+1)d−1 ⊃ G(n+1)d

и определили вид аннуляторов группы G, мы можем рассматривать нашу многомерную группу G

как одномерную. Используя при пополнении цепочки подгрупп разные матрицы, мы получим различ-
ные группы G. Если на таких различных группах, образованных из одной многомерной, определять
производные в смысле определений 1 и 2, то на каждой из образованных группах эти производные
будут отличаться. Однако существует способ определения производной таким образом, чтобы она не
зависела от матрицы, с помощью которой образуются дополнительные подгруппы.

Определение 3. Пусть функция f : G → C, f ∈ L1(G),

Tl(γ, x) =
l−1∑

n=0

∑

k: kj=0,mn+1−1,
max

j
kj≥mn

γkχk(x),
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γ = (γi), i = (i1, i2, . . . , id), ij ∈ N0, γi ∈ R. Если для функции f ∈ L1(G) существует функция
g : G → C из L1(G) такая, что

lim
l→∞

|| (Tl(γ, ·) ∗ f) (x) − g(x)||L1
= 0,

то g называется сильной производной функции f по системе характеров относительно последо-

вательности (γi) и обозначается g = Dχ
γ f .

Покажем теперь, что, используя определение 3 в многомерной группе, мы получим производные,
которые не зависят от способа пополнения основной цепочки подгрупп (т. е. от матрицы A).

Теорема 5. Пусть G — компактная нуль-мерная группа. Пусть G — d-мерная группа, образо-

ванная прямым произведением d копий группы G. Цепочку подгрупп G0 ⊃ Gd ⊃ . . . ⊃ Gnd ⊃ . . .

будем пополнять разными способами с помощью матриц A1 и A2. Пусть f : G → C, пусть

g1, g2 — сильные производные в смысле определения 3, построенные по разным матрицам A1

и A2 соответственно. Если последовательность (γk) в определении 3 выбрать таким образом,

чтобы γk принимали постоянное значение при k = (k1, k2, . . . , kd) таких, что их координаты

(kj) = 0,mn+1 − 1,max
j

kj ≥ mn, тогда g1 = g2.

Доказательство. Используя определение 3 и доказательство, аналогичное теоремам 1 и 2, мы
можем установить, что

g1 =

∞∑

n=0

∑

k: kj=0,mn+1−1,
max

j
kj≥mn

γkχk(x), g2 =

∞∑

n=0

∑

l: lj=0,mn+1−1,
max

j
kj≥mn

γlχl(x).

Обратимся теперь к теореме 4, в которой был показан вид аннуляторов G
⊥
(n+1)d−k. Рассмотрим

сначала аннулятор вида G
⊥
nd = {χα(x) = χα1

(x1)χα2
(x2) . . . χαd

(xd), χαj
∈ G⊥

n+1} и определим, какие
характеры (с какими векторными номерами) попали в этот аннулятор. Для одномерных групп извест-
но, что G⊥

n = {χk, k = 0,mn − 1}. Следовательно, G
⊥
nd = {χα(x), α = (α1, α2, . . . , αd), αj = 0,mn − 1}.

Рассмотрим теперь аннуляторы для подгрупп, которые мы получаем в результате пополнения цепоч-
ки до основной. Из теоремы 4 следует, что в аннулятор G

⊥
(n+1)d−k попадают не все характеры с

номерами α : αj = 0,mn+1 − 1, а какие-то из них, которые удовлетворяют условиям χα1
(a1,1gn) ×

× χα2
(a1,2gn) . . . χαd

(a1,dgn) = 1, χα2
(a2,1gn)χα2

(a2,2gn) . . . χαd
(a2,dgn) = 1, . . . , χαk

(ak,1gn) ×
× χα2

(ak,2gn) . . . χαd
(ak,dgn) = 1. Если мы строим пополнения по различным матрицам, то соот-

ветственно эти условия также различны, поскольку определяются матрицами. Следовательно, анну-
ляторы G

⊥
(n+1)d−k, построенные по разным матрицам, отличаются друг от друга набором характеров,

которые в них попали. Однако если мы рассматриваем аннуляторы с номером nd, то при различ-
ных пополнениях, туда попадает один и тот же набор характеров. Соответственно если мы будем
рассматривать пачки ∑

k: kj=0,mn+1−1,
max

j
kj≥mn

γkχk(x),

в которых γk = const, то такие суммы одинаковые. Отсюда несложно показать, что g1 = g2. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00102).
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УДК 517.51

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В СИММЕТРИЧНЫХ
И СВЯЗАННЫХ С НИМИ ГЕЛЬДЕРОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

ЛИНЕЙНЫМИ СРЕДНИМИ РЯДОВ ФУРЬЕ

Т. В. Лихачева

Аспирантка кафедры теории функций и приближений, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

IofinaT@mail.ru

В статье некоторые методы суммирования применяются к рядам Фурье – Виленкина в так называемых симметричных

пространствах. Эти методы используют треугольные матрицы, суммы по строкам которых стремятся к нулю, с некоторыми

ограничениями на разности коэффициентов. Тригонометрические аналоги наших результатов принадлежат М. Л. Митталу,

Б. Э. Родесу, А. Гувену и др.

Ключевые слова: система Виленкина, линейные средние, пространство Гельдера, симметричное (перестановочно-инва-

риантное) пространство.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть P = {pn}∞n=1 — последовательность натуральных чисел такая, что 2 ≤ pn ≤ N при n ∈ N.
Положим по определению m0 = 1, mn = p1 · · · pn при n ∈ N; Z(pn) = {0, 1, · · · , pn − 1}. Каждое число
x ∈ [0, 1) может быть представлено в виде

x =

∞∑

n=1

xn/mn, xn ∈ Z(pn). (1)

c© Лихачева Т. В., 2014
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Если x = k/mj , 0 < k < mj , k, j ∈ N, то мы берем разложение с конечным числом xn 6= 0.

Для x, y ∈ [0, 1) вида (1) положим x ⊕ y = z =
∞∑

n=1
zn/mn, zn ∈ Z ∩ [0, pn), zn = xn + yn (mod pn).

В случае, когда zn = pn−1, n > n0, операция x⊕y не определена. Аналогично определяется обратная
операция x ⊖ y.

Каждое k ∈ Z+ единственным образом представимо в виде

k =

∞∑

i=1

kimi−1, ki ∈ Z, 0 ≤ ki < pi. (2)

Для x ∈ [0, 1) и k ∈ Z+, записанных в виде (1) и (2), соответственно имеем:

χk(x) = exp(2πi
∞∑

j=1

xjkj/pj).

Система {χk(x)}∞k=0, называемая системой Виленкина, ортонормирована и полна в L1[0, 1). Кроме
того, при фиксированном x ∈ [0, 1) для почти всех y ∈ [0, 1) и всех k ∈ Z+ имеют место равенства
χk(x ⊕ y) = χk(x)χk(y), χk(x ⊖ y) = χk(x)χk(y). Эти свойства можно найти в [1, § 1.5].

Пусть f ∈ L1[0, 1). Коэффициенты Фурье и частичная сумма Фурье {χk(x)}∞k=0 задаются фор-

мулами f̂(n) =
1∫
0

f(t)χn(t) dt, n ∈ Z+; Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N. Сверткой функций

f, g ∈ L1[0, 1] называется f ∗ g(x) =
1∫
0

f(x⊖ t)g(t) dt. Справедливо равенство Sn(f)(x) = f ∗Dn(x), где

Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x); для σn(f) =
n∑

k=1

Sk(f)/n имеем: σn(f)(x) = f ∗ Fn(x), где Fn(x) =
n−1∑
k=0

Dk(x)/n,

n ∈ N.

Банахово пространство E измеримых по Лебегу функций называется симметричным, если

1) из неравенства |f(x)| < |g(x)| п. в. на [0, 1) и g ∈ E следует, что f ∈ E и ‖f‖E < ‖g‖E ;

2) если f и g равноизмеримы и g ∈ E, то f ∈ E и ‖f‖E = ‖g‖E .

Известно, что такое пространство E вложено в L1[0, 1) и что оператор растяжения (στf)(t) :=

= f(t/τ)X[0,1)(t/τ) непрерывен в E. Здесь Xµ — индикатор множества µ. Пределы

αE := lim
τ→+0

ln ‖στ‖E→E

ln τ
, βE := lim

τ→∞

ln ‖στ‖E→E

ln τ

всегда существуют и называются соответственно верхним и нижним индексом Бойда пространства E.
При этом всегда выполняется 0 ≤ αE ≤ βE ≤ 1 [2, гл. 2]. В случае, когда 0 < αE ≤ βE < 1,
пространство E обладает рядом хороших свойств, например, lim

h→0
‖f(· ⊖ h) − f(·)‖E = 0 для любой

f ∈ E [3, c. 135]. Этот факт позволяет ввести модуль непрерывности и наилучшее приближение в E

формулами ω∗(f, δ)E = sup
0<h<δ

‖f(· ⊖ h) − f(·)‖E , δ ∈ (0, 1), En(f)E := inf{‖f −
n−1∑
i=0

aiχi‖E , ai ∈ C}.
Эти величины связаны неравенством типа А. В. Ефимова [3, формула (2′)].

2−1ω∗(f, 1/mn)E ≤ Emn
≤ ‖f − Smn

(f)‖E ≤ ω∗(f, 1/mn)E . (3)

Кроме того, при 0 < αE ≤ βE < 1 справедливо обобщенное неравенство Минковского:

∥∥∥∥∥∥

1∫

0

f(·, y) dy

∥∥∥∥∥∥
E

≤
1∫

0

‖f(·, y)‖E dy (4)

[2, гл. 2, введение]. Некоторые другие свойства таких пространств E установлены в леммах 3 и 4 и
упомянуты в их доказательствах.

Если ω(t) возрастает и непрерывна на [0, 1], ω(0) = 0, ω(t) > 0 при t > 0, то будем обозначать

как ω ∈ Φ. Функция ω ∈ Φ принадлежит классу Бари–Стечкина B1, если δ
1∫
δ

t−2ω(t) dt = O(ω(δ)),
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δ ∈ (0, 1). Будем говорить, что ω ∈ Φ удовлетворяет ∆2-условию, если ω(2t) ≤ Cω(t), t ∈ [0, 1/2]. По
определению Hω

E = {f ∈ E : ω∗(f, t)E ≤ Cω(t)}, где ω ∈ Φ и C не зависит от t ∈ [0, 1].
Для ω ∈ Φ пространство Hω

E с нормой ‖f‖E,ω = ‖f‖E + sup
0<h<1

ω∗(f, h)E/ω(h) является банаховым.

Если ω удовлетворяет ∆2-условию, то выражение ‖f‖E,ω = ‖f‖E + sup
0<h<1

‖f(·)−f(·⊖h)‖E/ω(h) задает

эквивалентную норму в Hω
E .

Пусть A = {ank}∞n,k=1 — нижнетреугольная матрица с неотрицательными элементами и

sn(A) =
n∑

k=1

an,k.

Обычно для треугольных матриц требуют выполнения условия Sn(A) = 1, следуя [4, 5], мы
требуем только lim

n→∞
sn(A) = 1. Введем A-преобразование ряда Фурье f ∈ L1[0, 1) формулой

Tn(f)(x) =
∞∑

k=1

an,kSk(f)(x).

В работе [6] изучались оценки нормы ‖f − Tn(f)‖E при E = Lp[0, 1) в терминах ω∗(f, an,0) или
ω∗(f, an,n). При этом рассматривались условия обобщенной монотонности {an,k}n

n=1 типа RBVS [7].
Здесь изучаются другие условия на коэффициенты {an,k}n

n=1, приспособленные к особенностям нормы
пространства E, в частности к сходимости Sn(f) к f в E. Полученные результаты, как и в [7],
применяются к приближениям в гельдеровых метриках.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Функция f(t) почти возрастает (почти убывает) на [a,b], если существует K > 0 такое, что
f(u) ≤ Kf(v) (Kf(u) ≥ f(v)) при a ≤ u ≤ v ≤ b. Аналогично определяется почти возрастание
(убывание) для последовательностей.

Лемма 1 [8]. Для ω ∈ Φ следующие три условия равносильны

n∑

k=1

ω(1/k) = O(nω(1/n)), n ∈ N; (B1)

δ

1∫

δ

t−2ω(t)dt = O(ω(δ)), δ ∈ (0, 1); (Z1)

∃ α ∈ (0, 1) : tα−1ω(t) почти убывает. (S1)

Замечание 1. Из условия (S1) следует, что (2t)α−1ω(2t) ≤ Ktα−1ω(t), откуда следует ω(2t) ≤
≤ 2α−1Kω(t), т. е. выполнение ∆2-условия.

Лемма 2. Пусть A = {an,k}∞n,k — нижнетреугольная матрица с неотрицательными элемен-

тами и ω ∈ B1. Если 1) {an,k}n
k=1 почти убывает при всех n ∈ N и nan,1 = O(1), n ∈ N; или

2) {an,k}n
k=1 почти возрастает при всех n ∈ N и nan,[n/2] = O(1); и в обоих случаях sn(A) = O(1)

при n ∈ N, то
n∑

k=1

ankω(1/k) = O(ω(1/n)), n ∈ N.

Доказательство. 1. В силу условия (B1) и неравенства an,k ≤ Kan,1 при всех k ∈ Z
⋂

[1, n],
получаем:

n∑

k=1

an,kω(1/k) ≤ Kan,1

n∑

k=1

ω(1/k) = O(nan,1ω(1/n)) = O(ω(1/n)), n ∈ N.

2. Согласно условию почти возрастания {an,k}n
k=1 имеем: an,k ≤ Kan,[n/2] при всех 1 ≤ k ≤ [n/2].

Используя ∆2-условие для ω (см. замечание 1), ограниченность sn(A), ω ∈ B1, находим, что

n∑

k=1

ankω(1/k) =




[n/2]∑

k=1

+
n∑

k=[n/2]+1


 an,kω(1/k) ≤ Kan,[n/2]

[n/2]∑

k=1

ω(1/n)+

+ω(1/[n/2])

n∑

k=[n/2]+1

an,k = O(nan,[n/2]+1ω(1/[n/2])) + O(ω(1/[n/2]) = O(ω(1/n)), n ∈ N.

Лемма доказана.
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Будем писать что существует f [1] ∈ E, если f ∈ E, и ряд
∞∑

k=1

kf̂(k)χk является рядом Фурье

функции f [1] = g ∈ E.
Лемма 3. Пусть E — симметричное пространство, 0 < αE ≤ βE < 1 и существует f [1] ∈ E.

Тогда ‖Sn(f) − σn(f)‖E = O(1/n), n ∈ N.

Доказательство. Легко видеть, что σn(f) =
n−1∑
k=0

(1 − k/n)f̂(k)χk, поэтому

‖Sn(f) − σn(f)‖E = n−1‖
n−1∑

k=1

kf̂(k)χk‖E = n−1‖Sn(f [1])‖E . (5)

Согласно [9, теоремы 2.6.3, 2.3.11], если 0 < 1/p2 < αE ≤ βE < 1/p1 < 1, то имеют место
непрерывные вложения Lp2 [0, 1) ⊂ E ⊂ Lp1 [0, 1) и Е является интеполяцонным между Lp1 [0, 1)

и Lp2 [0, 1). В частности, из равномерной ограниченности операторов Sn(f) на Lp1 [0, 1) и Lp2 [0, 1)

[10, 11]) следует равномерная ограниченность этих операторов на E. Поэтому ‖Sn(f [1])‖E = O(1),
n ∈ N, и из (5) следует утверждение леммы.

Лемма 4. Пусть E — симметричное пространство, 0 < αE ≤ βE < 1, ω ∈ Φ удовлетворяет

∆2-условию, f ∈ Hω
E . Тогда

‖f − Sn(f)‖E = O(ω(1/n)), n ∈ N.

Доказательство. Как установлено, при доказательстве леммы 3 ‖Sn(f)‖E ≤ C1‖f‖E , откуда стан-
дартным образом выводится неравенство ‖f − Sn(f)‖E ≤ (1 + C1)En(f)E . В силу неравенства типа
А. В. Ефимова (3), ограниченности {pn}∞n=1 и ∆2-условия на ω получаем при mk ≤ n < mk+1, k ∈ Z+

En(f)E ≤ Emk
(f)E ≤ ω∗(f, 1/mk)E ≤ C2ω(1/mk) ≤ C3ω(1/mk+1) ≤ C3ω(1/n)

для n ∈ N. Из последнего легко вытекает утверждение леммы.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Везде далее E — симметричное пространство такое, что 0 < αE ≤ βE < 1, A — нижнетреугольная
матрица с an,k ≥ 0.

Теорема 1. Пусть ω ∈ B1, f ∈ Hω
E, |sn(A) − 1| = O(ω(1/n)), n ∈ N. Если A удовлетворяет

условию 1) или условию 2) леммы 2, то

‖f − Tn(f)‖E = O(ω(1/n)).

Доказательство. По определению Tn имеем:

Tn(f) − f =
n∑

k=1

an,kSk(f) − f =
n∑

k=1

an,k(Sk(f) − f) + (sn(A) − 1)f.

Тогда согласно леммам 4 и 2 получаем

‖Tn(f) − f‖E ≤
n∑

k=1

an,k‖Sk(f) − f‖E + |sn(A) − 1|‖f‖E =

= O

(
n∑

k=1

an,kω(1/k) + ω(1/n)

)
= O(ω(1/n)), n ∈ N.

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть ω ∈ B1, f ∈ Hω

E и A такова, что |sn(A) − 1| = O(ω(1/n)), n ∈ N. Пусть

также выполняется одно из условий:

1) n
n∑

k=1

|an,k − an,k+1| = O(1),

2)
n∑

k=1

k|an,k − an,k+1| = O(1), {k|an,k − an,k+1|}n
k=1 почти возрастает и

n2|an,[n/2] − an,[n/2]+1| = O(1),
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3) {k|an,k − an,k+1|}n
k=1 почти убывает и n2|an,1 − an,2| = O(1/n), n ∈ N.

Тогда ‖f − Tn(f)‖E = O(ω(1/n)).

Доказательство. Снова по лемме 4 имеем:

‖Tn(f) − f‖E ≤
n∑

k=1

an,k‖Sk(f) − f‖E + |sn(A) − 1|‖f‖E = O

(
n∑

k=1

an,kω(1/k) + ω(1/n)

)
. (6)

В силу преобразования Абеля и условия (B1) получаем:

(
n∑

k=1

an,kω(1/k)

)
= O

(
n−1∑

k=1

|an,k − an,k+1|
k∑

i=1

ω(1/i) + an,n

n∑

i=1

ω(1/i)

)
=

= O

(
n∑

k=1

|an,k − an,k+1|kω(1/k)

)
. (7)

Здесь учтено, что an,n+1 = 0.

Из условия ω ∈ B1 и (S1) следует, что C1n
1−αω(1/n) ≥ k1−αω(1/k) при некотором α ∈ (0, 1)

и n ≥ k > 1, откуда вытекает неравенство kω(1/k) ≤ C1(k/n)αnω(1/n) ≤ C1nω(1/n). Поэтому при
выполнении условия 1) правая часть (7) есть O(ω(1/n)) и, подставляя полученное соотношение в (6),
получаем:

‖Tn(f) − f‖E = O(ω(1/n)), n ∈ N.

В случаях 2) и 3) применяем лемму 2 к последовательности {k|an,k − an,k+1|}n
k=1. Теорема доказана.

В качестве приложения теорем 1 и 2 рассмотрим средние Нерлунда –Вороного рядов Фурье –
Виленкина. Пусть {qn}∞n=1 — последовательность положительных чисел, а элементы A = {an,k}

задаются формулой an,k = qn−k+1

(
n∑

i=1

qi

)−1

, 1 ≤ k ≤ n, и an,k = 0, k ≥ n + 1 ([12, гл. 4]).

Соответствующие A-суммы Tn(f) обозначим через Nn(f).

Следствие 1. Пусть ω ∈ B1, f ∈ Hω
E, и выполняется одно из условий

1) {qn}∞n=1 почти убывает и nqn ≤ C
n∑

i=1

qi, n ∈ N;

2) {qn}∞n=1 почти возрастает и nq1 ≤ C
n∑

i=1

qi, n ∈ N;

3) n
n−1∑
k=1

(|qk − qk−1| + q1) = O

(
n∑

k=1

qk

)
.

Тогда ‖Nn(f) − f‖E = O(ω(1/n)), n ∈ N.

Доказательство. Заметим, что в данном случае sn(A) = 1 и что почти убывание (возрастание)
{qn}∞n=1 соответствует почти возрастанию (убыванию) {an,k}∞n=1. Поэтому достаточность условий 1)
и 2) следует из теоремы 1. Далее

n∑

k=1

|an,k − an,k+1| =

n−1∑

k=1

|an,k − an,k+1| + an,n =

(
n∑

i=1

qi

)−1 (
q1 +

n−1∑

i=1

|qn+1−k − qn−k|
)

.

C помощью теоремы 2 устанавливаем достаточность условия 3). Следствие доказано.

В работах [4, 5] для приближения линейными средними тригонометрических рядов Фурье отдельно
рассматривались ω(t) = tα, 0 < α < 1 и ω(t) = t. При этом использовался факт, что f ∈ Lip(1, p),
равносильно тому, что f эквивалентна абсолютно непрерывной функции f0 и f ′

0 ∈ Lp
2π В нашем

случае такой эквивалентности нет и мы используем класс W 1E = {f ∈ E : ∃f [1] ∈ E}.
Теорема 3. Пусть f ∈ W 1E, |sn(A) − 1| = O(1/n), и выполнено одно из следующих трех

условий:

1) n
n∑

k=1

|an,k − an,k+1| = O(1);

2) {an,k}n
k=1 убывает по k и nan,1 = O(1);

3) {an,k}n
k=1 возрастает по k; для n ∈ N.

Тогда ‖f − Tn(f)‖E = O(1/n), n ∈ N.
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Доказательство. Согласно лемме 5 из [13] для f ∈ W 1E

ω∗(f, 1/mr)E = O(m−1
r ω∗(f [1], 1/mr)E) = O(m−1

r ), r ∈ N.

Отсюда в силу установленного при доказательстве леммы 4 неравенства ‖f−Sn(f)‖E ≤ C1En(f)E ,
неравенства типа А. В. Ефимова (3) и ∆2-условия для ω(t) = t легко следует ‖f −Sn(f)‖E = O(1/n),
n ∈ N.

Мы можем записать:

‖Tn(f) − f‖E ≤ ‖Tn(f) − Sn(f)‖E + ‖Sn(f) − f‖E = ‖Tn(f) − Sn(f)‖E + O(1/n).

Введем обозначение An,i =
n∑

k=i+1

an,k. С помощью преобразования Абеля находим, что

Tn(f) − Sn(f) =

n∑

k=1

an,k

k−1∑

i=0

f̂(i)χi −
n−1∑

i=0

f̂(i)χi =

=

n−1∑

i=0

(
n∑

k=i+1

an,k −
n∑

k=1

an,k

)
f̂(i)χi + (sn(A) − 1)Sn(f),

откуда следует

‖Tn(f) − Sn(f)‖E =

∥∥∥∥∥

n−1∑

i=1

i−1(An,i − An,0)if̂(i)χi

∥∥∥∥∥
E

+ O(1/n) =

=

∥∥∥∥∥∥

n−2∑

i=1

(bn,i − bn,i+1)
i∑

j=1

jf̂(j)χj + bn,n−1

n−1∑

j=1

jf̂(j)χj

∥∥∥∥∥∥
E

+ O(1/n), (8)

где bn,i = i−1(An,i − An,0). В силу условия f [1] ∈ E имеем: ‖
i∑

j=1

jf̂(j)χj‖E = ‖Si+1(f
[1])‖E = O(1).

В то же время

|bn,i − bn,i+1| = |i−1(An,i − An,i+1) + (i(i + 1))−1(An,i+1 − An,0)| =

= (i(i + 1))−1

∣∣∣∣∣∣
(i + 1)an,i+1 −

i+1∑

j=1

an,j

∣∣∣∣∣∣
= (i(i + 1))−1

∣∣∣∣∣∣

i∑

j=1

i∑

k=j

(an,k+1 − an,k)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ (i(i + 1))−1
i∑

k=1

k∑

j=1

|an,k+1 − an,k| = (i(i + 1))−1
i∑

k=1

k|an,k+1 − an,k|. (9)

Аналогично

bn,n−1 = (n − 1)−1

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=1

an,k

∣∣∣∣∣ = O(1/n), n ≥ 2.

Подставляя (9) и последние оценки в (8), получаем в случае 1)

‖Tn(f) − Sn(f)‖E = O

(
n−2∑

i=1

(i(i + 1))−1
i∑

k=1

k|an,k+1 − an,k|
)

+ O(1/n) =

= O

(
n−2∑

k=1

∞∑

i=k

(i(i + 1))−1k|an,k+1 − an,k|
)

+ O(1/n) = O

(
n−2∑

k=1

|an,k+1 − an,k|
)

+ O(1/n), n ∈ N.

Если {an,k}n
k=1 убывает или возрастает, то в силу второго равенства в (9) все |bn,i − bn,i+1|

раскрываются с одним знаком и
n−2∑
i=1

|bn,i − bn,i+1| = |bn,1 − bn,n−1|.
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При этом, если {an,k}n
k=1 возрастает, то an,1 ≤

n∑
k=1

an,k/n = O(1/n), n ∈ N. Выше установлено,

что bn,n−1 = O(1/n), n ≥ 2. Поскольку |bn,1| = |An,1 − An,0| = |an,1|, то из условий 2) и 3) следует,

что
n−2∑
i=1

|bn,i − bn,i+1| = O(1/n), откуда вытекает утверждение теоремы.

Замечание 2. Для E = Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, pi = 2 и Tn(f) = σn(f) известно, что ‖f−Tn(f)‖E 6= o(1/n)

для функции, отличной от постоянной п. в. [14, теорема 2 (iii)]. Поэтому мы не рассматриваем
ω(t) = o(t), t → 0.

Замечание 3. Теорема 1 является аналогом теоремы 1 из [5], теорема 2, по-видимому, не имеет
тригонометрического аналога. Пункт 1) теоремы 3 является частичным аналогом теоремы 2 из [5], а
пункты 2), 3) соответствуют пункту (ii) теоремы 4 в [4].

Теорема 4 является обобщением теоремы 8 из [7], где рассматривался случай ω(t) = tα, µ(t) = tβ ,
0 < β < α.

Теорема 4. Пусть ω ∈ Φ удовлетворяет ∆2-условию, µ ∈ Φ, и при этом λ(t) = ω(t)/µ(t)

возрастает на (0,1) и λ(0) = lim
t→0+0

λ(t) = 0. Тогда для f ∈ Hω
E справедливо соотношение

‖f − Tn(f)‖E,µ = O(µ−1(1/n)‖f − Tn(f)‖E + λ(1/n)(1 + ‖Tn‖E→E)).

Доказательство. Поскольку Tn(f)(x ⊖ h) = Tn(f(· ⊖ h))(x), то при h ≥ 1/n имеем:

µ−1(h)‖Tn(f)(x) − f(x) − Tn(f)(x ⊖ h) + f(x ⊖ h)‖E ≤ 2µ−1(h)‖Tn(f) − f‖E ≤
≤ 2µ−1(1/n)‖Tn(f) − f‖E . (10)

Если же 0 < h < 1/n, то

‖Tn(f)(·) − f(·) − Tn(f)(· ⊖ h) + f(· ⊖ h)‖E ≤ ‖Tn(f(·) − f(· ⊖ h))‖E + ‖f(·) − f(· ⊖ h)‖E

и

µ−1(h)‖Tn(f)(·) − f(·) − Tn(f)(· ⊖ h) + f(· ⊖ h)‖E ≤ (1 + ‖Tn‖E→E)ω(2h)/µ(h) ≤
≤ C1(1 + ‖Tn‖E→E)ω(h)/µ(h) ≤ C1(1 + ‖Tn‖E→E)λ(h) ≤ C1(1 + ‖Tn‖E→E)λ(1/n), n ∈ N. (11)

Объединяя оценки (10) и (11), получаем утверждение теоремы.
Следствие 2. Пусть соотношения ω ∈ B1, матрица удовлетворяет условиям теоремы 1 или

теоремы 2, µ ∈ Φ такова, что λ(t) = ω(t)/µ(t) возрастает на (0, 1) и λ(0) = lim
t→0+0

λ(t) = 0. Тогда

для f ∈ Hω
E имеет место соотношение

‖f − Tn(f)‖E,µ = O(λ(1/n)).

Доказательство. Из lim
n→∞

sn(A) = 1 следует, что ‖Tn(f)‖E ≤ sn(A) sup
k

‖Sk(f)‖E = O(‖f‖E), т. е.

‖Tn‖E→E = O(1). Из теоремы 1 и 2 выводим оценку

µ−1(1/n)‖f − Tn(f)‖E = O(ω(1/n)/µ(1/n)) = O(λ(1/n)).

Следствие доказано.
Следствие 3. Пусть f ∈ W 1E, матрица удовлетворяет условиям теоремы 3, µ ∈ Φ тако-

ва, что t/µ(t) возрастает на (0, 1) и λ(0) = lim
t→0+0

λ(t) = 0. Тогда для f ∈ Hω
E имеет место

соотношение

‖f − Tn(f)‖E,µ = O(λ(1/n)), n ∈ N.
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Рассматриваются весовые пространства Лебега L
p(x)
w и Соболева Wp(·),w , показатель p(x) ≥ 1 и вес w(x) которых

удовлетворяют условиям, обеспечивающим базисность системы Хаара в L
p(x)
w . Для функций из этих пространств полу-

чены оценки скорости сходимости сумм Фурье – Хаара. Оценки даны в терминах модуля непрерывности Ω(f, δ)p(·),w ,

основанного на усредненном сдвиге (функции Стеклова).

Ключевые слова: весовое пространство, пространство Лебега, пространство Соболева, переменный показатель, модуль

непрерывности, функция Стеклова, прямые теоремы теории приближений, скорость сходимости, суммы Фурье – Хаара,

условие Макенхоупта.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть p(x) — измеримая на E функция такая, что 1 ≤ p(E) ≤ p(E) < ∞. Здесь и далее символами
p(M), p(M) будем обозначать ess inf

x∈M
p(x) и ess sup

x∈M
p(x) соответственно. Пусть w(x) — неотрицательная

почти всюду (п. в.) положительная суммируемая функция (вес). Через L
p(x)
w (E) обозначим простран-

ство измеримых функций f(x), удовлетворяющих условию
∫
E

|f(x)|p(x)w(x)dx < ∞. Пространство

L
p(x)
w (E) представляет собой линейное нормированное пространство, в котором одну из эквивалент-

ных норм можно определить равенством (см. [1–4])

‖f‖p(·),w(E) = inf
{

λ > 0 :

∫

E

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣
p(x)

w(x) dx ≤ 1
}

.

В данной работе рассмотрена задача о приближении функций суммами Фурье –Хаара в весовых

пространствах Лебега L
p(x)
w = L

p(x)
w ([0, 1]) с переменным показателем p(x) и весом w(x). Далее, если

речь идет об отрезке [0, 1], то существенную верхнюю и нижнюю грани функции p(x) будем обо-
значать кратко p и p соответственно. Через c, c(p), c(p, w) будут обозначаться константы, зависящие
лишь от величин в скобках и, вообще говоря, различные в разных местах. Результаты данной статьи
являются обобщениями на весовой случай результатов, полученных в статье [5].

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом параграфе приводятся некоторые свойства весовых пространств Лебега с переменным
показателем.

Лемма 1. Множество непрерывных функций C[0, 1] всюду плотно в L
p(x)
w .

Доказательство. Доказательство проведем в три шага. Сначала 1) докажем, что пространство

ограниченных функций всюду плотно в L
p(x)
w , затем 2) покажем, что всякая ограниченная функция

может быть сколь угодно точно приближена функциями с конечным числом значений. И наконец,
3) заметим, что функции с конечным числом значений можно с любой степенью точности приближать
непрерывными функциями.

1. Отметим сначала, что всякая ограниченная измеримая функция g(x), определенная на отрез-

ке [0, 1], будет принадлежать L
p(x)
w :

|g(x)| ≤ c ⇒
1∫

0

|g(x)|p(x)w(x)dx ≤ (c + 1)p

1∫

0

w(x)dx < ∞.
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Возьмем теперь произвольную функцию f(x) ∈ L
p(x)
w . В силу свойства абсолютной непрерывности

интеграла Лебега для всякого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что для любого множества E ⊂ [0, 1]

с мерой µ(E) < δ интеграл
∫
E

|f(x)|p(x)w(x)dx < ε. С другой стороны, f(x) — измеримая функция,

поэтому, пользуясь C-свойством Лузина, мы можем утверждать, что для данного δ > 0 всегда най-
дется замкнутое множество Fδ ⊂ [0, 1] с мерой µ(Fδ) > 1 − δ, на котором f(x) будет непрерывной.
Рассмотрим следующую функцию:

g(x) =

{
f(x), x ∈ Fδ,

0, x ∈ [0, 1] \ Fδ.

Из сказанного видно, что g(x) — ограниченная измеримая функция, причем

1∫

0

|f(x) − g(x)|p(x)w(x) dx =

∫

[0,1]\Fδ

|f(x)|p(x)w(x) dx < ε,

так как µ([0, 1]\Fδ) < δ. Это и означает, что множество ограниченных функций всюду плотно в L
p(x)
w .

2. Любую ограниченную измеримую функцию g(x) можно с любой степенью точности равномерно
приблизить функциями с конечным числом значений. Действительно, задавшись произвольным ε > 0,
разобьем множество значений [A,B] функции g(x) на интервалы длиной меньше чем ε:

A = y0 < y1 < . . . < yN = B, yj+1 − yj < ε.

Рассмотрим множества ej = {x : yj ≤ g(x) < yj+1}, j = 0, N − 1, eN = {x : g(x) = yN}. Введем
функцию h(x), положив h(x) = yj , x ∈ ej . Ясно, что h(x) — функция, принимающая конечное число
значений, и |g(x) − h(x)| < ε, x ∈ [0, 1]. Следовательно, функции с конечным числом значений также

образуют в L
p(x)
w всюду плотное множество.

3. Покажем теперь, что всякую функцию h(x), имеющую конечное число значений, можно как

угодно точно приблизить в L
p(x)
w непрерывными функциями. Поскольку функцию с конечным числом

значений можно представить как линейную комбинацию характеристических функций χM (x), то
доказательство достаточно провести только для χM (x).

Пусть M ⊂ [0, 1] — измеримое множество и

χM (x) =

{
1, x ∈ M,

0, x /∈ M.

Поскольку рассматривается обычная мера Лебега на прямой, то для любого ε > 0 можно найти такие
множества FM — замкнутое и GM — открытое, что

FM ⊂ M ⊂ GM и µ(GM ) − µ(FM ) < ε.

Определим теперь функцию

ϕε(x) =
ρ(x, [0, 1] \ GM )

ρ(x, [0, 1] \ GM ) + ρ(x, FM )
.

Легко заметить, что введенная функция является непрерывной, равна 1 на множестве FM , 0 вне
множества GM и не превосходит 1 на GM \ FM . Поэтому разность |χM (x) − ϕε(x)| отлична от нуля
только на GM \ FM , причем |χM (x) − ϕε(x)| ≤ 1, x ∈ GM \ FM . Отсюда имеем:

1∫

0

|χM (x) − ϕε(x)|p(x)w(x)dx =

∫

GM\FM

|χM (x) − ϕε(x)|p(x)w(x)dx ≤
∫

GM\FM

w(x) dx.

Но w(x) ∈ L1, поэтому в силу свойства абсолютной непрерывности интеграла Лебега за счет выбора ε

последний интеграл в приведенной формуле можно сделать сколь угодно малым. ¤
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Почти дословно повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве леммы в [1], можно по-
казать справедливость следующего утверждения.

Лемма 2. Если 1 ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q(E) < ∞, то для любой функции f ∈ L
q(x)
w (E)

‖f‖p(·),w ≤ rw
p,q‖f‖q(·),w,

где

rw
p,q ≤ 1

α
+

∫
E

w(x)dx

α∗

(
α(x) =

q(x)

p(x)
, α∗(x) =

α(x)

α(x) − 1

)
.

Нам также понадобится следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть f(x, t) — измеримая функция, заданная на декартовом произведении E1 ×E2

множеств E1 и E2, на которых заданы конечные меры µ1 и µ2 соответственно. Тогда справедливо

неравенство ∥∥∥
∫

E2

|f(·, x)|dµ2(x)
∥∥∥

p(·),w(E1)
≤ rp

∫

E2

‖f(·, x)‖p(·),w(E1) dµ2(x), (1)

где

rp ≤ 1

p(E1)
+

1

p′(E1)
≤ 2,

1

p(t)
+

1

p′(t)
= 1, 1 ≤ p(t) ≤ p(E1) < ∞.

Доказательство. Утверждение леммы в случае w(x) = 1 было доказано в [2, с. 35]. Перенести

его на случай произвольного веса w(x) не составляет труда, если учесть, что ‖f‖p(·),w = ‖f ·w
1

p(·) ‖p(·).
Действительно,

∥∥∥
∫

E2

|f(·, x)|dµ2(x)
∥∥∥

p(·),w(E1)
=

∥∥∥
∫

E2

|f(·, x)w(·)
1

p(·) |dµ2(x)
∥∥∥

p(E1)
≤

≤ rp

∫

E2

‖f(·, x)w(·)
1

p(·) ‖p(E1)dµ2(x) = rp

∫

E2

‖f(·, x)‖p(·),w(E1) dµ2(x). ¤

Как было отмечено в [6, 7], для построения рядов Фурье –Хаара (см. определение в [8, с. 70]) для

функций из L
p(x)
w необходимо и достаточно, чтобы имело место вложение L

p(x)
w ⊂ L1. Там же было

показано, что для выполнения указанного требования достаточно, чтобы вес удовлетворял следующим
условиям:

1) w(x) ≥ C1(w) > 0, x ∈ E1 (п. в.),

2) ‖w− 1
p(·) ‖p′(·)(E2) < ∞,

где E1 = {x : p(x) = 1}, E2 = [0, 1] \ E1,
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1.

Множество весовых функций w(x) на отрезке [0, 1], удовлетворяющих при заданном p(x) услови-

ям 1) и 2), будем обозначать через H (p). Таким образом, если w ∈ H (p), то L
p(x)
w ⊂ L1.

Заметим также [6, 7], что для функций f ∈ L
p(x)
w при w ∈ H (p) имеет место неравенство

∫

E

|f(x)| dx ≤ c(p, w) · ‖f‖p(·),w. (2)

В [6, 7] были получены достаточные условия, при которых система Хаара образует базис в L
p(x)
w .

Приведем соответствующую теорему из упомянутой статьи. Для этого сначала введем некоторые
обозначения.

Пусть S — система множеств. Через Fp(S) будем обозначать подсистему системы множеств S,
состоящую из множеств S, для которых p(S) = 1:

Fp(S) = {S ∈ S : p(S) = 1}.
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Для заданной системы множеств S символом Âp(·)(S) обозначим множество весовых функций w(x),
удовлетворяющих условиям:

(A1) sup
S∈Fp(S)

1

|S|

∫

S

w(x)dx < c(p, w),

(A2) sup
S∈S\Fp(S)

( 1

|S|

∫

S

w(x)dx
)( 1

|S|

∫

S

w(x)
− 1

p(S)−1 dx
)p(S)−1

< c(p, w).

Пусть Bν — множество всех двоичных интервалов (см. [8, с. 69]) из пачек с номерами j ≥ ν

Bν = {∆i
j : j ≥ ν, i = 1, . . . , 2j}.

Множество измеримых на [0, 1] функций p(x) ≥ 1, удовлетворяющих условию

∣∣p(x) − p(y)
∣∣ ln

1

|x − y| ≤ c(p), (3)

будем обозначать символом P log.
Теорема A. Пусть p(x) ∈ P log, w(x) ∈ H (p). Тогда система Хаара будет базисом простран-

ства L
p(x)
w , если w(x) ∈ ⋃

ν
Âp(·)(Bν).

Отметим, что в безвесовом случае условия базисности системы Хаара были найдены в работе [9].
Основным результатом настоящей работы является оценка скорости сходимости сумм Фурье –

Хаара Qn(f, x) =
n∑

k=1

ckχk(x) к исходной функции f(x) в метрике пространства L
p(x)
w . Для безве-

сового случая исследование этого вопроса было проведено в [5], где автор отмечает необходимость
использования для пространств Лебега с переменным показателем модуля непрерывности Ω(f, δ)p(·),
основанного на усредненном сдвиге (см. также [10]). В весовом случае мы воспользуемся аналогич-

ной конструкцией. Пусть f(x) ∈ L
p(x)
w , w ∈ H (p). Будем считать, что функция f(x) продолжена на

всю полуось [0,+∞) с помощью равенства f(x) = 0, x > 1. Тогда для таких функций f(x) мы можем
ввести оператор Стеклова:

sh(f) = sh(f)(x) =
1

h

h∫

0

f(x + t)dt, x ∈ [0, 1].

Отметим, что при условии w ∈ H (p) имеет место вложение L
p(x)
w ⊂ L1, поэтому оператор Стеклова

будет определен для любой f ∈ L
p(x)
w . Введем теперь модуль непрерывности:

Ω(f, δ)p(·),w =





0, δ = 0,

sup
0<h≤δ

‖f − sh(f)‖p(·),w, δ > 0. (4)

Модуль непрерывности (4) является неубывающей неотрицательной функцией, а при некоторых
ограничениях на показатель p(x) и вес w(x) также и непрерывной. Последнее вытекает из следующего
результата, доказанного в работе [11].

Теорема B. Пусть Dν = {∆i
j ∪ ∆i+1

j : j ≥ ν, i = 1, . . . , 2j − 1} и

1) p(x) ∈ P
log(E), 2) w(x) ∈ Hp(·)(E), 3) w(x) ∈

⋃

ν

Âp(·)(Dν).

Тогда для функций f(x) ∈ L
p(x)
w имеет место оценка (0 < h ≤ 1)

‖sh(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)‖f‖p(·),w.

Другими словами, семейство операторов sh(f)(0 < h ≤ 1) будет равномерно ограничено в L
p(x)
w .

Данная теорема позволяет утверждать, в частности, что при условиях 1)–3) усредненный

сдвиг sh(f) для любой функции f ∈ L
p(x)
w также будет принадлежать пространству L

p(x)
w . Более

того, с помощью этой теоремы легко устанавливается следующий факт (см. также [5, лемма 3.2]).
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Лемма 4. Если p(x) ∈ P log, w(x) ∈ H (p) ∩
[⋃

ν
Âp(·)(Dν)

]
, то

Ω(f, δ)p(·),w → 0 при δ → 0. (5)

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.2 в работе [5] с той лишь особенностью, что

в данном случае приходится пользоваться леммой 1 о всюду плотности непрерывных функций в L
p(x)
w .

Отметим, что система Хаара будет базисом в пространствах L
p(x)
w , если показатель p(x) и вес

w(x) удовлетворяет условиям 1)–3) теоремы B.
В данной работе рассматривается задача об оценке в терминах модуля непрерывности (4) скорости

приближения функций суммами Фурье –Хаара в весовых пространствах Лебега L
p(x)
w с переменным

показателем p(x) ∈ P log и весом w(x) ∈ H (p) ∩
[⋃

ν
Âp(·)(Dν)

]
.

3. ВЕСОВЫЕ КЛАССЫ СОБОЛЕВА С ПЕРЕМЕННЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ

Классом Соболева W r
p(·),w(M) с переменным показателем p(x) и весом w(x) будем называть мно-

жество r − 1 раз непрерывно дифференцируемых на [0, 1] функций f(x), для которых f (r−1)(x) аб-

солютно непрерывна, а f (r)(x) ∈ L
p(x)
w и ‖f (r)‖p(·),w ≤ M . Положим W r

p(·),w = ∪M>0W
r
p(·),w(M),

Wp(·),w = W 1
p(·),w. В настоящем параграфе рассмотрена задача о приближении функций f ∈ Wp(·),w

суммами Фурье –Хаара Qn(f) = Qn(f, x).

Теорема 1. Пусть p(x) ∈ P log, w(x) ∈ H (p) ∩
[⋃

ν
Âp(·)(Dν)

]
. Справедлива следующая оценка

для f ∈ Wp(·),w:

‖f − Qn(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)

n
‖f ′‖p(·),w.

Доказательство. Пусть сначала f(x) ∈ W 1
p(·),w(1). Следовательно, f ′(x) ∈ L

p(x)
w и

‖f ′‖p(·),w ≤ 1. (6)

Напомним, что для сумм Фурье –Хаара справедлива формула [12, с. 21]

Sn(f, x) =
1

|λns|

∫

λns

f(t)dt, x ∈ λns,

где λns, s = 1, n — двоичные интервалы постоянства системы функций χk, k = 1, n и

|λns| =





1

2j+1
, 1 ≤ s ≤ 2i,

1

2j
, 2i + 1 ≤ s ≤ n

.

Используя эту формулу, оценим интеграл:

1∫

0

|n(Qn(f, x) − f(x))|p(x)w(x) dx =
n∑

s=1

∫

λns

∣∣∣ n

|λns|

∫

λns

(f(y) − f(x)) dy
∣∣∣
p(x)

w(x) dx =

=

n∑

s=1

∫

λns

∣∣∣ n

|λns|

∫

λns

[ y∫

x

f ′(t) dt
]
dy

∣∣∣
p(x)

w(x) dx ≤
n∑

s=1

∫

λns

[ n

|λns|

∫

λns

dy

∫

λns

|f ′(t)| dt
]p(x)

w(x) dx =

=
n∑

s=1

∫

λns

[
n

∫

λns

|f ′(t)| dt
]p(x)

w(x) dx =
n∑

s=1

∫

λns

[
n

∫

λns

|f ′(t)| dt
]p(x)−ps+ps

w(x) dx, (7)

где через ps обозначен минимум p(x) на λns. Поскольку f ′(x) ∈ L
p(x)
w и w(x) ∈ H (p), то можно при-

менить неравенство (2). Поэтому, используя условие (3) и неравенство (6) для одного из множителей
под интегралом в последнем выражении цепочки соотношений (7), получим:

[
n

∫

λns

|f ′(t)|dt
]p(x)−ps

≤ np(x)−ps

[ 1∫

0

|f ′(t)|dt
]p(x)−ps

≤
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≤ c(p)
[
c(p, w)‖f ′(t)‖p(·),w

]p(x)−ps

≤ c(p, w). (8)

Из (7) и (8) имеем:

1∫

0

|n(Qn(f, x) − f(x))|p(x)w(x) dx ≤ c(p, w)
n∑

s=1

∫

λns

[
n

∫

λns

|f ′(t)| dt
]ps

w(x) dx =

= c(p, w)
n∑

s=1

∫

λns

w(x) dx
[
n

∫

λns

|f ′(t)| dt
]ps

. (9)

Разобьем полученную сумму на две части: к первой части Σ1 отнесем члены с такими номерами s,
для которых ps = 1, а все остальные включим во вторую часть Σ2. Так как w(x) ∈ ⋃

ν
Âp(·)(Dν), то

для веса w(x) выполняется условие (A1). Поэтому для первой суммы (σ1 = {s : ps = 1}) можно
написать:

Σ1 =
∑

s∈σ1

1

|λns|

∫

λns

w(x)dx · (n|λns|) ·
∫

λns

|f ′(t)|dt < c(p, w)
∑

s∈σ1

∫

λns

|f ′(t)|dt ≤

≤ c(p, w)
n∑

s=1

∫

λns

|f ′(t)|dt = c(p, w)‖f ′‖1.

Как уже отмечалось, к f ′(x) применимо неравенство (2). Поэтому для суммы Σ1 получим:

Σ1 < c(p, w). (10)

Перейдем теперь к рассмотрению второй суммы (σ2 = {s : ps > 1}):

Σ2 =
∑

s∈σ2

∫

λns

w(x)dx
[
n

∫

λns

|f ′(t)|dt
]ps

. (11)

Применяя неравенство Гельдера для второго множителя, можно получить следующую оценку:

[
n

∫

λns

|f ′(t)| dt

]ps

=

[
n

∫

λns

w(t)
1

ps |f ′(t)|w(t)−
1

ps dt

]ps

≤

≤
[
n

( ∫

λns

w(t)|f ′(t)|ps dt

) 1
ps

( ∫

λns

w(t)−
p′

s
ps dt

) 1
p′

s

]ps

<

<
c(p)

|λns|ps

( ∫

λns

w(t)|f ′(t)|ps dt

)( ∫

λns

w(t)−
p′

s
ps dt

) ps
p′

s

=

= c(p)
1

|λns|

( ∫

λns

w(t)|f ′(t)|ps dt

)(
1

|λns|

∫

λns

w(t)−
1

ps−1 dt

)ps−1

,
1

ps
+

1

p′s
= 1. (12)

Подставляя (12) в (11), приходим к следующему соотношению:

Σ2 < c(p)
∑

s∈σ2

[
1

|λns|

∫

λns

w(x) dx

(
1

|λns|

∫

λns

w(t)−
1

ps−1 dt

)ps−1] ∫

λns

w(t)|f ′(t)|ps dt.

В силу (A2) выражение в квадратных скобках ограниченно величиной c(p, w), не зависящей от λns.
Следовательно,

Σ2 < c(p, w)
∑

s∈σ2

∫

λns

w(t)|f ′(t)|psdt.
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Рассмотрим функцию h(t) = ps, t ∈ λns. Так как h(t) ≤ p(t), то в силу леммы 2 и условия (6) имеем:

Σ2 < c(p, w)
∑

s∈σ2

∫

λns

w(t)|f ′(t)|h(t)dt ≤ c(p, w)

1∫

0

w(t)|f ′(t)|h(t)dt =

= c(p, w)

1∫

0

w(t)‖f ′‖h(t)
h(·),w

∣∣∣ f ′(t)

‖f ′‖h(·),w

∣∣∣
h(t)

dt ≤ c(p, w)

1∫

0

w(t)(rw
h,p)

h(t)‖f ′‖h(t)
p(·),w

∣∣∣ f ′(t)

‖f ′‖h(·),w

∣∣∣
h(t)

dt ≤

≤ c(p, w)(rw
h,p)

p

1∫

0

w(t)
∣∣∣ f ′(t)

‖f ′‖h(·),w

∣∣∣
h(t)

dt = c(p, w)(rw
h,p)

p. (13)

Из (9), (10) и (13) находим

1∫

0

|n(Qn(f, x) − f(x))|p(x)w(x)dx ≤ c(p, w).

Следовательно,
1∫

0

∣∣∣n(Qn(f, x) − f(x))

c(p, w)
1

p(x)

∣∣∣
p(x)

w(x)dx ≤ 1.

Но тогда тем более
1∫

0

∣∣∣∣∣
(Qn(f, x) − f(x))

(1 + c(p, w))
1
p /n

∣∣∣∣∣

p(x)

w(x)dx ≤ 1.

Последнее и означает, что

‖Qn(f) − f‖p(·),w ≤ (1 + c(p, w))
1
p

n
=

c(p, w)

n
.

Таким образом, для f(x) ∈ W 1
p(·),w(1) теорема доказана. Случай f(x) ∈ Wp(·),w сводится к уже

доказанному заменой g(x) =
f(x)

‖f ′‖p(·),w
. ¤

4. ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА С ПЕРЕМЕННЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ

В случае постоянного p задача о скорости приближения функций f(x) ∈ Lp суммами Фурье –
Хаара была решена П. Л. Ульяновым.

Теорема (П. Л. Ульянов). Если f(x) ∈ Lp(0, 1) с некоторым p ∈ [1,∞], то

‖f − Qn(f)‖p ≤ 24ωp(f, 1
n ) при n ≥ 1,

где ωp(f, δ) = sup
0<h≤δ

(1−h∫
0

|f(x + h) − f(x)|pdx
) 1

p

.

Данная теорема получила обобщение на переменный показатель в работе И. И. Шарапудинова [5].
Напомним, что для этого потребовалось ввести модуль непрерывности, основанный на усредненном
сдвиге.

Теорема (И. И. Шарапудинов). Пусть p(x) ∈ P log, f(x) ∈ Lp(x). Тогда справедлива оценка

‖f − Qn(f)‖p(·) ≤ c(p)Ω(f, 1
n )p(·).

В этом параграфе мы получим аналогичную оценку для функций f(x) ∈ L
p(x)
w в терминах модуля

непрерывности (4). Для этого нам понадобится следующий оператор:

Θν(f)(x) =
2

ν

ν∫

ν/2

sh(f)(x)dh =
2

ν

ν∫

ν/2

dh

h

h∫

0

f(x + t) dt =
2

ν

ν∫

ν/2

dh

h

x+h∫

x

f(t) dt, 0 < ν ≤ 1.
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Отметим, что данный оператор использовался при доказательстве приведенной ранее теоремы из
статьи [5, § 5] (см. также [10, с. 291]). Рассмотрим некоторые свойства этого оператора.

1. Для любого f(x) ∈ L1 функция Θν(f)(x), 0 < ν ≤ 1 является абсолютно непрерывной на

отрезке [0, 1].

Доказательство есть в [5, теорема 4]. Таким образом, Θν(f)(x) — абсолютно непрерывна и, сле-
довательно, почти всюду дифференцируема. Более того, справедливо следующее свойство.

2. Для любого f(x) ∈ L1 для почти всех x ∈ [0, 1] имеет место равенство

(
Θν(f)

)′
(x) =

2

ν

ν∫

ν/2

f(x + h) − f(x)

h
dh. (14)

Доказательство этого утверждения можно найти в [5, с. 13].

3. Для любого f(x) ∈ L
p(x)
w , w ∈ H (p) выполняется неравенство (0 < ν ≤ 1)

‖
(
Θν(f)

)′‖p(·),w ≤ c(p)
Ω(f, ν)p(·),w

ν
.

Доказательство. Воспользуемся интегрированием по частям для интеграла из (14) (u = 1/h,
v′ = f(x + h) − f(x)):

ν∫

ν/2

1

h

(
f(x + h) − f(x)

)
dh =

1

h

h∫

0

(
f(x + t) − f(x)

)
dt

∣∣∣
ν

ν/2
+

+

ν∫

ν/2

1

h2

h∫

0

(
f(x + t) − f(x)

)
dt dh = I1(x) + I2(x). (15)

I1(x) можно записать в следующем виде:

I1(x) = (sν(f)(x) − f(x)) − (sν/2(f)(x) − f(x)).

Отсюда следует, что

‖I1‖p(·),w ≤ ‖sν(f) − f‖p(·),w + ‖sν/2(f) − f‖p(·),w ≤ Ω(f, ν)p(·),w + Ω(f, ν
2 )p(·),w ≤ 2Ω(f, ν)p(·),w. (16)

Рассмотрим теперь I2(x):

I2(x) =

ν∫

ν/2

1

h

[
1

h

h∫

0

(
f(x + t) − f(x)

)
dt

]
dh =

ν∫

ν/2

1

h

(
sh(f)(x) − f(x)

)
dh.

Тогда, используя лемму 3, получим:

‖I2‖p(·),w =
∥∥∥

ν∫

ν/2

1

h

(
sh(f)(·) − f(·)

)
dh

∥∥∥
p(·),w

≤

≤ c(p)

ν∫

ν/2

1

h
‖sh(f) − f‖p(·),w dh ≤ c(p)Ω(f, ν)p(·),w (c(p) ≤ 2). (17)

Из (15), (16) и (17) получаем требуемое. ¤

Из свойств 1 и 3 следует, что, в частности

4. Θν(f) ∈ Wp(·),w для f ∈ L
p(x)
w , w ∈ H (p), 0 < ν ≤ 1.

5. Пусть f ∈ L
p(x)
w , w ∈ H (p), 0 < ν ≤ 1. Тогда справедливо неравенство

‖Θν(f) − f‖p(·),w ≤ c(p)Ω(f, ν)p(·),w.
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Доказательство. В силу того что |Θν(f)(x)−f(x)| ≤ 2

ν

ν∫
ν/2

|sh(f)(x)−f(x)| dh, пользуясь леммой 3,

сразу получаем требуемое:

‖Θν(f) − f‖p(·),w ≤ c(p)
2

ν

ν∫

ν/2

‖sh(f) − f‖p(·),w dh ≤ c(p)
2

ν

ν∫

ν/2

Ω(f, ν)p(·),w dh = c(p)Ω(f, ν)p(·),w. ¤

Сформулируем теперь основную теорему данного пункта.

Теорема 2. Пусть p(x) ∈ P log, w(x) ∈ H (p) ∩
[⋃

ν
Âp(·)(Dν)

]
. Тогда для f ∈ L

p(·)
w имеет место

оценка

‖f − Qn(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)Ω(f, 1
n )p(·),w.

Доказательство. Имеем:

‖f − Qn(f)‖p(·),w ≤ ‖f − Θ 1
n
(f)‖p(·),w + ‖Θ 1

n
(f) − Qn(Θ 1

n
(f))‖p(·),w+

+‖Qn(Θ 1
n
(f)) − Qn(f)‖p(·),w. (18)

Из свойства 5 оператора Θν(f) следует, что

‖f − Θ 1
n
(f)‖p(·),w ≤ c(p)Ω(f, 1

n )p(·),w. (19)

Далее, при условиях теоремы система Хаара образует базис в L
p(x)
w (см. теорему A), поэтому

‖Qn(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)‖f‖p(·),w.

Но тогда в силу линейности оператора Qn(f) и свойства 5 оператора Θν(f) для 3-го слагаемого в
(18) получаем:

‖Qn(Θ 1
n
(f)) − Qn(f)‖p(·),w = ‖Qn(Θ 1

n
(f) − f)‖p(·),w ≤

≤ c(p, w)‖Θ 1
n
(f) − f‖p(·),w ≤ c(p, w)Ω(f, 1

n )p(·),w. (20)

Наконец, свойства 3, 4 оператора Θν(f) и теорема 1 позволяют написать для второго слагаемого из
(18) оценку:

‖Θ 1
n
(f) − Qn(Θ 1

n
(f))‖p(·),w ≤ c(p, w)

n
‖Θ′

1
n
(f)‖p(·),w ≤

≤ c(p, w)

n
· Ω(f, 1

n )p(·),w

1/n
= c(p, w)Ω(f, 1

n )p(·),w. (21)

Доказательство завершается подстановкой оценок (19)–(21) в (18). ¤

Автор благодарит И. И. Шарапудинова за постановку задачи и ценные советы при ее решении.
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It is considered weighted variable Lebesgue L
p(x)
w and Sobolev Wp(·),w spaces with conditions on exponent p(x) ≥ 1 and

weight w(x) that provide Haar system to be a basis in L
p(x)
w . In such spaces there were obtained estimates of Fourier – Haar sums

convergence speed. Estimates are given in terms of modulus of continuity Ω(f, δ)p(·),w , based on mean shift (Steklov’s function).

Key words: weighted space, Lebesgue space, Sobolev space, variable exponent, modulus of continuity, Steklov’s function, direct

theorems of approximation theory, convergence speed, Fourier – Haar sums, Muckenhoupt condition.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ РИМАНА – ЛИУВИЛЛЯ
АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ НА ОТРЕЗКЕ

А. А. Тюленева

Аспирантка кафедры теории функций и приближений, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

aatuleneva@km.ru

Прямая теорема приближения алгебраическими многочленами доказана для интегралов Римана – Лиувилля поряд-

ка r > 0. Как следствие, получены асимптотические равенства для ε-энтропии образа класса типа Гельдера при дейст-

вии оператора интегрирования Римана – Лиувилля порядка r > 0.

Ключевые слова: p-вариация, пространство Lp, интеграл Римана – Лиувилля, наилучшее приближение, алгебраические

многочлены, ε-энтропия.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ЛЕММЫ

Пусть ξ = {x0 = a < x1 < · · · < xn = b} — разбиение отрезка [a, b], λ(ξ) = max
1≤i≤n

(xi − xi−1) —

диаметр разбиения ξ, 1 ≤ p < ∞. Определим p-вариационную сумму по разбиению и p-вариационный
модуль непрерывности равенствами

æp
ξ(f) =

(
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|p
)1/p

, ω1−1/p(f, δ)[a,b] = sup
λ(ξ)≤δ

æp
ξ(f), δ ∈ [0, b − a].

Если Vp(f, [a, b]) = ω1−1/p(f, b−a) < ∞, то f ∈ Vp[a, b], а если 1 < p < ∞ и lim
δ→0

ω1−1/p(f, δ)[a,b] = 0, то

f ∈ Cp[a, b]. Оба этих пространства являются банаховыми с нормой ‖f‖Vp
= max(‖f‖∞, Vp(f, [a, b])).

Подробнее об этих пространствах и теории приближений в них см. [1]. Далее, En(f)Vp
, (En(f)X)

означает наилучшее приближение функции f алгебраическими многочленами p степени не выше
n − 1 (p ∈ Pn−1) в метрике Cp[0, 1] (X[0, 1]). Под пространством X[a, b] будем понимать одно из

следующих пространств: Lp[a, b], 1 ≤ p < ∞, с нормой ‖f‖Lp[a,b] =
(∫ b

a
|f(x)|p dx

)1/p

, C[a, b] с нормой

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| или Cp[a, b], 1 < p < ∞. Если [a, b] = [0, 1], то ‖ϕ‖X[a,b] = ‖ϕ‖X и вместо

ω1−1/p(f, δ)[a,b] пишем просто ω1−1/p(f, δ). Стандартным образом модуль гладкости порядка k ∈ N в
X[a, b] определяется формулой

ωk(f, δ)X[a,b] = sup
0<h≤δ

‖∆k
hf(x)‖X[a,b−kh]; ∆k

hf(x) =

k∑

i=0

(−1)i

(
k

i

)
f(x + ih).

При [a, b] = [0, 1] пишем просто ωk(f, δ)X , вместо X = Lp или X = C пишем p или ∞.
Для функции ϕ ∈ L1[a, b] интегралом Римана –Лиувилля порядка r > 0 называется функция

(Ir
aϕ)(x) = Γ−1(r)

∫ x

a

(x − t)r−1ϕ(t) dt, a ≤ x ≤ b,

где Γ(r) обозначает гамма-функцию Эйлера. Существование этого интеграла следует из леммы
5. Подробнее о свойствах этого интеграла см. [2, гл. 1]. Будем писать также f ∈ Ir

∗,a(ϕ), если

f(x) = Ir
a(ϕ)(x) +

∑[r]
k=1 ck(x − a)r−k, ck ∈ R. Для приближения функций f = Ir

0 (ϕ) и f ∈ Ir
∗,0(ϕ)

удобно использовать величины

En,s(f)X = inf





∥∥∥∥∥∥
f −

n−1∑

i=0

aix
i −

[s]∑

j=1

bjx
s−j

∥∥∥∥∥∥
X

: ai, bj ∈ R



 , s − r ∈ N.

Для r > 0 и 0 < α ≤ 1 через W rHα(M,N, [0, 1]) обозначим множество
{

f ∈ C[0, 1] : f ∈ Ir
∗,0(ϕ), ‖f‖∞ ≤ N, ‖ϕ‖∞ ≤ M, |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ M |x − y|α, x, y ∈ [0, 1]

}
.
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Будем писать ω ∈ Ω, если ω(t) возрастает и непрерывна на [0, 1], а также обладает свойства-
ми ω(0) = 0, ω(t) > 0 при t > 0 и ω(2t) ≤ Cω(t), t ∈ [0, 1/2]. Для функции ω ∈ Ω положим
ω−1(u) = sup{t ∈ [0, 1] : ω(t) ≤ u}, u ∈ [0, ω(1)]. Функция ω ∈ Ω принадлежит классу Nr, r > 0, если
для 1 ≥ t ≥ u > 0 верно неравенство t−rω(t) ≤ Cu−rω(u), соответственно ω ∈ Ω принадлежит классу

B, если
∫ δ

0
t−1ω(t) dt ≤ Cω(δ), δ ∈ [0, 1]. При r > 0, 1 < p < ∞ и ω ∈ Ω ∩ N1−1/p рассмотрим класс

W rHω
1−1/p(M,N, [0, 1]) =

{
f ∈ Cp[0, 1] : f ∈ Ir

∗,0(ϕ), ‖f‖Vp
≤ N,

‖ϕ‖Vp
≤ M, ω1−1/p(f, δ) ≤ ω(δ), δ ∈ [0, 1]

}
.

Пусть K — компакт в метрическом пространстве (X, ρ). Множество U ⊂ X называется ε-сетью для
множества K в пространстве X, если для любой точки x ∈ K найдется y ∈ U такая, что ρ(x, y) ≤ ε.
Соответственно множество V ⊂ K называется ε-цепью для K, если для любых x, y ∈ V , x 6= y,
верно ρ(x, y) > ε. Следуя работе А. Н. Колмогорова и В. М. Тихомирова [3], двоичный логарифм
количества точек в минимальной ε-сети для K в X будем называть ε-энтропией K в X и обозначать
через Hε(K,X), а двоичный логарифм количества точек в максимальной ε-цепи для K будем называть
ε-емкостью и обозначать Cε(K). Можно показать, что при ε > 0 имеют место неравенства (см. [3])

C2ε(K) ≤ Hε(K,X) ≤ Cε(K). (1)

Лемма 1 (см. [1]). Пусть 1 < p < ∞ и f ∈ Vp[a, b]. Тогда справедливо неравенство

ω(f, δ)Vp[a,b] ≤ 2ω1−1/p(f, δ)[a,b].

Лемма 2 (см. [4]). Пусть l1N есть пространство N -мерных векторов x = (x1, x2, . . . , xN ) с

нормой ‖x‖l1
N

=
n∑

i=1

|xi|, а KN есть множество из 2N точек пространства l1N с координатами 0

или 1. Если M(N, d) — мощность максимальной d-цепи для KN в метрике l1N , то при d = [N/k],

k > 2, и N > N0(k) справедливо неравенство M(N, d) ≥ CN , C > 1.

Рассмотрим теперь банахово пространство X[a, b] и Φ = {ϕi}∞i=1 — последовательность та-
ких элементов из X[a, b], что их линейные комбинации плотны в X[a, b] и любое конечное под-
множество Φ линейно независимо. Пусть последовательность ∆ = {δi}∞i=0 убывает к нулю, а
EΦ

n (f)X = inf{‖f − ∑n
k=1 akϕk‖X : ak ∈ R}, n ∈ Z+ (EΦ

0 (f)X = ‖f‖X). Тогда по определению
A(∆,Φ)X = {f ∈ X[a, b];EΦ

n (f)X ≤ δn, n ∈ Z+}. В частности, множество A(∆,Φ)X ограниченно в
X[a, b], более того, оно компактно в X[a, b]. Следующая лемма доказана в [5] и является важным
вкладом в теорию приближений.

Лемма 3. Пусть ∆ = {δi}∞i=0 убывает к нулю. Тогда верно неравенство Hε(A(∆,Φ)X) ≤ C
j∑

i=1

Ni,

где Ni = min{k ∈ Z+ : δk ≤ M−i} при i ∈ N, M > 1 — любое фиксированное число, а j определяется
из неравенств M−(j−1) < ε ≤ M−(j−2) при ε < ε0(M).

Следующая лемма установлена в [4, следствие 1] и позволяет без лишних вычислений применять
оценку леммы 3.

Лемма 4. Пусть ω ∈ Ω ∩ B ∩ Nα для некоторого α > 0 и δn = ω(1/n), n ∈ N. Тогда для Ni и j,

определенных согласно лемме 3, справедливо неравенство
j∑

i=1

Ni ≤ Cω−1(ε).

Лемма 5 является аналогом известного неравенства для сверток 2π-периодических функций (см.
[6, гл. 3]).

Лемма 5. Пусть a < b и ψ(x) =
∫ b

a
g(x − t)ϕ(t)dt, где g(t) ∈ L1[a − b, b − a], x ∈ [a, b], ϕ ∈ X[a, b].

Тогда

‖ψ‖X[a,b] ≤ C1‖g‖L1[a−b,b−a]‖ϕ‖X[a,b],

причем C1 = 1 для X = Lp и C, C1 = 31/p для X = Cp.

Доказательство. С помощью простой замены переменных получаем:

∫ b

a

g(x − t)ϕ(t)dt =

∫ x−a

x−b

g(t)ϕ(x − t)dt.

Отсюда в случае X[a, b] = C[a, b] сразу имеем:

‖ψ‖C[a,b] ≤ ‖ϕ‖C[a,b]‖g‖L1[a−b,b−a]. (2)
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В случае X = Lp или X = Cp рассмотрим функцию ϕ1(t), равную ϕ(t) на [a, b] и обращающуюся в
нуль вне этого отрезка. Тогда

∫ x−a

x−b

g(t)ϕ(x − t) dt =

∫ b−a

a−b

g(t)ϕ1(x − t) dt. (3)

Так как x ∈ [a, b], x − t пробегает отрезок [2a − b, 2b − a]. Применяя обобщенное неравенство Мин-
ковского, имеем для X = Lp:

‖ψ‖Lp[a,b] ≤
∫ b−a

a−b

|g(t)|
{∫ 2b−a

a−2b

|ϕ1(τ)|pdτ

}1/p

dt ≤ ‖ϕ‖Lp[a,b]‖g‖L1(a−b,b−a).

В случае X = Cp из (3) следует (q = p/(p − 1))

|ψ(xi) − ψ(xi−1)| =

∣∣∣∣∣

∫ b−a

a−b

g(t)(ϕ1(xi − t) − ϕ1(xi−1 − t))dt

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b−a

a−b

|g(t)|1/p+1/q|ϕ1(xi − t) − ϕ1(xi−1 − t)|dt ≤

≤ ‖g‖1/q
L1[a−b,b−a]

(∫ b−a

a−b

|g(t)||ϕ1(xi − t) − ϕ1(xi−1 − t)|pdt

)1/p

.

Для любого разбиения ξ = {xi}n
0 отрезка [a, b] с помощью суммирования получаем:

n∑

i=1

|ψ(xi) − ψ(xi−1)|p ≤ ||g||pL1[a−b,b−a]V
p
p (ϕ1, [a − 2b, 2b − a]).

Очевидно, что за счет доопределения нулем p-вариация в p-й степени не могла измениться более чем
на 2‖ϕ‖p

∞ ≤ 2‖ϕ‖p
Vp[a,b], поэтому

Vp(ϕ1, [a − 2b, 2b − a]) ≤ 31/p‖ϕ‖Vp[a,b].

Объединяя полученное неравенство с (2), доказываем лемму для X = Cp. Лемма доказана.
Лемма 6 (см. [7]). Если Vs(x− c, a, b) = (a(x− c) + b(|x− c|))|x− c|s, |c| < 1, s > −2, a, b ∈ R, то

справедливо неравенство

En(Vs(x − c, a, b))L1(−1,1) ≤ C(s, a, b)n−s−2.

Пусть r ∈ N, 1 ≤ p < ∞. Через W r
p [a, b] обозначим множество функций f таких, что f, f ′, . . . , f (r)

абсолютно непрерывны на [a, b], причем f (r) ∈ Lp[a, b]. Через W r
∞ мы обозначим пространство r раз

непрерывно дифференцируемых функций на [a, b].
Лемма 7 (см. [8, гл. 6, § 2]). Пусть r ∈ N, f ∈ Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, или f ∈ C[0, 1] (p = ∞). Тогда

для любого h ∈ (0, 1) существует функция gh,r(f) ∈ W r
p [0, 1] такая, что ‖f−gh,r(f)‖p ≤ C1ωr(f, h)p

и ‖(gh,r(f))(r)‖p ≤ C2h
−rωr(f, h)p.

Лемма 8. Пусть f ∈ Cp[0, 1], 1 < p < ∞. Тогда существует gh(f) такая, что (gh(f))′ суще-

ствует всюду и принадлежит Cp[0, 1], причем

‖f − gh(f)‖Cp
≤ C1ω1−1/p(f, h) и ‖(gh(f))′‖Cp

≤ C2h
−1ω1−1/p(f, h).

Доказательство. Пусть gh(f)(x) = h−1
∫ x+h

x
f∗(t) dt, где f∗(t) равна f(t) на [0, 1] и f∗(t) = f(1)

при t ≥ 1. Аналогично [9, добавление 2] показывается, что для упомянутых выше пространств X

‖f − gh(f)‖X ≤ ω1(f
∗, h)X[0,1+h], ‖(gh(f))′‖X ≤ h−1ω1(f

∗, h), h ∈ (0, 1). (4)

Но по лемме 1 имеем: ω1(f
∗, h)Cp[0,1+h] ≤ 2ω1−1/p(f

∗, h)[0,1+h]. С другой стороны, для любого разби-
ения ξ1 = {xi}∞i=0 отрезка [0, 1 + h] диаметра не больше h пусть xj−1 < 1 ≤ xj . Тогда для разбиения
ξ = {xi}j−1

i=0 ∪ {1} имеем равенство: æp
ξ1

(f) = æp
ξ(f), т. е.

ω1−1/p(f
∗, h)[0,1+h] = ω1−1/p(f, h).

Подставляя полученные оценки в (4), доказываем лемму 8.
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2. ПРЯМЫЕ ТЕОРЕМЫ ПРИБЛИЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ РИМАНА – ЛИУВИЛЛЯ

Следующая теорема для случая X = Lp, 1 ≤ p < ∞, доказана Ф. Г. Насибовым [10].
Теорема 1. Пусть r > 0, f(x) = (Ir

0ϕ)(x) и ϕ ∈ X[0, 1]. Тогда En(f)X ≤ C2(r)‖ϕ‖X/nr.
Доказательство. Нетрудно проверить, что f(x) представима в виде

f(x) =

∫ 1

0

Dr−1(x − t)ϕ(t)dt/Γ(r), (5)

где Dr−1(t) = (|t|r−1 + t|t|r−2)/2. Для этого достаточно разбить интеграл справа в (5) на два:
от 0 до x и от x до 1. По определению второй равен нулю, первый же совпадает с инте-
гралом Римана –Лиувилля. Согласно лемме 6 существует многочлен pn−1 ∈ Pn−1 такой, что
‖Dr−1(x) − pn−1(x)‖L1(−1,1) ≤ C1n

−r. Полагая Vn−1(f, x) = Γ−1(r)
∫ 1

0
ϕ(t)pn−1(x − t) dt (тогда

Vn−1(f) ∈ Pn−1), имеем благодаря лемме 5

‖f(x) − Vn−1(f, x)‖X ≤ C2‖ϕ‖X

Γ(r)

∫ 1

−1

|pn−1(x) − Dr−1(x)|dx ≤ C3‖ϕ‖X/nr.

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть r > 0, k ∈ N, f(x) ∈ Ir

∗,0(ϕ)(x), ϕ(t) ∈ Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, или ϕ(t) ∈ C[0, 1]

(p = ∞). Тогда справедливо неравенство

En,k+r(f)X ≤ Cωk(ϕ, 1/n)p/nr.

Доказательство. Рассмотрим функцию gh,k(ϕ) из леммы при h = 1/n. Тогда

gh,k(ϕ)(x) =

k−1∑

j=0

g
(j)
h,k(ϕ)(0)xj

j!
+ Ik

0 (g
(k)
h,k(ϕ))(x).

Поскольку Ir
0 (qα) = qr+α, где qα(x) = Γ−1(α + 1)xα, то согласно теореме 2.5 в [2, гл. 1] имеем

Ir(gh,k(ϕ))(x) =

k−1∑

j=0

g
(j)
h,k(ϕ)(0)xj+r

(j + r + 1)!
+ Ir+k

0 (g
(k)
h,k(ϕ))(x).

В силу определения En,r и теоремы 1 получаем:

En,r+k(f)p = En,r+k(Ir
0 (ϕ))p ≤ En,r+k(Ir

0 (ϕ − gh,k(ϕ)))p + En,r+k(Ir
0 (gh,k(ϕ)))p ≤

≤ En(Ir
0 (ϕ − gh,k(ϕ)))p + En(Ir+k

0 (g
(k)
h,k(ϕ)))p ≤

≤ C1(n
−r‖ϕ − gh,k(ϕ)‖p + n−r−kh−kωk(ϕ, h)p) ≤ C2n

−rωk(ϕ, 1/n).

Теорема доказана.
Замечание 1. Для X = Lp, 1 ≤ p < ∞, r > 0 и k = 2 аналог теоремы 2 доказан Ф. Г. Насибо-

вым [10] на отрезке [a, b] ⊂ (0, 1).
Теперь получим аналог теоремы 2 для функций ограниченной p-вариации на отрезке.
Теорема 3. Пусть r > 0, 1 < p < ∞, ϕ(t) ∈ Cp[0, 1], f(x) ∈ Ir

∗,0(ϕ). Тогда верно неравенство

En,r+1(f)Cp
≤ Cω1−1/p(ϕ, 1/n)/nr, n ∈ N.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 2, используя функцию gh(ϕ) из леммы 8,
находим, что

gh(ϕ)(x) = gh(ϕ)(0) +

∫ x

0

(gh(ϕ))′(t) dt = gh(ϕ)(0) + I1
0 (g′h(ϕ))(x),

откуда
Ir
0 (gh(ϕ))(x) = xrgh(ϕ)(0)/Γ(r + 1) + Ir+1

0 (g′h(ϕ))(x)

также по теореме 2.5 из [2, гл. 1]. В итоге при h = 1/n получаем по теореме 1

En,r+1(f)Cp
= En,r+1(I

r
0 (ϕ))Cp

≤ En,r+1(I
r
0 (ϕ − gh(ϕ)))Cp

+ En,r+1(I
r
0 (gh(ϕ)))Cp

≤
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≤ En(Ir
0 (ϕ − gh(ϕ)))Cp

+ En(Ir+1
0 ((gh(ϕ))′))Cp

≤
≤ C1(n

−r‖ϕ − gh(ϕ)‖Cp
+ n−r−1h−1ω1−1/p(ϕ, h)) ≤ C2n

−rω1−1/p(ϕ, 1/n).

Теорема доказана.
Применим теорему 2 к оценке ε-энтропии некоторых компактов дифференцируемых в смысле

Римана –Лиувилля функций. Напомним, что A(ε) ≍ B(ε) означает, что C1A(ε) ≤ B(ε) ≤ C2A(ε) при
всех ε > 0, где 0 < C1 < C2.

Теорема 4. Пусть r > 0, 0 < α ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞ (при q = ∞ вместо L∞[0, 1] рассматриваем C[0, 1]).
Тогда имеет место порядковое равенство:

Hε(W
rHα(M,N, [0, 1]), Lq[0, 1]) ≍ (1/ε)1/(r+α).

Доказательство. Отметим сразу, что если f(x) ∈ W rHα(M,N, [0, 1]), то

f(x) = (Ir
0 (ϕ(t) − ϕ(0)))(x) + Ir

0 (ϕ(0)) +

[r]∑

k=1

ckxr−k = (Ir
0 (ϕ(t) − ϕ(0)))(x) +

[r]∑

k=0

ckxr−k,

где ϕ ∈ Lip(α), т. е. |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ M |x−y|α, x, y ∈ [0, 1]. Пусть Φ = {xk−r}[r]
k=0

⋃{xn}∞0 . По теореме 2
при k = 1 получаем:

En,r+1(f)∞ = EΦ
n+[r]+1(f)∞ ≤ C1n

−r−α ≤ C1(r + 1)r+α(n + [r] + 1)−r−α,

т. е. f ∈ A(∆,Φ)C , где δn = C2n
−r−α. Ясно, что ω(δ) = δr+α принадлежит B ∩ Nr+α. Поэтому по

леммам 3 и 4 имеем: Hε(W
rHα(M,N, [0, 1]), C[0, 1])) ≤ C3ε

−1/(r+α).
Для оценки снизу введем функции, использовавшиеся в [3] для доказательства в случае r ∈ N.

Пусть

ϕ(y) =

{
a(1 + y)r+α(1 − y)r+α, |y| ≤ 1,

0, |y| > 1.

Для ϕ(y) при |y| ≤ 1 нетрудно вывести формулу ϕ(k)(y) = apk(y)(1−y2)r+α−k, где k ∈ N, k ≤ r+α,
pk — многочлен k-й степени. Отсюда, пользуясь тем, что многочлен принадлежит классу Lip(1), а
(1 ± y)β — классу Lip(β), легко вывести, что ϕ([r+α]) ∈ Lip({r + α}) при r + α не целом (здесь [x]

обозначает целую часть x, а {x} – дробную часть x), а при целом r +α верно, что ϕ(r+α−1) ∈ Lip(1).
Другими словами, в обозначениях книги [2] ϕ ∈ Hr+α. Следуя [3], расположим в [0,1] точки вида
xm = (1 + 2m)τ , m = 0, . . . , s = [1/2τ ], τ = (ε/a)1/(r+α). Рассмотрим теперь набор G из 2s функций g

вида

g(x) =

s−1∑

k=0

γkτ r+αϕ((x − xk)/τ), γk = ±1. (6)

Очевидно, что все производные g ∈ G, вплоть до [r + α]-й, обращаются в нуль в нуле и сами g ∈ G

принадлежат классу Hr+α
0 [0, 1]. Он определяется как {f ∈ Hr+α[0, 1] : f(0) = 0, . . . , f ([r+α])(0) = 0}

при r + α не целом и как {f ∈ Hr+α[0, 1] : f(0) = 0, . . . , f ([r+α]−1)(0) = 0} при r + α целом. Поэтому
по теореме 3.2 из [2, гл. 1] In−r

0 g ∈ Hn+α для g ∈ G, n = [r]+1. В самом деле, либо n+α — не целое,
либо, в противном случае, n и α — целые, и можно применять теорему 3.2. Тогда по определению
производные порядка r от g ∈ G принадлежат Lip(α), т. е. эти функции при достаточно малом a

принадлежат W rHα(M,N, [0, 1]) (см. [2, гл. 1, теорема 2.3]).
Итак, мы имеем 2s таких функций g и любые две из них имеют разные знаки хотя бы в одной

точке xk, и в этой точке разность между ними по модулю равна 2aτ r+α = 2ε > ε. Таким образом,
множество G является ε-цепью для W rHα(M,N, [0, 1]) в пространстве C[0, 1], в нем 2s элементов и
s ≥ C1ε

−1/(r+α) (см. определения s и τ выше). В силу неравенства (1) получаем оценку ε-энтропии
W rHα(M,N, [0, 1]) снизу при q = ∞.

Применим теперь те же самые функции (6) для построения cε-цепи в пространстве L1[0, 1]. Тем
самым оценка снизу будет установлена для всех q ∈ [1,∞). Заметим, что если в точке xk знаки
функций g1 и g2 вида (6) различны, то

∫ 1

0

|g1(x) − g2(x)| dx ≥ 2

∫ xk+τ

xk−τ

|g1(x)| dx = 2aττ r+α

∫ 1

−1

(1 − y2)r+α dy = C2ετ.
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Чтобы
∫ 1

0
|g1 − g2| dx было больше cε при некоторой постоянной c > 0, достаточно, чтобы число

таких точек xk, где знаки g1 и g2 различны, было не менее [s/k], k > 2. Согласно же лемме 2, при
достаточно больших s, можно выбрать не менее Cs, C > 1, наборов из s плюсов и минусов так,
что для любых двух наборов число различных знаков в одинаковых разрядах не менее [s/k]. Таким
образом, существует не менее Cs функций вида (6) так, что для любых двух функций g1 и g2 из
этого подмножества ‖g1 − g2‖L ≥ cε. Мы построили cε/2-цепь для W rHα(M,N, [0, 1]) в L1[0, 1] и,
как и выше, получаем отсюда нижнюю оценку для ε-энтропии.

Замечание 2. Как отмечено при доказательстве, при r ∈ N и q = ∞ асимптотическое равенство
теоремы 4 установлено А. Н. Колмогоровым и В. М. Тихомировым в [3]. Для r ∈ N и 1 ≤ q < ∞
утверждение теоремы 4 доказано в [11].

Теорема 5. Пусть r ∈ N, ω ∈ Ω
⋂

N1−1/p. Тогда верно порядковое равенство (1 < p < ∞)

Hε(W
rHω

1−1/p(M,N, [0, 1]), Cp[0, 1]) ≍ 1

ω̃−1(ε)
, (7)

где ω̃(δ) = ω(δ)δr. При r > 0, r ∈ N, верна соответствующая оценка сверху из (7).
Доказательство. Оценка снизу в (7) доказывается аналогично доказательству теоремы 1 из [4].

Оценка сверху устанавливается с помощью теоремы 3 аналогично доказательству соответствующей
части теоремы 4.
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УДК 517.97

ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ОДУ

А. В. Фоминых

Аспирант кафедры математической теории моделирования систем управления, Санкт-Петербургский государственный

университет, alexfomster@mail.ru

В статье рассматривается задача Коши для нелинейной системы ОДУ. Эта задача сводится к вариационной задаче

минимизации некоторого функционала на всём пространстве. Для данного функционала выписываются необходимые

условия минимума. На основании этих условий описываются метод наискорейшего спуска и метод сопряжённых направ-

лений для рассматриваемой задачи. Приводятся численные примеры реализации этих методов. Дополнительно исследуется

задача Коши с системой, не разрешённой относительно производных.

Ключевые слова: вариация, задача Коши, квадратичный функционал, градиент Гато, метод наискорейшего спуска, метод

сопряжённых направлений.

ВВЕДЕНИЕ

Существует много методов решения задачи Коши, например, метод последовательных приближе-
ний Пикара, метод ломаных Эйлера, серия методов Рунге –Кутты. В работе [1] задача Коши для
линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений сводится к вариационной задаче ми-
нимизации некоторого строго выпуклого функционала на всём пространстве. В данной статье этот
подход распространяется на нелинейную систему ОДУ. Для поиска стационарных точек функционала
используются метод наискорейшего спуска и метод сопряжённых направлений, которые относятся к
прямым методам вариационного исчисления.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему

ẋ = f(x, t), t ∈ [0, T ], (1)

с заданным начальным условием

x(0) = x0. (2)

Здесь T — некоторый фиксированный момент времени, x(t) — искомая вектор-функция фазовых
координат, x ∈ C1

n[0, T ], где C1
n[0, T ] — пространство n-мерных вектор-функций, непрерывно диффе-

ренцируемых на [0, T ], f(x, t) — заданная вещественная n-мерная вектор-функция, x0 — заданный
вектор. Требуется найти такое решение системы (1), которое удовлетворяет начальному условию (2).
Будем считать, что для (1), (2) выполнены условия теоремы Пикара. Тогда решение задачи Коши (1),
(2) существует и единственно.
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2. СВЕДЕНИЕ К ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ

Положим z(t) = ẋ(t), z ∈ Cn[0, T ], где Cn[0, T ] — пространство n-мерных вектор-функций, непре-
рывных на [0, T ]. Тогда с учётом (2) x(t) = x0 +

∫ t

0
z(τ) dτ . Требуется найти такую вектор-функцию

z(t), которая удовлетворяет системе

z(t) = f
(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, t
)
. (3)

Введём в рассмотрение функционал

I(z) =
1

2

∫ T

0

(
ϕ(z, t), ϕ(z, t)

)
dt, (4)

где

ϕ(z, t) = z(t) − f
(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, t
)
.

Нетрудно видеть, что функционал (4) не отрицателен для всех z ∈ Cn[0, T ] и обращается в ноль
в точке z∗ тогда и только тогда, когда z∗ — решение задачи Коши (1), (2) или (3).

3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ МИНИМУМА

Рассмотрим дифференциальные свойства функционала I(z). Заметим, что из выполнения условий

теоремы Пикара следуют существование и непрерывность матрицы
∂f

∂x
частных производных.

Лемма 1. Функционал I(z) дифференцируем по Гато, и его «градиент» в точке z выражается

по формуле

∇I(z) = z(t) − f(z, t) −
∫ T

t

(∂f(z, τ)

∂x

)′(
z(τ) − f(z, τ)

)
dτ, (5)

где «′» означает операцию транспонирования.

Доказательство. Рассмотрим классическую вариацию функционала (4). Пусть v ∈ Cn[0, T ], α > 0.
Вычислим

I(z + αv) =
1

2

∫ T

0

(
z(t) + αv(t) − f

(
x0 +

∫ t

0

z(τ) + αv(τ)dτ, t
)
,

z(t) + αv(t) − f
(
x0 +

∫ t

0

z(τ) + αv(τ)dτ, t
))

dt =

= I(z) + α

∫ T

0

(
z(t) − f(z, t), v(t) − ∂f(z, t)

∂x

∫ t

0

v(τ)dτ
)

dt + o(α),

где
o(α)

α
↓ 0 при α ↓ 0. Далее, имеем:

I ′(z, v) = lim
α↓0

I(z + αv) − I(z)

α
=

∫ T

0

(
z(t) − f(z, t), v(t)

)
dt−

−
∫ T

0

(∫ T

t

(∂f(z, τ)

∂x

)′(
z(τ) − f(z, τ)

)
dτ, v(t)

)
dt =

∫ T

0

(
∇I(z), v(t)

)
dt,

и формула (5) доказана.

Отсюда заключаем, что для того чтобы вектор-функция z∗ была точкой минимума функциона-
ла (4), необходимо [2] выполнение соотношения

z∗(t) − f(z∗, t) −
∫ T

t

(∂f(z∗, τ)

∂x

)′(
z∗(τ) − f(z∗, τ)

)
dτ = 0n ∀ t ∈ [0, T ], (6)

где 0n — нулевой элемент пространства Cn[0, T ].
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4. МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

Опишем вначале следующий метод наискорейшего спуска [3] для поиска стационарных точек
функционала I(z).

Фиксируем произвольное z1 ∈ Cn[0, T ]. Пусть уже построено zk ∈ Cn[0, T ]. Если выполнено
необходимое условие минимума (6), то zk является стационарной точкой функционала I(z), и процесс
прекращается. В противном случае положим

zk+1(t) = zk(t) + γkG(zk, t), (7)

где G(zk, t) представляет собой антиградиент функционала I(z) в точке zk, который с учётом (5)
находится по формуле

G(zk, t) = −zk(t) + f(zk, t) +

∫ T

t

(∂f(zk, τ)

∂x

)′(
zk(τ) − f(zk, τ)

)
dτ, (8)

а γk является решением следующей задачи одномерной минимизации:

min
γ>0

I(zk + γG(zk, t)) = I(zk + γkG(zk, t)). (9)

В силу (9) I(zk+1) 6 I(zk). Если последовательность {zk} бесконечна, то благодаря непрерывности
G(zk, t) как функции z описанный метод сходится [4] в следующем смысле

||G(zk, t)|| =

√∫ T

0

G2(zk, t)dt → 0, k → ∞.

Если последовательность {zk} конечна, то последняя её точка является стационарной точкой функ-
ционала I(zk) по построению.

5. МЕТОД СОПРЯЖЁННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ

Опишем теперь следующий метод сопряжённых направлений [5] для поиска стационарных точек
функционала I(z).

Фиксируем произвольное z1 ∈ Cn[0, T ]. Пусть уже построено zk ∈ Cn[0, T ]. Если выполнено
необходимое условие минимума (6), то zk является стационарной точкой функционала I(z), и процесс
прекращается. В противном случае положим

zk+1(t) = zk(t) + γkW (zk, t), (10)

W (z0, t) = G(z0, t), W (zk, t) = G(zk, t) + βkW (zk−1, t),

где G(zk, t) определяется формулой (8), а γk является решением следующей задачи одномерной ми-
нимизации:

min
γ>0

I(zk + γW (zk, t)) = I(zk + γkW (zk, t)). (11)

Величину βk можно искать по-разному. Для нахождения βk наиболее распространены правило
Флетчера –Ривса:

βk =

∫ T

0

(
G(zk, t), G(zk, t)

)
dt

∫ T

0

(
G(zk−1, t), G(zk−1, t)

)
dt

и правило Полака –Райбера:

βk =

∫ T

0

(
G(zk, t), G(zk, t) − G(zk−1, t)

)
dt

∫ T

0

(
G(zk−1, t), G(zk−1, t)

)
dt

.

В силу (11) I(zk+1) 6 I(zk). Из (7) и (10) видно, что на первой итерации метод сопряжённых
направлений и метод наискорейшего спуска совпадают. Метод сопряжённых направлений обычно
оказывается более эффективным, чем метод наискорейшего спуска. Например, при минимизации вы-
пуклых квадратичных функций в конечномерных задачах метод сопряжённых направлений сходится
за конечное число итераций, в отличие от метода наискорейшего спуска, который в общем случае
сходится лишь в пределе.
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6. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

Для иллюстрации метода наискорейшего спуска рассмотрим следующий пример. Пусть требуется
решить задачу Коши:

ẋ = −x2, x(0) = 1.

Зададим T = 1. Аналитическое решение имеет вид

x(t) =
1

t + 1
.

В табл. 1 приведены результаты вычислений с помощью метода наискорейшего спуска. В качестве
начального приближения взята точка z(t) = 0, а тогда x(t) = 1. Из табл. 1 видно, что на 3 итерации
погрешность не превышает величины 2 × 10−5.

Таблица 1

k I(zk) ‖z∗ − zk‖ ‖x∗ − xk‖ ‖G(zk)‖

1 0.5 0.54006 0.3372 1.0408

2 0.00318 0.07374 0.01472 0.04325

3 0.0000153 0.0048 0.00087 0.00036

Для иллюстрации метода сопряжённых направлений рассмотрим ещё один пример. Пусть требу-
ется решить задачу Коши:

{
ẋ1 = (a − bx2)x1,

ẋ2 = (−c + dx1)x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 1.

Такие системы встречаются при моделировании жизнедеятельности популяций и описывают вза-
имодействие хищников с жертвами. Приведённая система уравнений является одной из самых из-
вестных для описания динамики взаимодействующих популяций и носит название модели Вольтер-
ра –Лотка [6]. Здесь x1 — количество жертв, x2 — количество хищников. Коэффициенты a, b, c,
d — положительны, a — скорость размножения жертв в отсутствии хищников, b характеризует со-
кращение количества жертв из-за хищников, c — скорость вымирания хищников в отсутствии жертв,
d характеризует компенсацию количества хищников за счёт жертв. Зададим: T = 1, a = b = c = d = 1.

В табл. 2 приведены результаты вычислений с помощью метода сопряжённых направлений. В
качестве начального приближения взята точка z(t) = [t, t], а тогда x(t) = [3 + t2/2, 1 + t2/2]. Из
табл. 2 видно, что на 6 итерации погрешность не превышает величины 3 × 10−2.

Таблица 2

k 1 2 3 4 5 6

I(zk) 2.9974 1.6008 1.2617 0.4419 0.0591 0.0207

‖G(zk)‖ 4.6257 2.1201 1.3691 0.6875 0.7836 0.1608

7. ДОПОЛНЕНИЕ

Дополнительно исследуем задачу Коши, когда система ОДУ не разрешена относительно произ-
водных, то есть рассмотрим задачу

g(x, ẋ, t) = 0n, t ∈ [0, T ], (12)

x(0) = x0. (13)

Здесь T — некоторый фиксированный момент времени, x(t) — искомая вектор-функция фазовых ко-
ординат, x ∈ C1

n[0, T ], g(x, ẋ, t) — заданная вещественная n-мерная вектор-функция, x0 — заданный
вектор. Требуется найти такое решение системы (12), которое удовлетворяет начальному условию (13).
Предполагаем g(x, ẋ, t) непрерывно дифференцируемой по x и ẋ и непрерывной по всем трём аргу-
ментам. Будем считать, что решение задачи Коши (12), (13) существует и единственно. Так же, как
и в задаче (1), (2), положим: z(t) = ẋ(t), z ∈ Cn[0, T ].
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Введём в рассмотрение функционал

J(z) =
1

2

∫ T

0

(
g(z, t), g(z, t)

)
dt, (14)

где g(z, t) = g
(
x0 +

∫ t

0
z(τ)dτ, z(t), t

)
.

Нетрудно видеть, что функционал (14) не отрицателен для всех z ∈ Cn[0, T ] и обращается в ноль
в точке z∗ тогда и только тогда, когда z∗ — решение задачи Коши (12), (13).

Можно показать, что для задачи (12), (13) справедлива лемма, аналогичная лемме 1 для зада-
чи (1), (2).

Лемма 2. Функционал J(z) дифференцируем по Гато, и его «градиент» в точке z выражается

по формуле

∇J(z) =

∫ T

t

(∂g(z, t)

∂x

)′

g(z, t)dτ +
(∂g(z, t)

∂z

)′

g(z, t).

Отсюда заключаем, что для того чтобы вектор-функция z∗ была точкой минимума функциона-
ла (14), необходимо [2] выполнение соотношения

∫ T

t

(∂g(z∗, τ)

∂x

)′

g(z∗, τ)dτ +
(∂g(z∗, t)

∂z

)′

g(z∗, t) = 0n ∀t ∈ [0, T ].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в данной статье задача Коши с нелинейной системой (1) и начальным условием (2)
сводится к минимизации функционала (4) на всём пространстве. Для этого функционала выписан
градиент Гато, найдены необходимые условия минимума. На основании условий минимума описыва-
ются метод наискорейшего спуска и метод сопряжённых направлений для рассматриваемой задачи.
Приведены численные примеры реализации описанных методов. Дополнительно исследуется задача
Коши с системой, не разрешённой относительно производных.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 12-01-00752, 14-01-31521
мол_а), гранта Санкт-Петербургского государственного университета (проект № 9.38.205.2014).
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НОВЫЕ СВОЙСТВА ПОЧТИ НИЛЬПОТЕНТНОГО МНОГООБРАЗИЯ
ЭКСПОНЕНТЫ ДВА

О. В. Шулежко

Аспирантка кафедры алгебро-геометрических вычислений, Ульяновский государственный университет,

ol.shulezhko@gmail.com

В данной работе исследуются числовые характеристики почти нильпотентного многообразия экспоненты два, впервые

построенного в статье [1]. Основным результатом данной работы является нахождение точных значений кратностей

неприводимых модулей, входящих в разложение полилинейной части многообразия. В качестве следствия получены

формулы для коразмерности и кодлины изучаемого многообразия.

Ключевые слова: многообразие, экспонента многообразия, коразмерность, кодлина.

Совокупность алгебр, в которых выполняется фиксированный набор тождеств, называется много-
образием. Многообразие будем называть почти нильпотентным, если оно само не является нильпо-
тентным, но каждое собственное его подмногообразие нильпотентно. Основой для работы послужила
статья [1], в которой впервые был построен пример почти нильпотентного многообразия, рост которо-
го экспоненциален. Более точно было доказано, что асимптотически последовательность коразмерно-
стей этого многообразия ведет себя как 2n, т. е. так называемая, экспонента этого многообразия равна
двум. Целью данной работы является вычисление основных числовых характеристик этого многооб-
разия. Заметим, что так как в рассматриваемых алгебрах не предполагается выполнения тождества
ассоциативности, то в произведениях следует следить за расстановкой скобок. Договоримся опускать
скобки в случае их левонормированной расстановки, например, xyz = (xy)z.

Обозначим через Φ основное поле, которое на протяжении всей работы имеет нулевую характе-
ристику. Все неопределяемые понятия можно найти в книге [2]. Для удобства читателей приведем
определения основных понятий, которые используются в данной работе. В свободной алгебре многооб-
разия V со счетным множеством свободных образующих X = {x0, x1, x2, . . . } рассмотрим множество
полилинейных элементов степени n от x1, x2, . . . , xn. Они образуют векторное пространство Pn(V),

называемое полилинейной компонентой степени n относительно свободной алгебры. Размерность это-
го пространства обозначим cn(V), n = 1, 2, . . . Хорошо известно, что полилинейную компоненту
степени n можно рассматривать как модуль над групповым кольцом ΦSn симметрической группы Sn,

задавая действие перестановки на индексах образующих. Известно, что с точностью до изоморфиз-
ма неприводимые ΦSn модули можно описывать на языке разбиений и диаграмм Юнга. Разбиением
числа n называют набор целых положительных чисел λ = (λ1, . . . , λk), при этом λ1 ≥ · · · ≥ λk > 0

и n =
∑k

i=1 λi. Разбиение λ числа n обозначают следующим образом: λ ⊢ n. Для каждого такого
разбиения λ строится диаграмма Юнга, состоящая из k строк, причем строка с номером i должна
содержать λi клеток.

Так как характеристика основного поля равна нулю, то по теореме Машке полилинейную часть
степени n можно разложить в прямую сумму неприводимых подмодулей. Строение модуля Pn(V)

можно представить на «языке характеров». Рассмотрим разложение характера модуля Pn(V) в цело-
численную комбинацию неприводимых характеров:

χn(V) = χ(Pn(V)) =
∑

λ⊢n

mλ(V)χλ, (1)

c© Шулежко О. В., 2014
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где mλ(V) — кратность неприводимого характера χλ, отвечающего разбиению λ. Асимптотическое по-
ведение размерности cn = cn(V) пространства Pn(V) определяет рост многообразия. Предел n

√
cn(V),

в случае его существования, называется экспонентой многообразия и обозначается как exp V. Число
слагаемых ln(V) =

∑
λ⊢n mλ в сумме (1) называют кодлиной многообразия.

Пусть теперь Qn(V) = span{x0xσ(1) . . .xσ(n)|σ ∈ Sn} — пространство полилинейных левонор-
мированных одночленов от x0, . . . , xn, с x0 в качестве самого левого сомножителя. Симметрическая
группа Sn действует на Qn(V) перестановкой индексов образующих x1, . . . , xn, и пространство Qn(V)

является Sn-модулем. Рассмотрим разложение его характера в сумму неприводимых

χQ
n (V) =

∑

λ⊢n

m
Q

λ (V)χλ, (2)

где mQ
λ (V) — кратность неприводимого характера χλ в характере χQ

n (V).

Договоримся использовать черту или волну над образующими для обозначения кососимметриза-
ции. Например,

x0x̄1ỹ1ỹ2x̄2x̄3 =
∑

p∈S3,q∈S2

(−1)p(−1)qx0xp(1)yq(1)yq(2)xp(2)xp(3) ,

где Sm — симметрическая группа, а (−1)r — четность перестановки r. Поясним процедуру аль-
тернирования элемента по некоторым наборам образующих на следующем примере: результатом
альтернирования монома x0x1y1x2y2y3x3x4 по наборам x1, x2, x3, x4 и y1, y2, y3 является элемент
x0x̄1ỹ1x̄2ỹ2ỹ3x̄3x̄4.

Основным объектом в данной статье является алгебра A, построенная в работе [1]. Эта алгеб-
ра с одной бинарной билинейной операцией определяется тремя образующими элементами a, b, z и
следующими определяющими соотношениями:

1) a2 = b2 = ab = ba = az = bz = 0;

2) (zw(Ra, Rb))(zw′(Ra, Rb)) = 0, для любых слов w,w′ от Ra и Rb;

3) z(RaRb)
kRaRb + z(RaRb)

kRbRa = 0, z(RaRb)
kR2

a = z(RaRb)
kR2

b = 0 для всех k ≥ 0.

Поясним, что через Rc обозначен оператор правого умножения на элемент c, причем символ отоб-
ражения мы пишем справа от аргумента d ∈ A, то есть dRc = dc. Удобство такого обозначения в том,
что, например, R3

c — это степень линейного отображения, поэтому запись dR3
c является корректной

и обозначает такое левонормированное произведение dccc, которое нельзя записать как dc3.

Для удобства читателей изложим некоторые результаты, полученные в статье [1]. Базис рассмат-
риваемой алгебры A состоит из элементов:

a, b, z(RaRb)
k, z(RaRb)

kRa, z(RaRb)
kRb

для k ≥ 0. В алгебре A выполняются следующие тождества:

x1(x2x3) ≡ 0, (3)

x0xxx ≡ 0, (4)

x0xxy1 . . . y2s+1yy ≡ 0. (5)

Из тождества (3) следует, что только левонормированные многочлены относительно свободной
алгебры могут иметь ненулевое значение в алгебре A.

Перейдем к изложению результатов, связанных с числовыми характеристиками многообра-
зия varA. В статье [1] получено следующее условие на кратности кохарактера:

χQ
2k+1(varA) = 2χ(k+1,k),

χQ
2k(varA) = αχ(k,k) + χ(k+1,k−1), где α = 1 или α = 2.

Основным результатом данной работы является доказательство, что на самом деле α = 2, и если W

многообразие, определенное тождествами (3), (4) и (5), то W = varA. Сформулируем соответствую-
щее утверждение.
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Теорема 1. Многообразие W порождается алгеброй A, то есть W = varA. Характер χQ
n (W)

имеет следующее строение:

χQ
2k+1(W) = 2χ(k+1,k), χQ

2k(W) = 2χ(k,k) + χ(k+1,k−1), k ≥ 1.

Доказательство. Как отмечалось выше, согласно результатам работы [1] в сумме (2) для
многообразия varA ненулевые кратности задаются следующими числами: mQ

(k+1,k−1)(varA) = 1,

mQ
(k+1,k)(varA) = 2, 1 ≤ mQ

(k,k)(varA) ≤ 2. Так как при доказательстве этого факта строение ал-
гебры A не использовалось, а использовались только тождества (3)–(5), то аналогичное утверждение
верно и для многообразия W.

Для n = 2k определим следующий элемент: g = x0x̄1x̄2 . . . x̃1x̃2 = x0g
′, в котором содержит-

ся k одинаковых пар {x1, x2} альтернированных образующих. Заметим, что элемент g′ получен из
идемпотента, соответствующего следующей таблице Юнга:

Tλ =
1 3 · · · n − 1

2 4 · · · n

путем отождествления образующих по каждой строке.
Если k = 2m, то, как показано в работе [1], элемент g по модулю тождеств (3)–5 можно предста-

вить в виде линейной комбинации следующих двух элементов:

g1 = x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2 + x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1,

g2 = x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1 + x0x2x1x2x1 . . . x2x1x1x2.

Докажем, что элементы g1 и g2 являются линейно независимыми. Предположим, что g1 и g2

линейно зависимые. Тогда запишем их линейную комбинацию в виде α1g1 +α2g2 = 0, где α2
1 +α2

2 6= 0.

Так как любое соотношение на свободных образующих является тождеством, то проанализируем
следствия из тождества

α1g1 + α2g2 ≡ 0. (6)

Умножим тождество (6) дважды на x1 справа, получим:

α1 x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x1 + α1 x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x1x1+

+α2 x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x1 + α2 x0x2x1x2x1x2 . . . x2x1x1x2x1x1 ≡ 0.

Второе и третье слагаемые тождественно равны нулю как следствия тождества (4), а по тождеству (5)
четвертое слагаемое также тождественно равно нулю. Поэтому если α1 6= 0, то в многообразии W

выполнено следующее тождество:

x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x1 ≡ 0.

Получили противоречие, так как это тождество не выполняется в алгебре A, которая принадлежит
многообразию W. Действительно, если подставить x0 = za, x1 = b, x2 = a, то получим ненулевой
результат, равный (−1)mz(RaRb)

ka. Если же α1 = 0, то в этом случае α2 6= 0. Тождество (6) примет
вид g2 ≡ 0, что также приводит к противоречию, поскольку это тождество не выполнено в алгебре A.

Если подставить x0 = z, x1 = a, x2 = b, то получим ненулевой результат, равный 2(−1)m z(RaRb)
k.

Таким образом, элементы g1 и g2 являются линейно независимы. Пусть теперь f1 = lin(g1),

f2 = lin(g2) — результаты полных линеаризаций рассматриваемых элементов. Так как характеристика
поля равна нулю, то хорошо известно, что тождество (6) эквивалентно тождеству α1f1 + α2f2 ≡ 0.

Элементы f1 и f2 также являются линейно независимыми. Но в этом случае из леммы 2 статьи [3]
будет следовать, что mQ

(k,k)(varA) ≥ 2.

Если k = 2m + 1, то g можно записать как линейную комбинацию следующих элементов:

h1 = x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2 − x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1,

h2 = x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2 − x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1.

Аналогично предыдущему случаю рассматриваем тождество

α1h1 + α2h2 ≡ 0. (7)
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Только в этот раз при получении следствия домножим тождество (7) на x2 справа, а затем и на x1

справа. Выпишем полученное тождественное соотношение:

α1x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2x2x1 − α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1x2x1+

+α2x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2x2x1 − α2x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1x2x1 ≡ 0.

С помощью тождества (3) представим второе слагаемое как сумму двух слагаемых

α1x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2x2x1−
−α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1x1x2 + α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x2x1x1+

+α2x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2x2x1 + α2x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1x1x2 ≡ 0.

Первое и второе слагаемые тождественно равны нулю как следствия тождества (5), а третье и чет-
вертое слагаемые при замене x1 на x2 приводят к тождеству

α1g1 + 2α2g2 ≡ 0.

По ранее доказанному элементы g1 и g2 линейно независимы, поэтому α1 = 0 и α2 = 0. Следователь-
но, элементы h1 и h2 линейно независимы. В результате получили, что mQ

(k,k)(varA) ≥ 2.

Осталось заметить, что A ∈ W, поэтому mQ
(k,k)(varA) ≤ mQ

(k,k)(W) и мы получаем цепоч-

ку неравенств 2 ≤ mQ
(k,k)(varA) ≤ mQ

(k,k)(W) ≤ 2. Окончательно получаем требуемое равенство

mQ
(k,k)(varA) = mQ

(k,k)(W) = 2, а также совпадение многообразий W = varA.

Теорема 1 полностью доказана.
Перейдем к изложению полученных результатов о числовых характеристиках многообразия W.
Теорема 2. Разложение характера χn(W) в сумму неприводимых имеет вид

χ2k(W) = 2χ(k,k) + 2χ(k+1,k−1) + 2χ(k,k−1,1),

χ2k+1(W) = 2χ(k+2,k−1) + 3χ(k+1,k) + 2χ(k+1,k−1,1).

Для кодлины многообразия W верны формулы l2k(W) = 6, l2k+1(W) = 7, а экспонента многооб-

разия равна двум, expW = 2.

Доказательство. Доказательство того факта, что в разложении характера χn(W) присутствуют
только такие неприводимые характеры, именно с такими кратностями следует из теории представ-
ления симметрических групп [4]. Модуль Pn+1(W) индуцирован из ΦSn-модуля Qn(W). Тогда по
теореме 1 и правилу Литтлвуда –Ричардсона получаем, что ненулевые кратности в разложении харак-
тера χn(W) будут только те, которые представлены в формулировке теоремы, причем со следующими
ограничениями на кратности:

m(k,k)(W) ≤ 2, m(k+1,k−1)(W) ≤ 2, m(k,k−1,1)(W) ≤ 2;

m(k+2,k−1)(W) ≤ 2, m(k+1,k)(W) ≤ 3, m(k+1,k−1,1)(W) ≤ 2.

Кроме того, в работе [1] доказано, что dimPn+1(W) = (n + 1)dimPQ
n (W). В итоге приходим к

равенствам

m(k,k)(W) = 2, m(k+1,k−1)(W) = 2, m(k,k−1,1)(W) = 2;

m(k+2,k−1)(W) = 2, m(k+1,k)(W) = 3, m(k+1,k−1,1)(W) = 2.

Формулы для кодлины многообразия получаются непосредственным суммированием найденных
кратностей.

Используя формулу крюков (см., например, [2, с. 48]), непосредственными вычислениями находим
формулы для коразмерностей:

cn(W) =
2(5n + 8)

(n + 2)(n + 4)

(
n
n
2

)
;

cn(W) =
4

(n + 3)

(
n

n−1
2

)
.
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Перейдем к доказательству, что экспонента многообразия W равна двум. Хорошо известно, что

сумма биномиальных коэффициентов равна
n∑

s=0

(
n
s

)
= 2n. Так как n = 2k или n = 2k + 1, то

(
n
k

)
>

(
n
s

)

для всех других s, отличных от k, поэтому выполняются неравенства:

1

(n + 1)
2n ≤

(
n

k

)
≤ 2n.

Отсюда для коразмерности выполняются, например, такие неравенства:

1

(n + 4)3
2n ≤ cn(W) ≤ 2n.

С помощью сведений из математического анализа получаем, что exp W = 2. Теорема 2 доказана.
Выражаю благодарность моему научному руководителю, доктору физико-математических наук,
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН
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2Старший преподаватель кафедры теории вероятностей, математической стати-

стики и управления стохастическими процессами, Саратовский государственный
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Работа посвящена исследованию гармонических волн в наследственно-упругом

слое, свойства материала которого описываются уравнениями состояния в ин-

тегральной форме. В качестве ядра интегрального оператора выбрана дробно-

экспоненциальная функция Работнова. Рассмотрены два случая: случай сим-

метричного и антисимметричного по нормальной координате напряженно-

деформированного состояния (НДС). При изучении собственных колебаний

исследованы свойства тех мод, которые изменяются во времени по гармони-

ческому закону. Для обоих случаев выведены дисперсионные уравнения, ко-

торые решены численно. Также получены асимптотики корней дисперсионных

уравнений для малых и больших значений частот. Анализ полученных решений

позволил сделать выводы о влиянии наследственных факторов на поведение

дисперсионных кривых. Проведен сравнительный анализ численных решений и

их асимптотик.

Ключевые слова: дисперсионные уравнения, напряженно-деформированное со-

стояние, наследственно-упругий слой, асимптотики.

ВВЕДЕНИЕ

История исследований, посвященных изучению процессов рас-
пространения гармонических волн в упругих волноводах, насчиты-
вает уже более 130 лет. За это время появилось огромное число
публикаций, в которых всесторонне исследованы упругие волново-
ды различной геометрии. Обзору основных моментов данной исто-
рии и наиболее ярких публикаций посвящена, например, статья [1].
Тем не менее, подобные задачи до сих пор вызывают интерес ис-
следователей всего мира. Но колебательным процессам подвержены
не только упругие конструкции. В последние десятилетия не мень-
ший интерес вызывает поведение различных конструкций, выполнен-
ных из неупругих материалов, в том числе наследственно-упругих.
В отличие от упругих волноводов, проблемам распространения гар-
монических волн в наследственно-упругих телах посвящено не так
много работ, при этом авторы прибегают исключительно к числен-
ным методам решения поставленных задач. Известно, что большую
часть информации о поведении волновода предоставляет дисперси-
онное уравнение. Асимптотики решений указанных уравнений де-
лают более удобным качественный анализ наследственно-упругого
поведения, а также позволяют использовать их при решении задач о
вынужденных колебаниях соответствующих волноводов. В работе

c© Анофрикова Н. С., Сергеева Н. В., 2014
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проведен как численный, так и асимптотический анализы дисперсионных уравнений, полученных при
исследовании процесса распространения гармонических волн в наследственно-упругом слое.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим распространение гармонических волн в бесконечном наследственно-упругом слое,
ограниченном плоскостями z = ±h в декартовой системе координат (рис. 1). Плоскость Oxy сов-
местим со срединной поверхностью слоя. Будем рассматривать распространение волн в направлении

оси x.

z

-h

h

x0

Рис. 1. Бесконечный наследственно-упругий слой,

ограниченный плоскостями z = ±h

Динамическое НДС слоя будем описывать
уравнениями движения для случая плоской задачи





∂σ11

∂x
+

∂σ13

∂z
= ρ

∂2v1

∂t2
,

∂σ31

∂x
+

∂σ33

∂z
= ρ

∂2v3

∂t2

(1)

и уравнениями состояния для наследственно-
упругого материала.

В настоящей работе уравнения состояния берем в интегральной операторной форме





Ẽ
∂v1

∂x
= σ11 − ν̃(σ22 + σ33),

Ẽ
∂v3

∂z
= σ33 − ν̃(σ11 + σ22),

0 = σ22 − ν̃(σ11 + σ33),

1

2
Ẽ

(
∂v1

∂z
+

∂v3

∂x

)
= (1 + ν̃)σ13.

(2)

В (1) и (2) приняты следующие обозначения: σij — компоненты тензора напряжений, vi — компо-
ненты вектора перемещений, ρ — плотность материала, t — время, Ẽ, ν̃ — интегральные операторы,
определяемые формулами

Ẽ = E(1 − Γ∗), ν̃ = ν +
1 − 2ν

2
Γ∗, Γ∗f(t) = k

t∫

−∞

Э−1/2(−β, t − τ)f(τ) dτ, (3)

E, ν –мгновенные значения модуля Юнга и коэффициента Пуассона, k, β — параметры материала.
В качестве ядра интегрального оператора будем использовать дробно-экспоненциальную функцию

Работнова [2]

Э−1/2(−β, t) = t−1/2
∞∑

n=0

(−β)ntn/2

Г ((n + 1)/2)
,

где Г(n) =
∫ ∞

0
yn−1 exp(−y)dy — гамма-функция.

При изучении собственных колебаний будем исследовать свойства тех мод1, которые изменяют-
ся во времени по гармоническому закону и удовлетворяют уравнениям движения (1), уравнениям
состояния (2) и однородным граничным условиям на лицевых поверхностях:

σ13 = σ33 = 0 при z = ±h. (4)

Решение для перемещений vi будем искать в виде

vi = Vi(z) exp(iωt − (δ + iχ)x), δ > 0, (5)

где ω — частота, δ — коэффициент затухания, определяющий убывание амплитуды волны с увели-
чением координаты x, χ — волновое число.

1Под модами понимаются частные решения уравнений движения в перемещениях, удовлетворяющие однородным граничным
условиям на лицевых поверхностях.
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2. ДИСПЕРСИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ

С учетом (3) и (5) уравнения состояния (2) можно переписать в виде




EEF ∂v1

∂x
= σ11 − νF (σ22 + σ33),

EEF ∂v3

∂z
= σ33 − νF (σ11 + σ22),

0 = σ22 − νF (σ11 + σ33),

1

2
EEF

(
∂v1

∂z
+

∂v3

∂x

)
= (1 + νF )σ13,

где

EF = 1 − k

β +
√

iω
, νF = ν +

1 − 2ν

2

k

β +
√

iω
.

Введем безразмерные переменные:

ξ =
x

h
, ζ =

z

h
, t∗ =

c2t

h
,

где c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
.

Рассмотрим случай симметричного по нормальной координате НДС. В этом случае перемещение
v1 и напряжения σ11, σ33 являются четными по нормальной координате функциями, а v3, σ13 — нечет-
ными. В результате стандартной процедуры приходим к следующему дисперсионному уравнению:

γ4 cosh (a)
sinh (b)

b
− a2χ̃2 sinh (a)

a
cosh (b) = 0, (6)

где

a2 = χ̃2
∗ − κ2

F Ω2
∗, b2 = χ̃2

∗ − Ω2
∗, κ2

F =
1 − 2νF

∗

2 − 2νF
∗

, γ2 = χ̃2
∗ −

Ω2
∗

2
,

Ω2
∗ = ω2

∗

1 + νF
∗

EF
∗ (1 + ν)

, ω∗ =
h

c2
ω, iχ̃∗ = −δ∗ − iχ∗, δ∗ = hδ, χ∗ = hχ,

EF
∗ = 1 − k∗

β∗ +
√

iω∗

, νF
∗ = ν +

1 − 2ν

2

k∗

β∗ +
√

iω∗

, β∗ =

√
h

c2
β, k∗ =

√
h

c2
k.

В дальнейшем звездочки у безразмерных величин опускаем.
В случае антисимметричного по нормальной координате НДС, когда v1, σ11, σ33 являются нечет-

ными по ζ, а v3, σ13 — четными, приходим к следующему дисперсионному уравнению:

γ4 sinh (a)

a
cosh (b) − b2χ̃2 cosh (a)

sinh (b)

b
= 0, (7)

где все величины, входящие в уравнение (7), имеют тот же смысл, что и ранее.
Формально дисперсионные уравнения (6) и (7) имеют тот же вид, что и соответствующие дис-

персионные уравнения для упругого слоя [3], но, в отличие от последних, левая часть каждого из
уравнений в наследственно-упругом случае является комплексно-значной функцией.

Дисперсионные уравнения (6) и (7) были решены численно. Использовались два метода: метод
математического микроскопа [4] и метод продолжения решения по параметру [5]. Результаты, полу-
ченные этими методами, совпадают.

3. АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ И ИХ ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ

На рис. 2, а–г изображены проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) для некоторых
значений параметров материала в случае симметричного НДС. На рис. 2, а–в знак «+» над номером
ветки соответствует значениям δ < 0, а знак «−» — значениям δ > 0.

На рис. 3, а–г изображены проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) для тех же
значений параметров материала в случае антисимметричного НДС.

Механика 323



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 3

0 1 2 3 4 5

2 3

3

221

1

2

3

4

5

c

w

++

0 1 2 3 4 5

2 3

3

221

1

2

3

4

5

c

w

++

а б

0 1 2 3 4 5

2 3

3

221

1

2

3

4

5
c

w

++

0 1 2 3 4 5

3

221

1

2

3

4

5

c

w

в г

Рис. 2. Проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) (симметричный случай): а — при k = 0.53, β = 1;

б — при k = 0.53, β = 2; в — при k = 0.05, β = 1; г — при k = 0
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Рис. 3. Проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) (антисимметричный случай): а — при k = 0.53,

β = 1; б — при k = 0.53, β = 2; в — при k = 0.05, β = 1; г — при k = 0
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Анализ дисперсионных уравнений и их численных решений позволяет сделать следующие выводы:
• существует симметрия дисперсионных кривых при замене χ̃ на −χ̃;

• чем больше значение k и (или) меньше значение β, тем раньше и больше начинают расходиться

дисперсионные кривые с положительной и отрицательной мнимой частью χ̃;

• при уменьшении значений k и (или) при увеличении значений β поведение дисперсионных

кривых стремится к упругому случаю (рис. 2, г, 3, г);

• дисперсионные кривые наследственно-упругого спектра, соответствующие действительным вет-

вям упругого спектра, являются комплексными с положительной мнимой частью χ̃, что опреде-

ляет затухание решение по координате;

• для наследственно-упругого спектра теряет смысл понятие частоты запирания, так как χ̃ = 0 и

ω > 0 не являются корнями дисперсионных уравнений;

• в окрестностях частот запирания упругого спектра ветви наследственно-упругого спектра имеют

наибольшую кривизну. Увеличение значений k, как и уменьшение значений β, ведет к сглажи-

ванию дисперсионных кривых в этих областях. Таким образом, упругий спектр приближенно

можно рассматривать как асимптотический для наследственно-упругого при k → 0, β ≫ 1.
Качественно вид дисперсионных кривых соответствует результатам, описанным в работах [6, 7].

4. АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ

Для решения задач с конкретно заданными граничными условиями на торцах удобно иметь ана-

литическое решение дисперсионных уравнений. В силу сложности уравнений (6) и (7) получить

точное аналитическое решение невозможно, но мы можем получить приближенные аналитические

формулы для корней дисперсионных уравнений для малых и больших значений частот с помощью

асимптотических методов.

Анализ уравнения (6) и численного решения показывает, что асимптотики корней при ω → 0

можно искать в виде

χs
1 =

∞∑

m=2

cs
1mωm/2, δs

1 =

∞∑

m=1

ds
1mωm/2, (8)

χs
n = cs

n0 +

∞∑

m=1

cs
nmωm/2, δs

n = ds
n0 +

∞∑

m=1

ds
nmωm/2, n > 1. (9)

Для нахождения коэффициентов формул (8) и (9) подставляем их в дисперсионное уравнение (6)

и раскладываем функции a, b, гиперболические синусы и косинусы от них в степенные ряды по сте-

пеням
√

ω, группируем элементы с одинаковыми степенями ω. Поскольку получившиеся степенные

ряды по
√

ω тождественно равны нулю только в том случае, когда равны нулю все его коэффици-

енты, то получаем две бесконечные системы зацепляющихся уравнений для определения искомых

коэффициентов разложения. Решая полученные системы, находим асимптотики корней в окрестности

нулевой частоты.

Асимптотика корней для первой моды имеет вид

χs
1 = cs

12ω + cs
13ω

3/2 + O(ω2), δs
1 = ds

13ω
3/2 + O(ω2), (10)

где cs
12, cs

13, ds
13 — функции, зависящие от параметров ν, k, β. В частности, коэффициент cs

12 выра-

жается следующим образом:

cs
12 =

√√√√√√√

(
1 − ν − ( 1

2 − ν)k

β

) (
1 + ν +

( 1
2 − ν)k

β

)

2

(
1 − k

β

)
(1 + ν)

.

При n > 1 получаем выражения

χs
n = cs

n0 + cs
n1ω

1/2 + O(ω), δs
n = ds

n0 + ds
n1ω

1/2 + O(ω), (11)
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где cs
n0 =

1

2
ln (4π(n − 1) − π), ds

n0 = −1

2
arccos

(
−2 ln (4π(n − 1) − π)

4π(n − 1) − π

)
+ π(n− 1), n ∈ N , cs

n1, ds
n1 —

функции, зависящие от параметров ν, k, β, причем cs
n1 ≪ 1, ds

n1 ≪ 1.

Аналогично получим асимптотики корней дисперсионного уравнения в случае антисимметричного

по нормальной координате НДС в окрестности нулевой частоты.

Для n = 0, 1 имеем:

χa
0 = ca

01ω
1/2 + ca

02ω + ca
03ω

3/2 + O(ω2), δa
0 = da

02ω + da
03ω

3/2 + O(ω2),

χa
1 = ca

12ω + ca
13ω

3/2 + O(ω2), δa
1 = da

11ω
1/2 + da

12ω + da
13ω

3/2 + O(ω2),
(12)

где ca
01, ca

02, ca
03, da

02, da
03, ca

12, ca
13, da

11, da
12, da

13 — функции, зависящие от параметров ν, k, β.

В частности, коэффициенты ca
01 и da

11 выражаются следующим образом:

ca
01 = da

11 =
4

√
3

2
4

√√√√√√√

(
1 − ν − ( 1

2 − ν)k

β

)(
1 + ν +

( 1
2 − ν)k

β

)

(
1 − k

β

)
(1 + ν)

.

Асимптотики корней при n > 1 имеют вид

χa
n = ca

n0 + ca
n1ω

1/2 + O(ω), δa
n = da

n0 + da
n1ω

1/2 + O(ω), (13)

где ca
n0 =

1

2
ln (4π(n − 1) + π), da

n0 =
1

2
arccos

(
2 ln (4π(n − 1) + π)

4π(n − 1) + π

)
+ π(n − 1), ca

n1, da
n1 — функции,

зависящие от параметров ν, k, β.

На рис. 4, а, б представлены проекции дисперсионных кривых (симметричный случай) на плос-

кости (ω, χ) и (ω, δ), построенных по результатам численных расчетов и по асимптотическим фор-

мулам (10) и (11) для нескольких первых мод для случая ν = 0.3, k = 0.53, β = 1. Дисперсионные

кривые, соответствующие численным расчетам, изображены сплошными линиями, а асимптотическим

формулам — пунктирными.
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Рис. 4. Проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) (а) и (ω, δ) (б) при k = 0.53, β = 1

(симметричный случай)

На рис. 5, а, б представлены проекции дисперсионных кривых (антисимметричный случай) на

плоскости (ω, χ) и (ω, δ), построенных по результатам численных расчетов и по асимптотическим

формулам (12) и (13) для нескольких первых мод для случая ν = 0.3, k = 0.53, β = 1.

Из графиков видно, что решения, полученные с помощью численных и асимптотического методов,
хорошо совпадают на интервале 0 6 ω 6 0.1, а с увеличением номера n наблюдается расширение
интервала совпадения асимптотического решения с численным.
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Рис. 5. Проекции дисперсионных кривых на плоскость (ω, χ) (а) и (ω, δ) (б) при k = 0.53, β = 1

(антисимметричный случай)

Следует отметить, что при k = 0 асимптотики корней дисперсионных уравнений для первой моды
в симметричном случае и нулевой моды в антисимметричном случае совпадают с соответствующими
асимптотиками, полученными в [3] для случая упругого слоя.

Найдем асимптотики корней дисперсионных уравнений для больших значений частот.

Анализ численного решения показал, что при ω → ∞ χ(ω) = O(ω). Следовательно, асимптотику
корней при большом значении ω ищем в виде

χn = c
(∞)
n2 ω+c

(∞)
n1

√
ω+c

(∞)
n0 +

∞∑

m=1

c
(∞)
n,−mω−m/2, δn = d

(∞)
n2 ω+d

(∞)
n1

√
ω+d

(∞)
n0 +

∞∑

m=1

d
(∞)
1,−mω−m/2. (14)

Рассмотрим дисперсионное уравнение (6) при больших значениях ω. В этом случае уравнение (6)
можно заменить приближенным уравнением

γ4 − abχ̃2 = 0. (15)

Подставляем разложение (14) в уравнение (15) и раскладываем функции a, b в степенные ряды
по обратным степеням

√
ω, группируем элементы с одинаковыми степенями ω. Поскольку получив-

шийся степенной ряд по
√

ω тождественно равен нулю только в том случае, когда равны нулю все
его коэффициенты, то получаем бесконечную систему зацепляющихся уравнений для определения
искомых коэффициентов разложения. Решая полученную систему, находим следующие асимптотики
корней для первой моды при ω → ∞ с точностью O(ω−1):

χ1 = c
(∞)
12 ω + c

(∞)
11

√
ω +

c
(∞)
1,−1√

ω
+ O

(
1

ω

)
, δ1 = d

(∞)
11

√
ω + d

(∞)
10 +

d
(∞)
1,−1√

ω
+ O

(
1

ω

)
, (16)

где

c
(∞)
12 =

1

6

√
3p − 48(ν2 + ν − 1)p−1 − 12(ν − 2),

p =
3

√
−64ν3 + 96ν2 − 12ν + 44 + 12

√
−96ν4 + 144ν3 − 111ν2 + 78ν − 15,

c
(∞)
11 , d

(∞)
11 — функции, зависящие от ν, k; c

(∞)
1,−1, d

(∞)
10 , d

(∞)
1,−1 — функции, зависящие от ν, k, β.

Для антисимметричного случая асимптотика корней для первой моды совпадает с асимптоти-
кой (16), поскольку дисперсионное уравнение (7) при больших значениях ω также можно заменить
приближенным уравнением (15).

При построении дисперсионных кривых по формулам (16) и методом математического микроскопа
выявлено их совпадение для значений ω > 85.

Наличие интервалов совпадения решений, полученных с помощью численных и асимптотического
методов, качественное совпадение результатов с результатами, полученными другими авторами [6,
7] для наследственно-упругих материалов, а также совпадение результатов численных расчетов и
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асимптотик в упруго-подобном случае (k = 0, β ≫ 1) с соответствующими результатами для упру-
гого слоя, приведенными в работе [3], подтверждают достоверность полученных в настоящей работе
результатов.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-08-00644a).
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The paper deals with the study of harmonic waves in the viscoelastic layer. The properties of the material are described by the

constitutive equations in the integral form. The fractional exponential function of Rabotnov is chosen as a kernel of integral operator.

Two cases are considered: symmetric stress-strain state (SSS) and asymmetric SSS. The properties of modes which change in time

harmonically are investigated for the purpose of studying of the free vibrations. Dispersion equations for both cases are derived.

The numerical solutions of dispersion equations are obtained. Asymptotics of the roots of the dispersion equations for small and

large values of frequencies are obtained. Analysis of the solutions is done. The influence of viscosity factors on the behavior of the

dispersion curves is established. Comparative analysis of numerical solutions and asymptotics of the roots of dispersion equations

are made.
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Функционально-градиентные материалы находят широкое применение в областях техники с большими термомеханическими

нагрузками. Эффективность применения таких материалов зависит от знания точных законов неоднородности. Ранее

авторами был предложен подход по идентификации гладких законов неоднородности для термоупругого стержня. Для

этого были получены операторные уравнения, связывающие искомые и измеряемые функции для решения обратной

задачи и проведены вычислительные эксперименты. В данной работе на основе аппарата, разработанного ранее, были

исследованы особенности восстановления термоупругих характеристик с большим градиентом в окрестности центра и торца

стержня.

Ключевые слова: функционально-градиентные материалы, коэффициентная обратная задача, термоупругий стержень,

интегральные уравнения.

ВВЕДЕНИЕ

Развитие методов идентификации термомеханических характеристик неоднородных тел — важ-
нейшая задача механики деформируемого твердого тела. Часто при термомеханических расчетах по-
лагают, что материал однороден, поэтому его характеристики описывают набором физических посто-
янных, которые определяют из простых макроэкспериментов. Однако в последние годы в различные
области техники все шире внедряются функционально-градиентные материалы, выступающие в каче-
стве альтернативы слоистым композитам [1, 2]. Функционально-градиентные материалы — компози-
ты, обладающие переменными физическими свойствами, в которых избегают скачков термомехани-
ческих характеристик через поверхность раздела, благодаря их непрерывному изменению. Однако в
силу несовершенства производства функционально-градиентных материалов в конечном изделии мо-
гут присутствовать отклонения от заданных технологических параметров. Неоднородную структуру
материалы могут приобрести не только в процессе изготовления, но и при эксплуатации, под воздей-
ствием облучения, сильных магнитных полей, больших градиентов температур. При этом практически
невозможно заранее прогнозировать изменения в структуре материалов, вызванные внешними воздей-
ствиями. Знание реальных переменных характеристик изделия после изготовления или эксплуатации
позволяет правильно оценить его функциональные свойства и возможность использования.

Прямые измерения термоупругих характеристик в случае неоднородных тел невозможны. Для их
нахождения требуется решать коэффициентные обратные задачи (КОЗ) термоупругости. К настояще-
му времени накоплен достаточно большой опыт исследования обратных задач, который достаточно
полно изложен в монографиях [3, 4]. Наиболее распространенным методом решения коэффициентных
обратных задач теплопроводности и теории упругости является метод сведения их к минимизации
неквадратичного функционала невязки [3, 7]. При этом необходимо использовать итерационные про-
цессы, на каждом шаге которых требуется вычисления градиента функционала. Однако количество
работ по исследованию КОЗ термоупругости еще невелико [5–7]. Исследования ограничиваются в
основном слабонеоднородными материалами [5], или идентификацией характеристик полубесконеч-
ной вертикально-неоднородной термоупругой среды [6]. Это связано с тем, что дифференциальные
уравнения термоупругости не относятся ни к параболическому, ни к гиперболическому типу, а также
с трудностями при построении нелинейных операторных отношений, связывающих искомые и измеря-
емые в эксперименте функции. Однако в ряде работ [8, 9] эта трудность была преодолена при помощи
обобщенного соотношения взаимности. При этом достаточно просто были получены линеаризованные
интегральные уравнения Фредгольма 1-го рода для нахождения поправок восстанавливаемых коэффи-
циентов и проведены вычислительные эксперименты по их восстановлению. Однако в этих работах не
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исследованным остался вопрос об идентификации термомеханических характеристик с существенным
изменением функций как на поверхности, так и внутри тела, т. е. локализованных неоднородностей.
Решению этой задачи и посвящена данная работа. В работе прямая задача для неоднородного термо-
упругого стержня после преобразования Лапласа решается путем сведения к системе интегральных
уравнений Фредгольма 2-го рода. Обратная задача на основе обобщенного соотношения взаимности и
линеаризации сводится к поэтапному решению интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода. Прове-
дены вычислительные эксперименты по идентификации локализованных неоднородностей, выявлены
особенности реконструкции. Даны рекомендации для практического использования предложенного
подхода.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу о продольных колебаниях жестко закрепленного на торце x = 0 неоднородного
термоупругого стержня длины l под действием приложенной к торцу x = l силы F = p0λ(t). Начально-
краевая задача в случае отсутствия массовых сил имеет вид

∂σx

∂x
= ρ(x)

∂2u

∂t2
, (1)

σx = E(x)
∂u

∂x
− γ(x)θ , (2)

∂

∂x
(k(x)

∂θ

∂x
) = c(x)

∂θ

∂t
+ T0γ(x)

∂2u

∂x∂t
, (3)

θ(0, t) = u(0, t) = 0,
∂θ

∂x
(l, t) = 0, σx(l, t) = p0λ(t) , (4)

θ(x, 0) = u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0 . (5)

Здесь ρ(x) — плотность, E(x) — модуль Юнга, γ(x) — коэффициент термоупругих напряжений,
k(x) — коэффициент теплопроводности, c(x) — удельная объемная теплоемкость, θ(x, t) — прираще-
ние температуры, u(x, t) — смещение точек стержня.

В обратной задаче требуется определить одну из термомеханических характеристик стержня (c(x),
k(x), ρ(x), E(x), γ(x)) при известных остальных из (1)–(5) по некоторой дополнительной информации
о торцевом смещении стержня:

u(l, t) = g(t), t ∈ [T1, T2] . (6)

Аналогично ставится задача о возбуждении колебаний стержня под действием теплового потока
q = q0ϕ(t). В этом случае в качестве дополнительной информации выступает торцевая температура
стержня:

θ = f(t), t ∈ [T3, T4] . (7)

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Порядки материальных модулей, входящих в систему уравнений связанной термоупругости (1)–
(5), сильно отличаются между собой, что может привести к большой погрешности решения при
реализации прямой задачи. Чтобы этого избежать, обезразмерим задачу (1)–(5), обозначая:

z =
x

l
, z ∈ [0, 1], k̄(z) =

k(zl)

k0
, c̄(z) =

c(zl)

c0
, ρ̄(z) =

ρ(zl)

ρ0
, Ē(z) =

E(zl)

E0
,

γ̄(z) =
γ(zl)

γ0
, t1 =

l2c0

k0
, t2 = l

√
ρ0

E0
, τ =

t

t2
, W =

γ0θ

E0
, U =

u

l
, Ω =

σx

E0
,

δ =
γ2
0T0

c0E0
, ε =

t2
t1

=
k0

c0l

√
ρ0

E0
, µ =

p0

E0
, k0 = max

x∈[0,l]
k(x), c0 = max

x∈[0,l]
c(x),

E0 = max
x∈[0,l]

E(x), ρ0 = max
x∈[0,l]

ρ(x), γ0 = max
x∈[0,l]

γ(x). (8)

После обезразмеривания (8) начально-краевая задача (1)–(5) примет вид

∂Ω

∂z
= ρ(z)

∂2U

∂τ2
, (9)
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Ω = Ē(z)
∂U

∂z
− γ̄(z)W , (10)

ε
∂

∂z
(k̄(z)

∂W

∂z
) = c̄(z)

∂W

∂τ
+ δγ̄(z)

∂2U

∂z∂τ
, (11)

U(0, τ) = W (0, τ) = 0,
∂W

∂z
(1, τ) = 0, Ω(1, τ) = µλ(τ) , (12)

W (z, 0) = U(z, 0) =
∂U

∂τ
(z, 0) = 0. (13)

Прямая задача о колебаниях неоднородного термоупругого стержня может быть решена лишь чис-
ленно, например, методом сведения к системе интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода, как это
было сделано в [8, 9]. Применив к (9)–(12) преобразование Лапласа по τ , с учетом начальных условий
(13), после некоторых преобразований, получим систему интегральных уравнений Фредгольма 2-го
рода относительно трансформант безразмерной температуры W̃ (z, p) и напряжения Ω̃(z, p):

W̃ (z, p) =

1∫

0

K1(z, ξ, p)W̃ (ξ, p)dξ +

1∫

0

K2(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p)dξ + f1(p) , (14)

Ω̃(z, p) =

1∫

0

K3(z, ξ, p)W̃ (ξ, p)dξ +

1∫

0

K4(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p)dξ. (15)

Здесь ядра K1(z, ξ, p), K2(z, ξ, p), K3(z, ξ, p), K4(z, ξ, p) и правая часть f1(p) системы (14)–(15) имеют
вид

K1(z, ξ, p) = −p

ε
(c̄(ξ) + δ

γ̄2(ξ)

Ē(ξ)
)

min{z,η}∫

0

dη

k̄(η)
, K2(z, ξ, p) = −p

ε
δ

γ̄(ξ)

Ē(ξ)

min{z,η}∫

0

dη

k̄(η)
,

K3(z, ξ, p) = −p2 γ̄(ξ)

Ē(ξ)

1∫

min{z,η}

ρ̄(η)dη, K4(z, ξ, p) = −p2 1

Ē(η)

1∫

min{z,η}

ρ̄(η) dη, f1(p) = −µλ̃(p).

Решение системы (14)–(15) проводилось на основе метода коллокаций с использованием квадратурной
формулы трапеций. Численно — аналитические решения СЛАУ, получившиеся после дискретизации
системы (14)–(15), показали, что трансформанты температуры и напряжения в узловых точках явля-
ются дробно-рациональными функциями от параметра преобразования Лапласа и не имеют особых
точек, кроме комплексных полюсов, определяемых ядрами системы и типом нагрузки. Поэтому для
нахождения оригиналов температуры и напряжений в работе применялась теория вычетов [9]: ориги-
налы находились в виде конечной суммы показательных функций. Точность решения прямой задачи
проверялась путем сравнения численного решения с аналитическим решением, полученным для од-
нородного стержня, а также конечно-разностными решениями, полученными для различных законов
неоднородности. Подобрана такая сетка точек коллокаций, при которой погрешность решения состав-
ляла менее 1%.

Для решения обратных задач термоупругости воспользуемся операторными уравнениями, получен-
ными ранее в работах [8, 9]. Так, для нахождения поправок к коэффициенту теплопроводности δk̄(n−1)

при законе нагружения λ(τ) = H(τ) необходимо решать интегральное уравнение Фредгольма 1-го ро-
да:

1∫

0

δk̄(n−1)M1(z, τ)dz = f(τ) − W (n−1)(1, τ), τ ∈ [c, d], (16)

где ядро интегрального уравнения (16) имеет вид

M1(z, τ) =

τ∫

0

∂2W (n−1)(z, τ1)

∂z∂τ1

∂P (n−1)(z, τ1 − τ)

∂z
dτ1.
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Для нахождения поправок δĒ(n−1)(z) при законе нагружения ϕ(τ) = H(τ) необходимо решать

интегральное уравнение:

1∫

0

δĒ(n−1)M2(z, τ)dz = −µ(g(τ) − U (n−1)(1, τ)), τ ∈ [a, b]. (17)

Решение интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода вида (16), (17)является некорректной задачей,

для ее регуляризации в работе применялся метод А. Н. Тихонова [10].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В работе натурный эксперимент был заменен вычислительным. Безразмерные термоупругие ха-

рактеристики стержня ā(z) восстанавливались в два этапа. На первом этапе определялось начальное

приближение в классе положительных ограниченных линейных функций ā(0)(z) = kz + b на основе

минимизации функционала невязки, который в случае нагружения торца стержня тепловым потоком

имеет вид

J1 =

d∫

c

(f(τ) − W (n−1)(1, τ))2dτ, (18)

а в случае нагружения торца стержня силой его вид будет следующим:

J2 =

b∫

a

(g(τ) − U (n−1)(1, τ))2dτ, (19)

На втором этапе на основе решения соответствующих интегральных уравнений вида (16), (17)

находились поправки реконструируемых функций и строился итерационный процесс их уточнения по

схеме ā(n)(z) = ā(n−1)(z) + δā(n−1)(z). Выход из итерационного процесса осуществлялся по достиже-

нии некоторого порогового значения соответствующего функционала невязки (16), (17), равного 10−6.

Сначала вычислительные эксперименты по идентификации локализованных неоднородностей про-

водились на равномерной сетке при n = 20 разбиениях в квадратурной формуле трапеций аналогично,

как это было сделано ранее в работах [8, 9]. Однако результаты реконструкции для законов с большим

градиентом изменения функции оказались неудовлетворительными, так как погрешность реконструк-

ции часто превышала 30%. Поэтому с целью уменьшения погрешности реконструкции локализован-

ных неоднородностей была введена неравномерная сетка при n = 35 со сгущением точек коллокаций

в окрестности локализованных неоднородностей. В этом случае максимальная погрешность рекон-

струкции не превышала 20%. Вычислительные эксперименты проводились при следующих значениях

безразмерных параметров: ε = 10−6, µ = 0.1. Выяснены информативные временные интервалы для

измерения входной информации, т. е. температуры и смещения на торце стержня. Так, измерение тем-

пературы наиболее информативно на безразмерном временном интервале [c, d] = [0, 0.5] и 5-ти точках

наблюдения внутри него, а измерение смещения на безразмерном временном интервале [a, b] = [0, 1] и

6-ти точках наблюдения внутри него. Для всех точных и восстановленных функций были вычислены

интегральные характеристики (первые моменты) по формуле

Lr =

1∫

0

zrā(z)dz, r = 0, 1, 2. (20)

В первой серии экспериментов восстанавливались законы, характеризующие локализованную

неоднородность в окрестности центра стержня. На рис. 1 представлены результаты реконструкции

коэффициента теплопроводности k̄(z) = 1 + e−1000(z−0.5)α

при различных значениях параметра α

(α = 6, 4, 2). Начальное приближение бралось в виде k̄0 = 0.9 + 0.9z, параметр связанности δ = 0.03.

Выяснилось, что изменение параметра связанности практически не влияло на результаты реконструк-

ции.
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Рис. 1. Реконструкция коэффициента теплопроводности k̄(z) = 1 + e−1000(z−0.5)α

при различных значениях

параметра α: а) α = 6; б) α = 4; в) α = 2

Во второй серии экспериментов восстанавливались законы, характеризующие локализованные
неоднородности в окрестности торца стержня. На рис. 2 представлены результаты реконструкции
модуля Юнга.
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Рис. 2. Реконструкция модуля Юнга: а) Ē(z) = 0.5 + e−1000(z−1)4 ; б) Ē(z) = 1 + e−1000(z−0.8)2

На рис. 1, 2 сплошными линиями изображены точные функции, а точками — восстановленные.
Из анализа рис. 1 и рис. 2 следует, что при небольшой скорости изменения функции, например,
при α = 6, 4 (см. рис. 1, а, б; рис. 2, а) процедура идентификации происходит достаточно успешно:
погрешность реконструкции не превышает 11%, а для достижения порогового значения в соответ-
ствующем функционале невязки требуется не более 8 итераций. Если же функция изменяется очень
быстро, например, при α = 2 (см. рис 1, в; рис. 2, б), то результаты реконструкции значительно ухуд-
шаются: изображение получается более расплывчатым, максимальная погрешность реконструкции
возрастает до 20%, для достижения порогового значения в соответствующем функционале невязки
требуется более 14 итераций. Однако для всех законов неоднородности выяснено, что интегральные
характеристики, вычисленные для точной и восстановленной функции по формуле (20), практически
совпадают.

ВЫВОДЫ

Приведены постановки задач об идентификации неоднородных характеристик термоупругого
стержня с существенным изменением модулей в центре и в окрестности торца стержня. Основы-
ваясь на ранее разработанном подходе, проведены вычислительные эксперименты по идентификации
характеристик на конкретных примерах. Выяснены значения параметров, характеризующие неодно-
родность, при которых идентификация происходит достаточно успешно.

Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных исследований по стратегическим

направлениям развития науки Президиума РАН № 1 «Фундаментальные проблемы математиче-

ского моделирования».
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ
НЕСЖИМАЕМОЙ НЕВЯЗКОЙ ТЯЖЁЛОЙ ЖИДКОСТИ

И НА РЕГУЛЯРНОЙ СЕТКЕ В ТРЁХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Д. И. Ливеровский1, С. П. Шевырёв2

1Аспирант кафедры математического и компьютерного моделирования, Саратовский государственный университет

им. Н. Г. Чернышевского, LiverovskiyDI@gmail.com
2Кандидат физико-математических наук, доцент, заведующий кафедрой прикладной информатики, Саратовский госу-

дарственный университет им. Н. Г. Чернышевского, ShevSP@rambler.ru

Данное исследование посвящено модификации метода Давыдова (крупных частиц) для случая несжимаемой жидкости.

Рассматривается моделирование течения тяжелой несжимаемой невязкой жидкости на регулярной сетке модифициро-

ванным методом Давыдова в трёхмерном пространстве. Кроме того, проводится сравнение полученных результатов с

двумерным случаем, а также проверяется симметричность трёхмерного течения, там где она есть в исходной задаче. Выво-

дятся формулы модифицированного метода Давыдова для случая трёх пространственных измерений, включая разностный

аналог трёхмерного уравнения Пуассона для давления. Обобщается критерий устойчивости. Приводится описание алго-

ритма построения трёхмерной свободной поверхности. Реализована трёхмерная компьютерная графика, показывающая

развитие процессов во времени в режиме online.

Ключевые слова: несжимаемая жидкость, метод Давыдова, метод крупных частиц, свободная поверхность, уравнение

Пуассона для давления, критерий устойчивости разностной схемы, симметричные течения..

1. СУТЬ МЕТОДА ДАВЫДОВА

Суть метода Давыдова (метода крупных частиц) состоит в том, что использует расщепление по
физическим факторам и по координатам. В методе Давыдова выделяют три этапа [1]. Будем рас-
сматривать декартову прямоугольную систему координат. Решение будет проводиться на регулярной
разностной сетке, а это означает, что расчётная область разбивается на ячейки с шагом hx вдоль
оси X, с шагом hy вдоль оси Y и с шагом hz вдоль оси Z. Расчётная область будет разбита на K

частей вдоль оси X, M частей вдоль оси Y , N частей вдоль оси Z. Ячейки сетки будут иметь вид
прямоугольных параллелепипедов. Каждая ячейка будет определяться тройкой индексов (i, j, k), где
i определяет положение ячейки вдоль оси Z, j определяет положение ячейки вдоль оси Y и k опре-
деляет положение ячейки вдоль оси X. Все расчётные параметры (давление и компоненты вектора
скорости) будут отнесены к центру ячейки. Значения на границах ячейки будут иметь полуцелый
индекс по соответствующей координате. Рассмотрим этапы метода Давыдова подробнее. Приведён-
ные далее формулы получаются аналогично формулам для двумерного случая [2].Течение тяжелой
несжимаемой невязкой жидкости в трёхмерном пространстве моделируется путем решения краевых
задач для системы уравнений Эйлера и уравнения неразрывности:



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∂t
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∂z
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∂x
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+

∂(vu)

∂x
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∂(vw)

∂z
+

1
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+
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= −g,
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+

∂v
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+
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∂z
= 0.

(1)
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На эйлеровом этапе опускают конвективные члены, таким образом разностные аналоги первых
трёх уравнений системы (1) примут вид(2), где pq

i,‘j,‘k, uq
i,‘j,‘k, vq

i,‘j,‘k, wq
i,‘j,‘k — значения давления

и компонентов вектора скорости в ячейке (i, j, k) на q-м шаге по времени, τ — величина шага по
времени, а hx, hy, hz — размеры ячейки регулярной разностной сетки. Давление берётся на границах

расчётных ячеек и выражается по формуле pq

i,‘,j‘,k+ 1
2

=
pq

i,‘j,‘k+1 + pq
i,‘j,‘k

2
и т. д.


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ũq
i,j,k − uq

i,j,k

τ
+

1

ρ0

pq

i,j,k+ 1
2

− pq

i,j,k− 1
2

hx
= 0,

ṽq
i,j,k − vq

i,j,k

τ
+ 1

ρ0

pq

i,j+ 1
2 ,k

− pq

i,j− 1
2 ,k

hy
= 0,

w̃q
i,j,k − wq

i,j,k

τ
+

1

ρ0

pq

i+ 1
2 ,j,k

− pq

i− 1
2 ,j,k

hy
= −g.

(2)

Отсюда мы можем получить явные формулы для нахождения компонент вектора скорости в конце
эйлерова этапа:

ũq
i,j,k = uq

i,j,k − τ

2ρ0hx
(pq

i,j,k+1 − pq
i,j,k−1),

ṽq
i,j,k = vq

i,j,k − τ

2ρ0hy
(pq

i,j,k+1 − pq
i,j,k−1),

w̃q
i,j,k = wq

i,j,k − τ

2ρ0hz
(pq

i,j,k+1 − pq
i,j,k−1) − τg.

(3)

Далее, рассмотрим четвёртое уравнение системы (1), это уравнение неразрывности. Введём следую-
щие обозначения:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= D, (4)

∂ũ

∂x
+

∂ṽ

∂y
+

∂w̃

∂z
= D̃, (5)

где D — это дивергенция вектора скорости, а D̃ — это дивергенция вектора скорости на эйлеровом
этапе, играющая ключевую роль в расчетах несжимаемой жидкости. Дивергенция должна равняться
нулю в любой момент времени на любом этапе расчета, как в дифференциальной форме, так и в
разностной форме, это следует из четвёртого уравнения системы (1). Запишем разностные аналоги
выражений (4), (5) через скорости на границах ячеек:

D̃q
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ũq
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, (6)
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где uq

i,j,k+ 1
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uq
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2
, vq

i,j+ 1
2 ,k
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vq

i,j+1,k + vq
i,j,k

2
, wq

i+ 1
2 ,j,k

=
wq

i+1,j,k + wq
i,j,k

2
,

Так как на каждом шаге по времени D̃q
i,j,k = 0 для любых троек (i, j, k), то, подставив в (6) ũq

i,j,k,
ṽq

i,j,k и w̃q
i,j,k, выраженные из формул (3), получим следующее выражение:

Di,j,k + pi,j,k

(
1

hx
2 +

1

hy
2 +

1

hz
2

)
τ

2ρ0
− τ

4hx
2ρ0

(pi,j,k+2 + pi,j,k−2)−

− τ

4hy
2ρ0

(pi,j+2,k + pi,j−2,k) − τ

4hz
2ρ0

(pi+2,j,k + pi−2,j,k) = 0. (8)

В том случае, когда все переменные относятся к одному временному слою, будем опускать верх-
ний индекс. Из уравнения (8) уже можно выразить pi,j,k и получить матричное уравнение, но можно
получить матричное уравнение с более простым шаблоном, использовав разложение в ряд Тейлора.

336 Научный отдел



Д. И. Ливеровский, С. П. Шевырёв. Моделирование течения несжимаемой невязкой жидкости

Записав разложения для pi,j,k в окрестностях pi+1,j,k, pi−1,j,k, pi,j+1,k, pi,j−1,k, pi,j,k+1, pi,j,k−1, оста-
вив только члены до первого порядка малости включительно, выразив из разложений pi+2,j,k, pi−2,j,k,
pi,j+2,k, pi,j−2,k, pi,j,k+2, pi,j,k−2 и подставив их в уравнение (8), получим матричное уравнение:

pi,j,k = − ρ0hx
2hy

2hz
2Di,j,k

τ(hx
2hy

2 + hx
2hz

2 + hz
2hy

2)
+

1
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2hy
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2hz
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2hy

2)
×

×
(
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2hy
2 + (pi,j+1,k + pi,j−1,k)hz

2hx
2 + (pi+1,j,k + pi−1,j,k)hx

2hy
2
)
. (9)

Уравнение(9) может быть решено итерационным методом, в таком случае получим выражение для

p
(r+1)
i,j,k , где r — номер итерации:

p
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i,j,k = − ρ0hx

2hy
2hz
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×
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(p
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(r)
i,j,k−1)hz

2hy
2 + (p

(r)
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2 + (p

(r)
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(r)
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2hy
2
)
. (10)

Уравнение (10) должно решаться на каждом шаге по времени перед эйлеровым этапом.
На лагранжевом этапе вычисляются потоки массы через каждую из границ ячейки. При этом

полагаем, что вся масса переносится через границу только за счёт нормальной к границе составля-
ющей скорости. Запишем потоки массы для всех 6 граней ячейки: ∆Mi,j,k− 1

2
= ρ0ũi,j,k− 1

2
hyhzτ,

∆Mi,j,k+ 1
2

= ρ0ũi,j,k+ 1
2
hyhzτ, ∆Mi,j− 1

2 ,k = ρ0ṽi,j− 1
2 ,khyhzτ, ∆Mi,j+ 1

2 ,k = ρ0ṽi,j+ 1
2 ,khyhzτ,

∆Mi− 1
2 ,j,k = ρ0q̃i− 1

2 ,j,khyhzτ, ∆Mi+ 1
2 ,j,k = ρ0q̃i+ 1

2 ,j,khyhzτ. На заключительном этапе вычисляют-
ся газодинамические параметры в следующий момент времени:

uq+1
i,j,k =

ũq
i,j,ko + ũq

i,j,k−1d1

∣∣∣∆Mq

i,j,k− 1
2

∣∣∣ + ũq
i,‘j−1,‘kd2

∣∣∣∆Mq

i,j− 1
2 ,k

∣∣∣ + ũq
i−1,j,kd3

∣∣∣∆Mq

i− 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

+

+
ũk

i,j,k+1d4

∣∣∣∆Mq

i,j,k+ 1
2

∣∣∣ + ũq
i,j+1,kd5

∣∣∣∆Mq

i,j+ 1
2 ,k

∣∣∣ + ũq
i+1,j,kd6

∣∣∣∆Mq

i+ 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

,

vq+1
i,j,k =

ṽq
i,j,ko + ṽq

i,j,k−1d1

∣∣∣∆Mq

i,j,k− 1
2

∣∣∣ + ṽq
i,‘j−1,‘kd2

∣∣∣∆Mq

i,j− 1
2 ,k

∣∣∣ + ṽq
i−1,j,kd3

∣∣∣∆Mq

i− 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

+

+
ṽk

i,j,k+1d4

∣∣∣∆Mq

i,j,k+ 1
2

∣∣∣ + ṽq
i,j+1,kd5

∣∣∣∆Mq

i,j+ 1
2 ,k

∣∣∣ + ṽq
i+1,j,kd6

∣∣∣∆Mq

i+ 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

,

wq+1
i,j,k =

ṽq
i,j,ko + w̃q

i,j,k−1d1

∣∣∣∆Mq

i,j,k− 1
2

∣∣∣ + w̃q
i,‘j−1,‘kd2

∣∣∣∆Mq

i,j− 1
2 ,k

∣∣∣ + w̃q
i−1,j,kd3

∣∣∣∆Mq

i− 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

+

+
w̃k

i,j,k+1d4

∣∣∣∆Mq

i,j,k+ 1
2

∣∣∣ + w̃q
i,j+1,kd5

∣∣∣∆Mq

i,j+ 1
2 ,k

∣∣∣ + w̃q
i+1,j,kd6

∣∣∣∆Mq

i+ 1
2 ,j,k

∣∣∣
ρ0hxhyhz

,

o = ρ0hxhyhz − (1 − d1)
∣∣∣∆Mq

i,j,k− 1
2

∣∣∣ − (1 − d2)
∣∣∣∆Mq

i,j− 1
2 ,k

∣∣∣ − (1 − d3)
∣∣∣∆Mq

i− 1
2 ,j,k

∣∣∣−

−(1 − d4)
∣∣∣∆Mq

i,j,k+ 1
2

∣∣∣ − (1 − d5)
∣∣∣∆Mk

i,j+ 1
2 ,k

∣∣∣ − (1 − d6)
∣∣∣∆Mq

i+ 1
2 ,j,k

∣∣∣ ,

где

d1 =





0, если ũq

i,j,k− 1
2

≤ 0,

1, если ũq

i,j,k− 1
2

> 0,
d2 =





0, если ṽq

i,j− 1
2 ,k

≤ 0,

1, если ṽq

i,j− 1
2 ,k

> 0,

d3 =





0, если w̃q

i− 1
2 ,j,k

≤ 0,

1, если w̃q

i− 1
2 ,j,k

> 0,
d4 =





1, если ũq

i,j,k+ 1
2

≤ 0,

0, если ũq

i,j,k+ 1
2

> 0,

d5 =





1, если ṽq

i,j+ 1
2 ,k

≤ 0,

0, если ṽq

i,j+ 1
2 ,k

> 0,
d6 =





1, если w̃q

i+ 1
2 ,j,k

≤ 0,

0, если w̃q

i+ 1
2 ,j,k

> 0,
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Описанные выше вычисления выполняются на каждом шаге по времени. В рассматриваемой задаче

моделирования движения тяжёлой несжимаемой невязкой жидкости существуют ячейки следующих

типов: ячейки, заполненные жидкостью (ячейки среды), фиктивные ячейки, представляющие собой

твёрдое тело, и вакуумные ячейки, не содержащие в себе жидкость и не принадлежащие твёрдому

телу. Расчёты по приведённым выше формулам проводятся только для ячеек, в которых содержит-

ся жидкость. Значения в остальных ячейках вычисляются исходя из граничных условий на твёрдой

стенке и на свободной поверхности. Положение свободной поверхности меняется с течением времени.

Таким образом, количество расчётных ячеек может быть различным на каждом шаге по времени.

Для определения ячеек, занятых жидкостью, в рассмотрение вводят маркеры [3]. Они представля-

ют частицы, не имеющие массы. Изначально маркеры располагаются в ячейках расчётной области,

занятых жидкостью. Скорость маркеров вычисляется интерполированием между значениями локаль-

ной скорости среды в соседних ячейках сетки, которые предварительно были найдены разностным

решением.

Метод Давыдова является методом первого порядка точности. Проверка аппроксимации осуществ-

ляется путём собирания всех трёх этапов разностной схемы в одну схему и разложением в ряд

Тейлора в окрестности фиксированной точки пространства-времени. Устойчивость разностной схе-

мы для классического двумерного метода Давыдова исследовалась в работе [4], в которой показана

неустойчивость метода в области малых скоростей. Обобщим критерий устойчивости из статьи на

трёхмерный случай:

u0
τ

hx
+ v0

τ

hy
+ w0

τ

hz
+ 2c0

√
τ2

hx
2 +

τ2

hy
2 +

τ2

hz
2 +

c0
2

(
τ2

hx
2 +

τ2

hy
2 +

τ2

hz
2

)

u0
τ

hx
+ v0

τ

hy
+ w0

τ

hz

≤ 1. (11)

Из формулы (11) следует неустойчивость метода Давыдова для трёхмерного случая в области малых

и нулевых скоростей. Таким образом, метод является условно устойчивым при ненулевых скоростях.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Было рассмотрено несколько задач моделирования движения тяжёлой несжимаемой жидкости в

трёхмерном пространстве с разными начальными и граничными условиями. Во всех задачах столб

жидкости предполагался изначально неподвижным. Затем этот столб распадался, взаимодействуя с

препятствием в центре расчетной области и со стенками «аквариума» (рис. 1).

а б

Рис. 1. Начало. Моделирование падения столба жидкости в трёхмерном пространстве:

а — начальный момент времени; б — 600 шагов по времени
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в г

Рис. 1. Окончание. в — 2000 шагов по времени; г — 2500 шагов по времени (вид сверху)

Рис. 2. Задача о падении стол-

ба жидкости. Начальный момент

времени

Было также произведено сравнение результатов численного мо-

делирования движения тяжёлой несжимаемой невязкой жидкости

методом Давыдова для трёхмерного случая с двумерным случаем.

Для этого была рассмотрена задача, конфигурация которой пред-

ставлена на рис. 2.

На рис. 3, представлены результаты двумерного (рис. 3, а) и

трёхмерного (рис. 3, б) моделирования для одного и того же шага

по времени. Различия можно объяснить более грубой сеткой, ис-

пользованной для трёхмерного моделирования. Одним из резуль-

татов моделирования является тот факт, что в случае симметрии

начальных и граничных условий, симметрия также наблюдается на

каждом шаге по времени.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

а б

Рис. 3. Сравнение результатов моделирования: а — двумерный случай; б — трёхмерный случай
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Simulation of Incompressible Nonviscoussevere Fluid
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This study focuses on modification of the method of Davydov (large particles) in the case of incompressible liquid. We consider

the simulation of a heavy incompressible nonviscous fluid by Davydov’s modified method in a three-dimensional case. Besides,

comparison of the received results with a two-dimensional case is carried out. Formulas of modified Davydovs’s method for the case

of three spatial dimensions are lead out including difference analogue of the three-dimensional Poisson equation for the pressure.

The criterion of stability is generalized. The description of the algorithm for constructing a three-dimensional free surface is provided.

Implemented a three-dimensional computer graphics, showing development processes in online mode.

Key words: Davydov’s method, fluid flow, method of large particles, free surface, Poisson equation for the pressure, the criterion of

stability of difference schemes, symmetric flows.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГАЛЁРКИНА
К РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

И. А. Панкратов

Кандидат технических наук, доцент кафедры математического и компьютерного моделирования, Саратовский государ-

ственный университет им. Н. Г. Чернышевского, PankratovIA@info.sgu.ru

Рассмотрена линейная задача оптимального управления для случая, когда время окончания управляемого процесса

фиксировано. Функционал, определяющий качество процесса управления, характеризует затраты энергии на управление.

Предложен способ построения приближённого решения задачи, основанный на методе Галёркина. Приведены примеры

численного решения задачи.

Ключевые слова: оптимальное управление, линейная система, метод Галёркина.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим управляемую систему, описываемую линейным векторным обыкновенным дифферен-
циальным уравнением:

dx

dt
= Ax + Bu, (1)

c© Панкратов И. А., 2014



И. А. Панкратов. Применение метода Галёркина к решению задач оптимального управления

где x, A, B — матрицы следующего вида:

x =




x1

...

xn


 , A =




A11 . . . A1n

...
. . .

...

An1 . . . Ann


 , B =




B1

...

Bn


 ,

а управление u есть скалярная функция, на которую не наложены ограничения.
Требуется перевести систему из начального положения при t = 0:

x = x0 (2)

в конечное при t = T :
x = xк. (3)

При этом необходимо минимизировать функционал

J =

T∫

0

u2 dt. (4)

Отметим, что минимум функционала (4) соответствует минимуму затрат энергии на управление,
а время окончания управляемого процесса T считается заданным.

Поставленная задача решается с помощью принципа максимума Понтрягина [1]. Введём вектор
сопряжённых переменных ψ = (ψ1, . . . , ψn)

T
. Составим функцию Гамильтона –Понтрягина:

H = −u2 +

n∑

j=1

n∑

k=1

ψjAjkxk +

n∑

j=1

ψjBju.

Легко видеть [2], что сопряжённая система имеет вид

dψ

dt
= −AT ψ. (5)

При этом оптимальное управление имеет вид

uopt =
1

2

n∑

j=1

Bjψj . (6)

Таким образом, задача сведена к краевой задаче с закреплённым правым концом траектории, опи-
сываемой системой линейных дифференциальных уравнений (1), (5), (6), порядка 2n и 2n краевыми
условиями (2), (3).

2. МЕТОД ВЗВЕШЕННЫХ НЕВЯЗОК

Традиционно для решения задач оптимального управления применяются метод Ньютона, метод
градиентного спуска [3] и др. Численному решению задач оптимального управления посвящены,
например, работы Р. П. Федоренко [4], Ф. П. Васильева [5]. В общем случае отсутствуют форму-
лы для нахождения неизвестных начальных значений сопряжённых переменных. Следует отметить
также плохую сходимость начальных приближений для значений сопряжённых переменных к тем зна-
чениям, которые доставляют нули функциям невязок из-за постоянного попадания в их локальные
минимумы, где ни метод Ньютона, ни метод градиентного спуска не дают хороших результатов. В на-
стоящей работе предлагается искать приближённое решение рассматриваемой задачи оптимального
управления в следующем виде [6]:

xj ≈ x̂j = x0
j +

M∑

k=1

aj,kNj,k(t),

ψj ≈ ψ̂j =

M∑

k=1

an+j,kNn+j,k(t), j = 1, n.

(7)
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Здесь Nj,k(t), j = 1, 2n, k = 1,M – система линейно независимых базисных функций, удовлетворяю-
щих следующим условиям:

Nj,k(0) = 0, j = 1, n, k = 1,M,

∀ j = 1, n, ∃ k, l,m Nj,k(T ) 6= 0, Nn+j,l(0) 6= 0, Nn+j,m(T ) 6= 0.
(8)

Из условий (8) следует, что

x̂j(0) = x0
j +

M∑

k=1

aj,kNj,k(0) = x0
j , j = 1, n,

и значит, функции x̂j , j = 1, n автоматически удовлетворяют краевым условиям (2) при произвольных
коэффициентах aj,k, j = 1, n, k = 1,M.

Если выбранные функции Nj,k, j = 1, 2n, k = 1,M непрерывны при t ∈ [0; T ] и все их произ-
водные существуют, то непосредственным дифференцированием (7) можно получить аппроксимации
производных от xj и ψj , j = 1, n:

dxj

dt
≈ dx̂j

dt
=

M∑
k=1

aj,k
dNj,k(t)

dt
,

dψj

dt
≈ dψ̂j

dt
=

M∑
k=1

an+j,k
dNn+j,k(t)

dt
, j = 1, n.

(9)

В скалярном виде фазовые и сопряжённые уравнения с учётом выражения (6) для оптимального
управления запишутся так:

dxi

dt
=

n∑

j=1

Aijxj +
1

2
Bi

n∑

j=1

Bjψj , i = 1, n, (10)

dψi

dt
= −

n∑

j=1

Ajiψj , i = 1, n. (11)

Подставляя разложения (7) с учётом (9) в уравнения (10) и (11), получим невязки Rxi

[0;T ] и Rψi

[0;T ]

следующего вида:

Rxi

[0;T ] =

M∑

k=1


ai,k

dNi,k

dt
−

n∑

j=1

aj,kAijNj,k − 1

2

n∑

j=1

an+j,kBiBjNn+j,k


 −

n∑

j=1

Aijx
0
j , i = 1, n,

Rψi

[0;T ] =

M∑

k=1


an+i,k

dNn+i,k

dt
+

n∑

j=1

an+j,kAjiNj,k


 , i = 1, n.

Для получения приближённых равенств Rxi

[0;T ] = 0 и Rψi

[0;T ] = 0 при t ∈ [0; T ] воспользуемся

методом Галёркина [6], выбрав систему весовых функций Ws,k = Ns,k, s = 1, 2n, k = 1,M , и требуя,
чтобы выполнялись равенства

T∫

0

Rxs

[0;T ]Ws,k dt =

T∫

0

Rxs

[0;T ]Ns,k dt = 0, s = 1, n, k = 1,M,

T∫

0

R
ψs−n

[0;T ] Ws,k dt =

T∫

0

R
ψs−n

[0;T ] Ns,k dt = 0, s = n + 1, 2n, k = 1,M.

Так как разложения (7) не удовлетворяют априори граничным условиям (3), то положим

T∫

0

Rxs

[0;T ]Ns,k dt = 0, s = 1, n, k = 1,M, (12)
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T∫

0

R
ψs−n

[0;T ] Ns,k dt +
(
x̂s−n − xк

s−n

)
W̃s,k

∣∣∣
t=T

= 0, s = n + 1, 2n, k = 1,M. (13)

В общем случае весовые функции Ws,k и W̃s,k могут быть выбраны независимо, но из результатов

численного решения задачи следует, что удобно взять W̃s,k = −Ns,k, s = n + 1, 2n, k = 1,M. Отметим
также, что при аппроксимации различных фазовых и сопряжённых переменных можно использовать
одинаковые базисные функции:

N1,k = N2,k = · · · = Nn,k = Nx
k , Nn+1,k = Nn+2,k = · · · = N2n,k = Nψ

k , k = 1,M.

Уравнения (13) с учётом (7) можно записать так

T∫

0

R
ψs−n

[0;T ] Ns,k dt +

(
x0

s−n +

M∑

k=1

as−n,kNs−n,k(T ) − xк
s−n

)
W̃s,k(T ) = 0, (14)

где s = n + 1, 2n, k = 1,M.

Соотношения (12), (14) представляют собой систему 2Mn линейных алгебраических уравнений
относительно такого же числа неизвестных. Решив её, мы определим коэффициенты aj,k и тем са-
мым закончим процесс построения приближённого решения уравнений (1), (5), удовлетворяющих
условиям (2) и (3).

В частности, если
Nx

k = tk, Nψ
k = tk−1, k = 1,M, (15)

то уравнения (12), (14) примут вид

T∫

0

M∑

k=1


ai,kktk−1 −

n∑

j=1

aj,kAijt
k − 1

2

n∑

j=1

an+j,kBiBjt
k−1


 ts dt =

T∫

0

n∑

j=1

Aijx
0
j ts dt,

T∫

0

M∑

k=1


an+i,k(k − 1)tk−2 +

n∑

j=1

an+j,kAjit
k−1


 ts−1 dt −

M∑

k=1

ai,kT s+k−1 =
(
x0

i − xк
i

)
T s−1.

(16)

Интегралы, входящие в систему (16), легко берутся. При этом уравнения (16) принимают вид

M∑

k=1


ai,k

kT s+k

s + k
−

n∑

j=1

aj,kAij
T s+k+1

s + k + 1
− 1

2

n∑

j=1

an+j,kBiBj
T s+k

s + k


 =

n∑

j=1

Aijx
0
j

T s+1

s + 1
,

M∑

k=1


an+i,k

(k − 1)T s+k−2

s + k − 2
+

n∑

j=1

an+j,kAji
T s+k−1

s + k − 1


 −

M∑

k=1

ai,kT s+k−1 =
(
x0

i − xк
i

)
T s−1.

(17)

Отметим, что при s = 1 и k = 1 коэффициент при an+i,k в уравнениях (17) должен равняться
нулю.

Отметим также, что рассмотренный метод может применяться при наличии ограничения на управ-
ление и для решения нелинейных задач. При этом вместо (12), (13) нужно будет решать системы
нелинейных алгебраических уравнений вида

K(a)a = f, (18)

или
Ka = f(a). (19)

Здесь K(a) и f(a) — матрица жёсткости и столбец свободных членов соответственно, завися-
щие от вектора неизвестных a. Указанные системы нелинейных уравнений необходимо решать
тем или иным итерационным методом (в качестве начального приближения удобно взять нулевой
вектор).
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3. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Пусть материальная точка массы m кг движется прямолинейно под действием некоторой управ-
ляющей силы F (t). Согласно второму закону Ньютона движение точки описывается уравнением

m
d2x

dt2
= F (t). (20)

Введём фазовые координаты x1 = x (координата точки), x2 = dx/dt = v (скорость точки) и управ-
ляющий параметр u = F (t)/m. Тогда уравнение (20) можно представить в виде системы двух обык-
новенных дифференциальных уравнений:

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= u. (21)

В начальный момент времени при t = 0 состояние управляемой системы определяется соотноше-
нием

x = x0 = (x0
1; x0

2),

в конечный момент времени
при t = T

x = xк = (xк
1;x

к
2).

Положим, что функционал качества процесса управления имеет вид (4). Из уравнений (21) сле-
дует, что матрицы A и B имеют вид

A =

(
0 1

0 0

)
, B =

(
0

1

)
.

Введём вектор сопряжённых переменных ψ = (ψ1, ψ2)
T

. Функция Гамильтона –Понтрягина при-
мет вид

H = −u2 + ψ1x2 + ψ2u.

Система дифференциальных уравнений для сопряжённых переменных примет вид

dψ

dt
= −

(
0 0

−1 0

)
ψ.

При этом оптимальное управление имеет вид

uopt =
ψ2

2
. (22)

Для решения системы (17) была составлена программа на языке C++, реализующая метод Гаусса
с выбором главного элемента по всей матрице.

На рис. 1, а–г приведены результаты решения задачи о движении точки под действием управля-
ющей силы для следующих значений параметров: M = 3, T = 4, (x0

1; x0
2) = (1; 0), (xк

1; xк
2) = (0; 0).

Отметим, что поставленную задачу можно решить аналитически. Легко видеть, что искомые функ-
ции x1(t), x2(t), ψ1(t) и ψ2(t) являются полиномами третьего, второго, нулевого и первого порядка
соответственно. Поэтому результаты численного решения при трёх базисных функциях совпадают
с аналитическим. Увеличение числа базисных функций в данном случае не приводит к уменьшению
погрешности, так как неизвестные коэффициенты при базисных функциях Nx

4 , Nψ
4 , Nx

5 , Nψ
5 и т. д.

в разложениях (7) являются нулями.
Предположим теперь, что на материальную точку помимо управляющей силы действует сила

сопротивления Fсопр = −k v. Тогда система двух обыкновенных дифференциальных уравнений, опи-
сывающих движение точки, примет вид

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= − k

m
x2 + u. (23)

Из уравнений (23) следует, что матрицы A и B теперь имеют вид

A =

(
0 1

0 −k/m

)
, B =

(
0

1

)
.
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Рис. 1. Движение точки под действием управляющей силы (M = 3): а — координата точки; б — скорость

точки; в — фазовый портрет; г —оптимальное управление

Соответственно система дифференциальных уравнений для сопряжённых переменных примет вид

dψ

dt
= −

(
0 0

−1 k/m

)
ψ.

Оптимальное управление (22) не изменится.
На рис. 2 показаны результаты решения задачи о движении точки под действием управляющей

силы и линейной силы сопротивления движению для следующих значений параметров: M = 9, T = 4,
k/m = 1, (x0

1; x0
2) = (1; 0), (xк

1; xк
2) = (0; 0).
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Рис. 2. Начало. Управляемое движение точки с учетом линейной силы сопротивления (M = 9):

а — координата точки; б — скорость точки
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Рис. 2. Окончание: в — фазовый портрет; г — оптимальное управление

В таблице приведен закон изменения погрешности определения конечного положения точки в за-

висимости от числа степенных базисных функций (15) для тех же значений параметров задачи,

что и на рис. 2.

Погрешность определения конечного положения точки

M x1(T ) x2(T )
√

x2
1(T ) + x2

2(T ) ψ1(0) ψ2(0)

1 0 −0.375 0.375 −0.78125 −0.6875

2 0 −0.25 0.25 −0.78125 −0.8125

3 9.104 · 10−15 −0.1567398 0.1567398 −0.8232759 −0.7938871

4 1.505 · 10−13 −0.0652635 0.0652635 −0.9058572 −0.8793439

5 1.344 · 10−11 −0.0168948 0.0168948 −0.9495609 −0.9165632

6 1.752 · 10−11 −0.0031820 0.0031820 −0.9623113 −0.9279307

7 −8.443 · 10−9 −0.0004913 0.0004913 −0.9648194 −0.9301484

8 0.0000001 0.0000654 0.0000654 −0.9652157 −0.9304994

9 −0.0000024 −0.0000077 0.0000080 −0.9652695 −0.930547

Значения сопряжённых переменных при t = 0 (указанные в двух последних столбцах) могут быть

использованы в качестве начального приближения при решении исходной задачи тем или иным ите-

рационным методом. Отметим, что погрешность определения конечного значения координаты точки

меньше, чем погрешность определения скорости точки в конце движения. Отметим также, что по-

мимо (15) были рассмотрены следующие системы базисных функций (при этом особенно сложно

подбирать подходящую систему базисных функций для сопряжённых переменных):

Nx
k = (t/T )k, Nψ

k = (t/T )k−1, k = 1,M ; (24)

и

Nx
k = sin kt, Nψ

k = tk−1, k = 1,M.

Из результатов численного решения следует, что при использовании базисных функций (24) мат-

рица жёсткости системы (12), (14) становится лучше обусловленной, чем при использовании систе-

мы (15). При M ≤ 5 погрешность определения конечного положения точки меньше при использовании

в качестве базисных функций Nx
k = tk, а при M > 5 меньшую погрешность дают базисные функ-

ции Nx
k = sin kt.

Из результатов численного решения (см. рис. 1, 2) видно, что в первых двух рассмотренных

примерах при t = 2 скорость точки достигает своего минимального значения и t = 2 – точка перегиба

функции x1 = x1(t).
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Пусть на управление наложено ограничение вида

−1 ≤ u ≤ 1. (25)

Легко видеть, что оптимальное управление в задаче о движении материальной точки под действи-

ем управляющей силы и линейной силы сопротивления с учётом (25) принимает вид

uopt =





ψ2

2
, если

∣∣∣∣
ψ2

2

∣∣∣∣ ≤ 1;

sign
ψ2

2
, если

∣∣∣∣
ψ2

2

∣∣∣∣ > 1.

На рис. 3 приведены результаты решения задачи о движении точки под действием управляющей

силы и линейной силы сопротивления движению при наличии ограничения (25) для следующих

значений параметров: M = 9, T = 7, k/m = 1, (x0
1; x0

2) = (1; 0), (xк
1; xк

2) = (0; 0). Для решения

системы уравнений вида (19) был применён метод простых итераций.
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Рис. 3. Управляемое движение точки с учетом линейной силы сопротивления и ограничения (25) (M = 9):

а — координата точки; б — скорость точки; в — фазовый портрет; г — оптимальное управление

Предположим теперь, что на материальную точку действуют управляющая сила F (t) и нелинейная

сила сопротивления Fсопр = −k v2, а на управление u ограничений не наложено.

Очевидно, что система фазовых уравнений в этом случае примет вид

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= − k

m
x2

2 + u.

Легко видеть, что система сопряжённых уравнений будет иметь вид

dψ1

dt
= 0,

dψ2

dt
= −ψ1 + 2

k

m
x2ψ2.

При этом оптимальное управление будет по-прежнему иметь вид (22).
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На рис. 4 приведены результаты решения задачи о движении точки под действием управляющей

силы и квадратичной силы сопротивления движению для следующих значений параметров: M = 9,

T = 4, k/m = 1, (x0
1; x0

2) = (1; 0), (xк
1; xк

2) = (0; 0). Для решения системы уравнений вида (18) также

был применён метод простых итераций.
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Рис. 4. Управляемое движение точки с учетом квадратичной силы сопротивления (M = 9): а — координата

точки; б — скорость точки; в — фазовый портрет; г — оптимальное управление

В дальнейшем предполагается применить изложенный выше метод к решению задачи оптималь-

ной переориентации орбиты космического аппарата под действием реактивной тяги, ортогональной

плоскости орбиты [7–9].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 12-01-00165-а).
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Using Galerkin Method for Solving Linear Optimal Control Problems
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The linear optimal control problem is considered. Duration of the controlled process is fixed. It is necessary to minimize the functional,

that characterizes the energy consumption. A method of constructing an approximate solution based on the Galerkin method

is proposed. Examples of numerical solutions of the problem are given.
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Работа посвящена численному моделированию двухслойного течения нелинейно-вязких жидкостей в каналах фильер.

Движение жидкостей описывается уравнениями сохранения массы и импульса, дополненными реологическим уравнением

состояния нелинейно-вязкой жидкости по модели Карро. Приводится методика численного решения задачи на основе

метода конечных элементов. Исследована картина распределения скоростей жидкости, давления, напряжений, положения

границы раздела в двухслойном потоке в зависимости от реологических свойств жидкости и режимов течения.

Ключевые слова: нелинейно-вязкая жидкость, граница раздела, двухслойное течение.

ВВЕДЕНИЕ

Слоистые, или стратифицированные, течения жидкостей давно привлекают внимание исследова-
телей. Очень актуальными являются исследования, связанные с проблемами транспортировки сырой
нефти по трубопроводам. Известны способы снижения давления, необходимого для перекачки нефти
по трубам, путем добавления к нефти полимерного раствора, который оттесняясь к стенкам трубы,

c© Снигерев Б. А., Тазюков Ф. Х., 2014
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формирует двухслойный поток. В работе [1] рассматривается кольцевое течение двух несмешиваю-
щихся жидкостей в трубопроводе, когда в ядре потока движется основная жидкость с произвольной
кривой течения, а в пристенном слое маловязкая не ньютоновская жидкость. Получены аналитиче-
ские зависимости для расходов обеих жидкостей от перепада давления для двухслойного течения,
состоящего из основного течения в трубе, дополненного кольцевым течением маловязкой жидкости
в пристенном слое. Экспериментальное изучение влияния пристенного слоя маловязкой жидкости на
расход высоковязкой не ньютоновской жидкости в трубопроводе проводится в работе [2].

В ряде работ проведены теоретические исследования с целью анализа причин неустойчивости
сдвигового течения двухслойных систем, состоящих из упругих вязких жидкостей, когда в каче-
стве реологических уравнений состояния используются уравнения не ньютоновских жидкостей [3, 4].
Неустойчивость слоистого течения выражается через колебания координаты поверхности раздела
относительно оси потока. Показано, что нестабильная форма поверхности раздела характерна для
течений, у которых существенно различны вязкости и нормальные напряжения компонентов потока
на линии их контакта. Но наиболее активно стимулировали развитие стратифицированных течений
проблемы, возникающие при производстве слоистых полимерных пленок и биокомпонентных волокон
методом соэкструзии, когда два или более потока расплава продавливают через формующую головку
совместно [3–6]. Надо заметить, что предложенные математические модели не касаются исследова-
ния течения на этапе формирования потока, то есть области течения на начальном участке канала,
где происходит образование совместного течения двух разнородных жидкостей.

В настоящей работе исследуется установившееся несмешивающееся двухслойное течение не нью-
тоновских жидкостей, образующееся в результате слияния двух потоков в плоском канале с образо-
ванием границы раздела течения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается безволновое неизотермическое течение двух несмешивающихся жидкостей в схо-
дящемся канале, схема которого показана на рис. 1.

Рис. 1. Схема расчетной области двухслойного потока жидкости

Первая жидкость с объемным расходом Q1 подается на входе Γ1
1 (IH), вторая на входе Γ2

1 (AB) с
расходом Q2, после схождения потоков в сечении EOL образуется совместное течение жидкостей с
границей разделения потоков Γ6 (OG). Область течения жидкости в нижнем слое IHOGM обознача-
ется как Ω1, а в верхнем BAEFGO соответственно Ω2. Течение не ньютоновских жидкостей в каждой
из областей Ω1,2 описывается уравнениями сохранения количества движения и неразрывности в виде

̺m

(
∂um

i

∂t
+ um

j

∂um
i

∂xj

)
=

∂σm
ij

∂xj
, (1)

∂um
i

∂xi
= 0, i, j = 1, 2, m = 1, 2. (2)

Система уравнений (1)–(2) замыкается реологическим уравнением состояния нелинейно-вязкой
жидкости в форме степенного закона [5]

σm
ij = −pmδij + τm

ij , (3)

τm
ij = ηm(I2)Dij , Dij =

1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
,

ηm(I2) = µ0(I2)
k−1
2 .
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В (1)–(3) ̺m — плотность, σm
ij — компоненты полного тензора напряжений, pm — давление, xi —

декартовы координаты, um
i — компоненты скорости для жидкости с индексом m, δij — компонен-

ты единичного тензора, τm
ij — компоненты тензора девиатора напряжений, ηm(I2) — эффективная

вязкость жидкости, I2 — второй инвариант тензора скоростей деформаций, Dij — компоненты тен-
зора скоростей деформаций, µ0 — показатель консистенции жидкости (приведенная вязкость), k —
параметр модели.

В начальный момент времени граница раздела слоёв Γ6 имеет плоскую горизонтальную форму. На
входных участках Γm

1 задается профиль осевой скорости, характерный для установившегося течения
не ньютоновской жидкости в плоском канале. На твердых стенках Γm

3,4,5 выполняются условия прили-
пания, а на выходных границах Γm

2 ставятся условия установившегося потока. На подвижной границе
раздела слоев жидкости Γ6 должно выполняться кинематическое условие. Кроме того, должны вы-
полняться динамические условия, выражающиеся в равенстве касательных напряжений жидкости с
каждой стороны границы раздела, а нормальные напряжения имеют разрыв [6].

Таким образом, граничные условия запишутся в виде

Γm
1 : um

1 = Um
0 (x2), um

2 = 0, pm = pm
0 ;

Γm
2 : ∂um

1 /∂x1 = 0;

Γm
3 , Γm

4 , Γm
5 : um

1 = um
2 = 0; (4)

Γ6 : um
i · ni = 0, u1

i · ti = u2
i · ti,

σ1
ij · tj = σ2

ij · tj , σ1
ij · nj − σ2

ij · nj = 2γHnj

Здесь ni, tj — компоненты единичной нормали и касательной к поверхности Γ6, условия на Γ6 запи-
саны в локальной декартовой системе координат, связанной с каждой точкой свободной поверхности,
γ — коэффициент поверхностного натяжения, H — главная кривизна поверхности раздела.

В двумерном случае поверхность раздела описывается уравнением F (x1, x2, t) = 0, тогда выпол-
няется следующее условие [6]:

∂F

∂t
+ um

i

∂F

∂xi
= 0. (5)

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Для решения уравнений (1)–(3) с граничными условиями (4) используется метод конечных эле-
ментов [7]. На каждом шаге по времени расчет проводится в два этапа, когда решаются исходные
уравнения в областях Ω1 и Ω2 соответственно. Для получения матричных уравнений применяется
стандартная процедура Галёркина [8]. В качеcтве конечных элементов используютcя четырехуголь-
ные элементы с квадратичной интерполяцией для переменных компонент скорости ui, линейной для
давления p, компонент девиатора тензора напряжений τij . Для аппроксимации деформируемых границ
применяется конечно-элементная методика, базирующаяся на эйлеровом подходе и заключающаяся в
локальной перестройке конечно-элементной сетки вблизи движущихся границ. Для реализации гра-
ничных условий на подвижной границе раздела Γn

6 на n шаге по времени, определенной с помощью
конечно-элементной аппроксимации, применяется линеаризованная итерационная процедура, когда
граничные условия (4) заменяются для области расчета Ωn+1

1 на следующие:

u1
i · ti|n+1 = u2

i · ti|n, u1
i · ni|n+1 = 0,

σ1
ij · nj |n+1 = σ2

ij · nj |n + 2γHnj , (6)

σ1
ij · tj |n+1 = σ2

ij · tj |n.

Значения переменных на n итерации в правой части записанных соотношений вычисляются на сов-
местной границе по значениям из области Ωn

2 . Затем решается аналогичная задача для области Ωn+1
2

с граничными условиями на Γn
6 , в которых правые части соотношений (6) вычисляются по решению

задачи (1)–(4) на n итерации для области Ωn+1
1 . После первого этапа определяется поле скоростей,

давлений для обоих областей на n + 1 итерации. Затем с помощью численной аппроксимации кине-
матического условия (5) определяется положение границы раздела Fn+1 на n + 1 итерации. Далее,
возможен переход к первому этапу с известным новым положением границы и решением задачи на
предыдущей итерации для всей области течения. Итерации продолжаются до выполнения сходимости
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решения, которое заключается в определении установившегося положения границы, определяющегося

как

∣∣∣∣
Fn+1 − Fn

Fn

∣∣∣∣ <= ε1, удовлетворении граничных условий для скорости и напряжений на подвиж-

ной границе раздела Γ6 : |u1
i · ti|n+1 − |u2

i · ti|n <= ε2, |σ1
ij · tj |n+1 − |σ1

ij · tj |n <= ε2, где ε1 = 10−3,
ε2 = 10−4.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Рассмотрим двухслойное течение не ньютоновских жидкостей в канале с шириной в области
совместного течения h = 2 · 10−3 м при расходах Q1 = 5 · 10−9 м3/c, Q2 = 20 · 10−9 м3/c. Значения
физических констант для компонентов потока следующие : ̺1 = 930 кг/м 3, µ1

0 = 10010Па·c, k1 = 0.75,
̺2 = 980 кг/м 3, µ2

0 = 10020Па·c, k2 = 0.75.
В случае двухслойного течения положение границы раздела определяется величинами расходов и

их отношением, а также отношением величин вязкостей расплавов потоков [2]. Обозначим l1, l2 как
ширина потоков для нижнего и верхнего слоя соответственно (l1 + l2 = h). Введем безразмерную
величину hf = l2/(h/2), показывающую степень изменения ширины потока при совместном течении
в канале. Влияние расходов на положение границы раздела сред показано на рис. 2, где приведено
распределение hf для отношений расходов Q1/Q2: 1 — Q1/Q2 = 5, 2 — Q1/Q2 = 10, 3 — Q1/Q2 = 20.
Значения hf для установившегося потока составляют hf = 1.29, 1.73, 1.96. Для определения влияния
различия вязкости на положение границы раздела рассчитывались течения в условиях постоянства
расходов в нижнем и верхнем слое Q1 = Q2. Влияние вязкости определялось в условиях, когда вяз-
кость в нижнем слое остается равной µ1

0 = 10010Па·c, k1 = 0.75, а в верхнем слое коэффициент
µ1

0 увеличивается, при этом отношение µ2
0/µ1

0 равно µ2
0/µ1

0 = 5, 10, 20. Поскольку вязкость нижнего
слоя жидкости в области совместного течения выше, чем в верхнем, то это приводит к смещению
положения границы раздела от оси канала к верхней стенке. Дальнейшее увеличение µ2

0/µ1
0 приво-

дит к росту отклонения, что иллюстрирует рис. 3. На рис. 3 показано распределение hf для трех
вязкостных режимов: 1 — µ2

0/µ1
0 = 5, 2 — µ2

0/µ1
0 = 10, 3 — µ2

0/µ1
0 = 20.

1.5

1

0 4

1

2

3

h f

x /h
1

1.5

1

0 4

1

2

3

h f

x /h
1

Рис. 2. Профили границы раздела жидкостей

при различных Q1/Q2: 1 — Q1/Q2 = 5, 2 —

Q1/Q2 = 10, 3 — Q1/Q2 = 20

Рис. 3. Профили границы раздела жидкостей

при различных µ1
0/µ2

0: 1 — µ2
0/µ1

0 = 5, 2 —

µ2
0/µ1

0 = 10, 3 — µ2
0/µ1

0 = 20

На рис. 4 показаны установившиеся профили скорости u1/U0 двухслойного течения в сечении
x1/h = 3.0 при отношении расходов Q1/Q2 = 4 в зависимости от параметра k. В рассматривае-
мом течении псевдопластичные свойства жидкости в верхнем слое не изменяются, а изменяются в
нижнем слое, определяемые параметром k. На рис. 4 приведены профили скорости для течения в
случае Q1/Q2 = 4, µ1

0/µ2
0 = 1, k1 = 0.9, k2 = 0.1, 0.3, 0.7, 0.9. Усиление псевдопластичных свойств

(уменьшение показателя k1 ) для нижнего слоя, приводит к уменьшению эффективной вязкости в
этой области течения Ω1, особенно в областях больших значений градиента скорости. При течении
жидкостей с разными расходами, но с одинаковыми псевдопластичными свойствами, в сечении на
достаточно удаленном от точки схода потоков образуется параболический профиль скорости, харак-
терный для однородного потока (рис. 4, кривая 4). Усиление же пседопластичных свойств, приводит к
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тому, что профиль скорости становится немонотонным, с образованием зоны изгиба на границе разде-
ла слоев. Динамика развития установившегося профиля скорости для случая Q1/Q2 = 4, µ1

0/µ2
0 = 1,

k2 = 0.9, k1 = 0.3 показана на рис. 5, где приведены профили скорости в сечениях x1/h = 0.0,
0.1, 0.5, 3.0. В начальном сечении x1/h = 0.0 сходится два не ньютоновских потока с монотонными
профилями скоростей.
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Рис. 4. Распределение скорости u1/U0 в сечении

канала x = 3.0 для Q1/Q2 = 4, µ1
0/µ2

0 = 1, k1 =

= 0.9 при различных значениях k2: 1 — k2 = 0.1,

2 — k2 = 0.3, 3 — k2 = 0.7, 4 — k2 = 0.9

Рис. 5. Распределение скорости u1/U0 в вер-

тикальных сечениях канала для Q1/Q2 = 4,

µ1
0/µ2

0 = 1, k1 = 0.1, k2 = 0.9: 1 — x = 1.0;

2 — x = 1.1; 3 — x = 1.5; 4 — x = 3.0

Из графиков видно, что в области схождения потоков начинается смещение границы раздела в
область течения нижнего слоя, где течет жидкость с более псевдопластичными свойствами, харак-
теризующимися меньшими значениями эффективной вязкости. Смещение границы в сторону нижней
стенки приводит к расширению ширины потока верхнего слоя, что, в свою очередь, приводит к тому,
что максимальные значения скорости уменьшаются, по мере удаления от точки схода потоков (рис. 5,
кривые — 2, 3, 4). Уменьшение максимального значения скорости сопровождается смещением данной
зоны к нижней стенке, а в нижнем слое уменьшение ширины потока приводит к увеличению средней
скорости потока. Отметим также, что двухслойное течение не ньютоновских жидкостей с большим
отличием псевдопластичных свойств характеризуется тем, что расстояние, на котором происходит
установление стационарного профиля скорости, увеличивается с ростом разницы псевдопластичных
свойств.

На рис. 6 показана разность нормальных напряжений в канале фильеры τ11 − τ22 в области
течения для значений Q1/Q2 = 4, µ1

0/µ2
0 = 1, k2 = 0.9, k1 = 0.3. Видно, что на месте схождения

потоков развиваются сильные нормальные напряжения, которые по мере продвижения вниз по потоку
начинают релаксировать. Кроме того, наблюдаются отрицательные сжимающие напряжения вблизи
поверхности раздела в области схождения потоков.

0.5

-0.65

-2.3

2.5
5.7

4.1 t  -t11 22

Рис. 6. Изолинии разницы напряжений τ11 − τ22 в области схождения потоков

для Q1/Q2 = 4, µ1
0/µ2

0 = 1, k2 = 0.9, k1 = 0.3
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе теоретически исследована структура течения и напряженно-деформированное
состояние сред при двухслойном течении высоковязких не ньютоновских жидкостей в канале. По-
казано существенное влияние на положение границы раздела разницы величин отношения расхода
жидкостей, показателей консистенции вязкости и степени псевдопластичности не ньютоновских сред.
Исследовано влияние степени различия расходов, вязкостей, не ньютоновских свойств пседвопластич-
ночти на структуру течения, гидродинамические характеристики двухслойного потока.
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Numerical simulation of double-layer nonlinear viscous flow in channels of dies was performed. The fluid motion is described by

equations conservation of mass and momentum, supplemented by the rheological equation of state of nonlinear viscous fluid on the

Carreau model. The technique of numerical solve the problem based on the finite element method is described. Results the field of

velocities, pressure, stresses, position the interface boundary of two-layer flow depending on rheological properties of liquid and flow

regimes are presented.
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КРИОВОЗДЕЙСТВИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
МНОГОМЕРНОГО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО

ХЕШИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ ПАКЕТА NumPy
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В работе, на примере решения задачи построения температурного поля при

криовоздействии показывается эффективность использования геометрическо-

го хеширования выполненного на основе пакета NumPy для построения соответ-

ствующей расчетной сетки. Такое построение предполагает для каждого узла

сетки определение его местоположения относительно полигональной области

неправильной формы. Именно такие формы чаще всего моделируют поверхности

внутренних органов. Решение построения расчетной сетки позволит осуществить

3D визуализацию температурного поля в окрестности точки криовоздействия,

что будет способствовать своевременному контролю температуры биоткани в

заданный момент времени.

Ключевые слова: криобиология, вычислительная геометрия, геометрическое хе-

ширование.

ВВЕДЕНИЕ

За последнее время в различных областях медицины большое
распространение получил криогенный метод лечения [1]. Интерес
к локальному низкотемпературному воздействию в основном связан
с тем, что лечение криогенными методами проходит практически
безболезненно [2].

Математическая модель для численного исследования процессов
протекающих в биотканях при таком методе лечения описана в моно-
графии [1]. При указанных в этой работе допущениях температурное
поле в биоткани описывается с помощью уравнения теплопроводно-
сти вида

c · ρ(x, T )
∂T

∂t
= div (λ(x, T )∇T (x)) − χ(x)

∂f

∂t
, (1)

где T — тепература, а коэффициенты уравнения зависят от свойств
биоткани. Можно отметить работу [3], в которой предложены опре-
деленные оригинальные методы численного решения с соответству-
ющими краевыми условиями (задача Стефана). Однако в указанных
работах данная задача решается в осесимметричном случае и со-
ответствующая сетка для численного решения задачи строится как
прямоугольная сетка в цилиндрических координатах. Данный под-
ход по нашему мнению является весьма приближенным и не может
охватить все возможные биоткани, геометрическая форма которых

c© Клячин В. А., 2014
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достаточно разнообразна. В качестве примера можно привести биоткань поджелудочной железы,
форма которой не имеет явной симметрии, а ее поверхность обладает в определенной степени ячеистой
структурой.

Численное решение приведенного уравнения можно осуществить с использованием как прямо-
угольной сетки, так и с использованием нерегулярной сетки, например в виде триангуляции расчет-
ной области. Наиболее популярным методом триангуляции является триангуляция Делоне [4, 5]. В
монографии [6] приведены различные алгоритмы построения таких триангуляций на плоскости. От-
метим также, что в работах [7, 8] получены условия на симплексы триангуляции, выполнение которых
гарантирует соответствующую сходимость первых производных. Однако использование триангуляции
в многомерном случае сопряжено с рядом принципиальных трудностей, описанных в работе [9]. По-
этому, нами был выбран другой подход, связанный с построением прямоугольной сетки, не имеющей
препятствия с аппроксимацией производных первого порядка.

Для расчета решений уравнения с использованием прямоугольной сетки необходимо дополнитель-
но решать задачу определения для каждого ее узла принадлежности расчетной области. Это клас-
сическая задача вычислительной геометрии о локализации точки [10, 11]. При достаточно большом
количестве граней модели расчетной области может потребоваться значительное время для реше-
ния задачи локализации всех узлов расчетной сетки с помощью даже линейных по числу граней
модели алгоритмов. Поэтому применяют некоторую оптимизацию. Одним из способов оптимизации
является так называемое геометрическое хеширование, суть которого хорошо описана, в частности,
в статьях [12–14], в которых указанный метод применяется в задачах распознавания объектов на
изображениях. Цель настоящей статьи – показать каким образом метод многомерного геометриче-
ского хеширования можно применить к решению задачи локализации точки относительно замкнутых
многогранных поверхностей. При этом задача будет решена для произвольной размерности, а для
управления многомерными данными мы воспользуемся пакетом NumPy [15, 16].

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОСНОВА ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ХЕШИРОВАНИЯ

Пусть X — произвольное множество и K обозначает единичный квадрат K = [0, 1] × [0, 1].
Каждой точке (a, b) ∈ K можно сопоставить отрезок [a, b] ⊂ [0, 1], а каждой точке p = (a1, b1, a2,

b2, . . . , an, bn) ∈ Kn, можно сопоставить многомерный параллилепипед Q(p) = [a1, b1] × . . . × [an, bn],
n ≥ 1.

Пусть дано некоторое отображение

s : X → Kn, n ≥ 1.

Непосредственно в задаче локализации точки относительно многогранника в качестве X рассмат-
ривается множество всех пространственных треугольников, расположенных, например, в единичном
кубе [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]. Для случая n = 1 отображением s в этом случае может служить отображе-
ние, которое каждому треугольнику ставит в соответствие отрезок проекции этого треугольника на
ось Ox. При n = 2 мы можем взять два отрезка проекций треугольника — один на ось Ox, другой —
на ось Oy.

Помимо отображения s, предположим задана матрица T размерности n × m,m ≥ 1. При этом
предполагаем выполнение условий

0 = Ti1 < Ti2 < Ti3 < . . . < Tim = 1, ∀ i = 1, . . . , n.

Элементы этой матрицы задают сетку, по которой будет вестись хеширование. В простейшем случае
можно использовать равномерную сетку, для которой Tik − Tik−1 ≡ const.

Каждой точке (a, b) ∈ K, a ≤ b и натуральному i = 1, . . . , n сопоставим два натуральных числа
ki, li таких, что a ∈ [Tiki

, Tiki+1), b ∈ [Tili , Tili+1). Заметим, что эти два числа определяют отрезки
вида [Tij , Tij+1], которые имеют непустое пересечние с отрезком [a, b] ⊂ [0, 1] для всех j = ki, . . . , li.
Например, в задаче локализации точки числа ki, li определяют те полуинтервалы сетки хеширования,
которые будет пересекать проекция треугольника на ось Ox в случае n = 1 и эти числа определя-
ют номера прямоугольных ячеек сетки хеширования, которые пересекает проекция треугольника на
плоскость Oxy при n = 2.

Опишем математическую суть процесса хеширования.
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Пусть задано некоторое конечное подмножество Y ⊂ X,Y = {y1, y2, . . . , yN} и некоторый вектор
t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n. Требуется найти такое подмножество Y ′ ⊂ Y , для элементов которого будет
выполнено условие

y ∈ Y ′ ⇔ ti ∈ [ai, bi], i = 1, . . . , n, (2)

где s(y) = (a1, b1, . . . , an, bn). В нашем примере в качестве подмножества Y выбираем множество тре-
угольных граней многогранника, а записанное условие означает принадлежность точки t проекции
треугольной грани. Другими словами поиск подмножества Y ′ — это поиск тех граней многогранника,
проекции которых содержат заданную точку t. Для решения задачи будем использовать следую-
щую конструкцию. Для каждого мультииндекса J = (j1, . . . , jn), ji = 0, 1, . . . ,m − 1 построим набор
натуральных чисел nJ = {nJ1, nJ2, . . . , nJrI

} такой, что

Q(s(yk)) ∩ [T1j1 , T1j1+1] × . . . × [Tnjn
, Tnjn+1] 6= Ø ∀k ∈ nJ .

Построение таких наборов номеров nJ позволяет ускорить обработку целого потока данных
t1, . . . , tk, . . . ∈ [0, 1]n, поскольку не требует полного перебора всего множества Y .

2. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА И РЕАЛИЗАЦИИ

Опишем подробнее алгоритм хеширования. Прежде всего, до начала основного цикла необходимо
определить n-мерный массив H[ ], имеющий m элементов по каждой размерности. Так, что элементы
этого массива будут нумероваться мультииндексами вида J = (j1, . . . , jn) с ji = 0, 1, . . . ,m − 1.

Элементами же этого массива будут наборы целых чисел, которые в процессе хеширования будут
вычисляться. Входными данными для алгоритма является массив объектов – элементов подмножества
Y ⊂ X.

1. В основном цикле алгоритма перебираются элементы массива объектов, для которых вычисляет-
ся отображение s : X → Kn. Результатом вычисления является массив пар чисел (ai, bi), i = 1, . . . , n,
лежащих в отрезке [0, 1]. При этом будем считать, что переменная q является номером текущего
объекта.

2. Далее для всякой пары (ai, bi) вычисляются целые числа ki, li так, что

ai ∈ [Tiki
, Tiki+1) bi ∈ [Tili , Tili+1) .

Геометрически эти числа задают отрезки вида [Tji, Tji+1] такие, что
[Tij , Tij+1] ∩ [ai, bi] 6= Ø, j = ki, . . . , li.

3. Для всякого мультииндекса J = (j1, . . . , jn) с ki ≤ ji ≤ li, i = 1, . . . , n добавляем номер
текущего объекта q в список H[J ].

Основная сложность реализации многомерного хеширования состоит в необходимости переби-
рать элементы массива произвольной размерности. Наиболее подходящее для этого средство, по
всей видимости, это — пакет NumPy для языка программирования Python. Этот пакет, совместно с
пакетами SymPy, SciPy является программным обеспечением с открытым исходным кодом для ма-
тематики, естественных наук и инженерии. В частности, NumPy –— это расширение языка Python,
добавляющее поддержку больших многомерных массивов и матриц, вместе с большой библиотекой
высокоуровневых математических функций для операций с этими массивами. Отметим ряд работ, в
которых этот пакет испоьзуется в научных исследованиях в области кристаллографии [17], экологии
[18], гидродинамики пористых сред [19]. Мы опишем собственную реализацию многомерного хеширо-
вания на основе пакета NumPy. Для этого реализуем класс MDHash, в котором основная процедура
будет обозначена как метод MDHash. hash. Метод MDHash.segments является чисто виртуальным
и должен быть определен в подклассах. Этот метод является программной реализацией отображения
s : X → Kn. Весь код метода MDHash.hash не сложен и его полностью можно привести.

def hash(s):

q=0

for x in s.input:

sel=[]

co=1

for ab in s.segments(x):
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kl=s.mu(ab,co)

sel.append(slice(kl[0],kl[1]+1,1))

co+=1

B=s.H[sel]

if(B.size):

it = nditer(B, flags=[’multi_index’,’refs_ok’])

while not it.finished:

mi=it.multi_index

B[mi].append(q)

it.iternext()

q+=1

Сделаем соответствующие пояснения. Предварительная подготовка, связанная с определением ре-
зультирующего массива выполняется в конструкторе класса и выглядит так

def __init__(s,input,n,t):

s.n=n

s.T=t

s.input=input

shp=[len(ti) for ti in t]

s.tree=ndarray(shape=shp,dtype=object)

it = nditer(s.H, flags=[’multi_index’,’refs_ok’])

while not it.finished:

mi=it.multi_index

s.H[mi]=[]

it.iternext()

Цикл while заполняет каждый элемент массива H[ ] пустыми списками. При этом используется
обход всего массива основанный на вычислении мультииндекса mi, являющегося атрибутом объекта
итератора it. Этот итератор строится с помощью функции nditer(), принадлежащей пакету NumPy.
Также отметим, что искомый массив H[ ] создается с помощью встроенный в пакет NumPy функции
ndarray. При этом указываются размерности массива и тип его элементов.

Выполнение алгоритма хеширования начинается внутри метода hash() циклом for x in s.input.
Для каждого объекта массива создается объект среза массива H[ ] по значениям функции
MDHash.mu().

def mu(s,ab,co):

[a,b]=ab

k=s.bsearch(s.T[co-1],a)

l=s.bsearch(s.T[co-1],b)

return [k,l]

Этот объект представляет собой массив n пар целых чисел (ki, li), i = 1, . . . , n. Используемый да-
лее массив B[ ] представляет собой часть массива H[ ] соответствующий всем мультииндексам
J = (j1, . . . , jn) с ki ≤ ji ≤ li, i = 1, . . . , n. Используя встроенную систему итераторов NumPy,
добавляем номер q в соответствующие списки B[mi].append(q). Заметим, что для ускорения поиска
чисел ki, li используем функцию бинарного поиска

def bsearch(s,input,x):

n=len(input)

b=0

e=n

while(e-b>1):

k=int((e+b)/2)

if(x<=input[k]): e=k

if(x>input[k]): b=k

return b
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Наконец, для определения подмножества Y ′ ⊂ Y используется процедура

def into(s,x,co):

mi=[]

for xi in x:

k=s.bsearch(s.T[co-1],xi)

mi.append(k)

return s.H[tuple(mi)]

Результат работы этой процедуры список — элемент массива H[ ], содержащий номера тех объектов,
которые удовлетворяют условию (2).

3. ОЦЕНКА АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ СЛОЖНОСТИ И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Построение расчетной сетки для ограниченной области D ⊂ R
3 сводится к вычислению трехмерной

матрицы Mijk вида

Mijk =

{
1, (xi, yj , zk) ∈ D

0, (xi, yj , zk) 6∈ D.

Здесь (xi, yj , zk) — соответствующий узел прямоугольной сетки. Принадлежность точки p области D

с многогранной границей определяется по простому праилу. Если луч, выходящий из точки p имеет
нечетное число точек пересечения с границей, то точка p ∈ D. В противном случае — p 6∈ D. Если
каждой грани границы приписать число 1, при условии ее пересечения с лучем и 0 в противном
случае, то число точек пересечения с границей расчитывается как сумма этих величин по всем гра-
ням. Так, что если m — число узлов сетки по каждой координате, а N – число граней модели, то
всего элементарных операций вычисления факта пересечения луча с пространственным треугольни-
ком будет ровно m3 · N . Однако, можно не рассматривать те грани, которые заведомо не пересекают
луча. Здесь как раз и помогает предобработка в виде геометрического хеширования. Результат хеши-
рования — это двумерный массив H[ ], элементами которого являются наборы натуральных чисел.
Предположим, что из каждого узла сетки выпускается луч в положительном направлении оси Oz.
Хеширование будем вести по сетке, совпадающей с расчетной. Тогда каждой паре натуральных чи-
сел 0 ≤ i, j < m − 1 соответствует набор H[i][j] номеров тех граней, проекции которых вдоль оси
Oz пересекают ячейку сетки оперделяемую узлами (xi, yj), (xi+1, yj+1). Оценим число таких граней.
Предположим, что каждая грань имеет диаметр, не превосходящий d > 0. Тогда число ячеек сетки,
которые могут пересекаться с проекцией этой грани не превосходит числа [md] + 1. Введем такие
обозначения. Пусть mk — число ячеек, которые пересекаются с проекцией k-й грани, а nij — число
граней, чьи проекции пересекают (i, j)-ю ячейку сетки. Кроме того, пусть L — максимальное значение
кратности проекции. Тогда, для построения вышеуказанной матрицы M потребуется число операций
вычисления пересечения луча с пространственным треугольником равное

∑

ij

nij =
∑

k

mk ≤ N · L · ([md] + 1).

Таким образом, при простом переборе всех граней при измельчении сетки (с возрастанием m)
число элементарных операций растет порядка O(m3), тогда как двумерное хеширование дает оценку
порядка O(m). Приведем результаты численных экспериментов.

Первые эксперименты проведены для области, граница которой представляет собой выпуклый
многогранник с 80 треугольными гранями. Время построения сетки с m узлами по каждой координате
в табл. 1 указано в секундах.

Во втором эксперименте в качестве области была взята геометрическая модель поджелудочной
железы (рис. 1, 2). В табл. 2 представлены результаты измерения времени построения сетки для
различных значений числа узлов разбиений m по каждой координате. Указано время в секундах.
Число граней на границе области равно 27648.
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Таблица 1

m Количество Без Одномерное Двумерное

узлов сетки хеширования хеширование хеширование

10 1 000 3.156 0.813 0.281

20 8 000 23.078 4.297 0.938

30 27 000 74.218 12.970 3.250

40 64 000 172.734 31.344 6.187

50 125 000 332.203 57.250 11.969

100 1 000 000 2 594.499 434.110 90.609

200 8 000 000 19 815.125 3 352.312 688.110

Рис. 1. 3D модель поджелудочной железы

Рис. 2. Геометрическая модель поджелудочной железы,

содержащая 27648 треугольников

Таблица 2

m Количество Без Одномерное Двумерное

узлов сетки хеширования хеширование хеширование

10 1 000 1112.89 125.43 13.08

20 8 000 * 480.25 25.69

30 27 000 * 960.97 39.27

40 64 000 * 2022.75 62.08

50 125 000 * * 78.34

100 1 000 000 * * 263.75

200 8 000 000 * * 1242.20

*время, превышащее 3600 с

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-97034).
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Optimization of Calculus Mesh for Cryobiology Problem Based
on Multidimensional Hashing Using NumPy

V. A. Klyachin

Volgograd State University, 100, University ave., Volgograd, 400062, Russia, klchnv@mail.ru

In this paper, by the example of solving the problem of constructing the temperature field in cryotherapy shows efficiency of geometric

hashing performed on the basis of the NumPy package for constructing appropriate computational grid . Such an arrangement

implies for each node to determine its position relative to the polygonal area of irregular shape. Such forms often modeled surfaces of

internal organs. Solution build computational grid will allow for 3D visualization of the temperature field in the vicinity of cryotherapy,

which will facilitate the timely temperature control.

Key words: cryobiology, computation geometry, geometric hashing.
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