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Р. В. Арутюнян. Исследование интегродифференциальных уравнений фильтрации

МАТЕМАТИКА

УДК 510: 53.072: 621.1.016.4(03)

ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИИ

Р. В. Арутюнян

Арутюнян Роберт Владимирович, кандидат физико-математических наук, доцент

кафедры математического анализа, Московский технический университет связи

и информатики, rob57@mail.ru

В предлагаемой статье для исследования процесса зарастания отверстий в ре-

шетчатой структуре, играющей роль фильтра, использован стохастический под-

ход. Сформулирована и исследована система кинетических уравнений, модели-

рующих процесс диффузной фильтрации на основе указанного подхода. Дока-

зана теорема существования и единственности решения применительно к случаю

непрерывной плотности. Получены представления решения в виде равномерно

сходящегося и асимптотического рядов, а также изучен характер его поведе-

ния на бесконечности. Рассмотрены конкретные частные случаи плотности ти-

па дельта-функции и равномерного распределения. Построена и обоснована

конечно-разностная схема для решения соответствующей задачи Коши на ко-

нечных интервалах времени. Приведены результаты моделирования на ЭВМ.

Ключевые слова: фильтрация, диффузия, кинетика, стохастическое уравнение,

существование, единственность, численный метод.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-1-5-12

1. ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ФИЛЬТРАЦИИ

В статье для исследования процесса зарастания отверстий в ре-
шетчатой структуре, играющей роль фильтра, в отличие от [1–4],
использован стохастический подход. Рассмотрим одномерную пери-
одическую структуру типа «решета» (рис. 1).

z

x

y 22

Рис. 1. Схема процесса фильтрации в одномерной решетчатой
структуре

Длина непроницаемой части равна двум, а проницаемой (отвер-
стия) — единице. Сквозь это решето просеивается поток одномерных
частиц (палок) случайных размеров. Длина произвольной палки z,

c© Арутюнян Р. В., 2016
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распределена по некоторому закону с плотностью p(z), не зависящей от времени t, на полуинтерва-
ле (0, 2]. Примем следующие допущения:

1. Поток частиц однороден во времени, на период «решета» в единицу времени падает одна частица.
2. Падение частиц равновероятно в любую точку на периоде.
3. Частица проходит через отверстие, если ее центр тяжести попадает в створ отверстия. В про-

тивном случае прилипает к решетке.
Со временем размер проницаемой части «решета» уменьшается из-за налипания палок. Искомые —

плотности распределения вероятностей размеров отверстий и палок на выходе из «решета» C(x, t)

и ϕ(z, t). Исходное уравнение баланса, описывающее процесс зарастания отверстий, имеет следующий
вид:

C(x, t + ∆t)∆x − C(x, t)∆x = (Iin(x, t)∆x − Iout(x, t)∆x)
∆t

τ
+ o(1),

∆t → 0, ∆x → 0, ∀ x ∈ [0, 1], t > 0,
(1)

где левая часть описывает с точностью до бесконечно малых приращение за интервал (t, t + ∆t)

вероятности существования отверстий с размерами от x до x+∆x; Iin(x, t) — плотность вероятности
образования, а Iout(x, t) — соответственно исчезновение отверстий шириной x в момент t в результате
падения палки. Очевидно, Iin(1, t) = 0, для всех t > 0 Iout(0, t) = 0, C(x, 0) = δ(x − 1) — дельта-
функция; τ — частота падения палок на период решета. Без ограничения общности примем τ = 1.
Для ненулевых отверстий (x > 0):

Iin(x, t)∆x =
2∆x

3

1∫

x

C(y, t)P (y − x)dy, ∀ x ∈ (0, 1), t > 0,

где P (y−x) =
2∫

2(y−x)

p(z)dz — вероятность существования палок с длинами, способными образовать из

отверстия шириной y отверстие размером x (см. рис. 1). Множитель ∆x
3 есть вероятность попадания

центра тяжести палки на интервал длиной ∆x. Коэффициент 2 учитывает налипание палок с обеих
сторон отверстий. Для вычисления уходного члена Iout(x, t) рассмотрим три случая соотношений
между длиной падающей палки z и шириной отверстия x.

1. 0 < z < x, чтобы изменить размер отверстия, центр тяжести палки должен попасть внутрь
интервала на периоде решетки длиной z.

2. 0 6 z < 2x. Суммарная длина интервалов на периоде, попадание на которые приводит к умень-
шению размера отверстия, составляет 2z − x, из которых z идет на создание ненулевого отверстия, а
(z − x)/2 — на нуль-отверстия.

3. 2x 6 z < 2. В этом случае длина соответствующего интервала равна z + x, где 2x идет на
создание ненулевого отверстия, а z − x — на нуль-отверстие.

Таким образом,

Iout(x, t)∆x = C(x, t)




x∫

0

z

3
P (z) dz +

2x∫

x

2z − x

3
P (z) dz +

2∫

2x

z + x

3
P (z) dz


∆x,

нуль-отверстие может образовываться из всех ненулевых отверстий (0 < x 6 1) при попадании центра
тяжести палок с размерами z 6 x на интервал длиной z − x в пределах периода «решетки», поэтому

Iin(0, t)∆x =

1∫

x

C(y, t)

2∫

y

z − y

3
p(z) dz dy.

Устремляя ∆x и ∆t к нулю, получаем из (1) с учетом выражений для Iin(x, t) и Iout(x, t) , а также
начальных условий:

∂C

∂t
(x, t) = −q(x)C(x, t) +

1∫

x

P (y − x)C(y, t) dy, ∀ x ∈ (0, 1], t > 0, (2)
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∂C0

∂t
(t) =

1∫

0

C(y, t)

2∫

y

z − y

3
p(z) dz dy, ∀ t > 0, (3)

C(x, 0) = δ (x − 1 + 0) , ∀ x ∈ (0, 1], C0(0) = 0, (4)

P (w) =
2

3

2∫

2w

p(z) dz, 0 6 w 6 1,

q(x) =
2

3




x∫

0

z

2
P (z) dz +

2x∫

x

2z − x

2
P (z) dz +

2∫

2x

z + x

2
P (z) dz


 , ∀ x ∈ (0, 1),

C0(t) — вероятность существования на периоде решета нуль-отверстия. Представим C(x, t) в виде

C(x, t) = C1(x, t) + δ(x − 1 + O)e−q(1)t, (5)

где C1(x, t) — ограниченная составляющая C(x, t). После подстановки (5) в (2) и преобразований
получаем задачу относительно C1(x, t) для любых x ∈ (0, 1], t > 0:

∂C1

∂t
(x, t) = −q(x)C1(x, t) +

1∫

x

P (y − x)C1(y, t) dy + P (1 − x)e−q(1)t (6)

с начальным условием
C1(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1]. (7)

Выражение для плотности условного распределения вероятностей длин палок на выходе из отвер-
стий ϕ(z, t) получается аналогично соотношениям для Iin(x, t) и Iout(x, t) и имеет вид

ϕ(z, t) = p(z)

1∫

z/2

R(y, z)C(y, t) dy, ∀ z ∈ [0, 2), t > 0, (8)

где R(y, z) есть вероятность преодолеть отверстие шириной y палке длиной z:

R(y, z) =

{
(2y − z)/3, z/2 6 y 6 min(z, 1),

y/3, min(z, 1) < y 6 1.

Подстановка C1(x, t) = A(x, t)e−q(1)t преобразует (6)–(7) для любых x ∈ (0, 1] и t > 0 к виду

∂A

∂t
(x, t) = −Q(x)A(x, t) +

1∫

x

P (y − x)A(y, t) dy + P (1 − x), (9)

A(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1], (10)

где Q(x) = q(1) − q(x). Функция A(x, t) для любых x ∈ (0, 1] и t > 0 может быть разложена в
степенной ряд:

A(x, t) =

∞∑

j=1

Dj(x)tj , (11)

коэффициенты которого определяются из соотношений для j = 1, 2, ...,

(j + 1)Dj+1(x) = Q(x)Dj(x) +

1∫

x

P (y − x)Dj(y) dy, D1(x) = P (1 − x), ∀ x ∈ [0, 1]. (12)

Свойство 1. Если плотность распределения p(z) непрерывна на отрезке [0, 2], то решение

задачи Коши (3)–(4), (6)–(7) существует, единственно, причем

C0(t) ∈ C∞(0,∞),
∂kC

∂tk
(x, t) ∈ C1(0, 1), ∀ t > 0, k = 0, 1, ... .
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Доказательство. Поскольку p(z) непрерывна на отрезке [0, 2], то q(x) ∈ C2(0, 1), P (x) ∈ C1(0, 1),
Dj(x) ∈ C1(0, 1), j = 1, 2, ... .

Промажорируем коэффициенты ряда (11):

0 < q(x) <
2

3
max

(
x

2
,

3

2x
, 1 +

x

2

)
< 1,

∣∣∣∣
dq

dx

∣∣∣∣ 6
1

3
, |Q(x)| 6

1

3
(1 − x),

0 6 P (x) 6
2

3
, ∀ x ∈ [0, 1],

с учетом которых из (2) получаем мажоранты

‖Dj‖C(0,1) =
j + 1

3j(j − 1)!
, j = 1, 2, ... . (13)

Посредством дифференцирования (12) по x получаем рекуррентные соотношения для производных
коэффициентов Dj(x):

(j + 1)
dDj+1

dx
(x) = − dq

dx
(x)Dj(x) + Q(x)

dDj

dx
(x) − P (x)Dj(x) −

1∫

x

dP

dy
(y − x)Dj(y) dy,

∀ x ∈ [0, 1], j = 1, 2, ...,

откуда следуют оценки

(j + 1)

∥∥∥∥
dDj+1

dx

∥∥∥∥
C(0,1)

6
5

3
‖Dj‖C(0,1) +

1

3

∥∥∥∥
dDj

dx

∥∥∥∥
C(0,1)

, j = 1, 2, ...,

на основании которых с учетом (13) и начальных условий имеем:

‖D1‖C1(0,1) =
4‖p‖C(0,2) + 2

3
, (14)

‖Dj‖C1(0,1) =
‖p‖C(0,2) + 4j

3j−1(j − 2)!
, j = 2, 3, ... (15)

Из (13))–(15) следует, что ряд (11) и ему соответствующие, полученные почленным дифференцирова-
нием (11) по x и t, сходятся равномерно, причем при всех t > 0, k = 0, 1, ...

∥∥∥∥
∂kC1

∂tk

∥∥∥∥
C1(0,1)

<

(
4

3

)k

(R + 2)3(t + ‖p‖C(0,2) + 8)3e(1/3−q(1))t .

Так как
dk+1C0

dtk+1
(t) 6

2

3

∥∥∥∥
dkC1

dtk

∥∥∥∥
C(0,1)

+
1

3
qk(t)e−q(1)t, ∀ t > 0, k = 0, 1, ...,

то утверждение доказано. ¤

Свойство 2. Имеют место оценки снизу

C1(x, t) > P (1 − x)
e−q(x)t − e−q(1)t

q(1) − q(x)
> P (1 − x)

e−q(1)t − e−qmaxt

qmax − q(1)
,

∀ x ∈ [0, 1], t > 0, qmax = ‖q‖C(0,1).

Доказательство. Так как P (x) > 0 ∀ x ∈ (0, 1), то из (9)–(10): A(x, t) > 0, A(x, t) >

> P (x − 1)
eQ(x)t − 1

Q(x)
. С учетом монотонности

e−x − e−y

(y − x)
по обоим аргументам, следует доказатель-

ство. ¤

Заметим, что C1(1, t) = 2
3te

−q(1)t.
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Свойство 3. Справедливы оценки

C1(x, t) 6
2

3

√
3t

2(1 − x)
I1

(
2

√
2

3
(1 − x)t

)
e−qmint

6
(3/2)3/4

3
√

π

t1/4

(1 − x)3/2
e−qmint+2

√
2
3 (1−x)t,

∀ x ∈ [0, 1], t > 0, qmin = min
[0,1]

q(x).

Доказательство. Поскольку q(x) − qmin > 0, 0 6 P (x) 6 2/3, ∀ x ∈ [0, 1], то C1(x, t) 6

6 A+(x, t)e−qmint, где
∂A+

∂t
(x, t) =

2

3

1∫

x

A(y, t) dy +
2

3
, ∀ x ∈ (0, 1], t > 0, при начальном условии

A+(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1]. Аналитическое решение данной задачи Коши имеет вид

A+(x, t) =
2

3

√
3t

2(1 − x)
I1

(
2

√
2

3
(1 − x)t

)
, ∀ x ∈ (0, 1), A+(1, t) =

2

3t
, ∀ t > 0,

что вследствие свойств функций Бесселя [5] доказывает данное свойство. ¤

Свойство 4. Имеет место условие нормировки:

C0(t) +

1∫

0

C1(x, t) dx = 1, ∀ t > 0.

Для доказательства достаточно доказать

∂C0

∂t
(t) +

1∫

0

∂C1

∂t
(x, t) dx ≡ 0, ∀ t > 0,

что достигается подстановкой вместо производных соответствующих выражений правых частей си-
стемы (2)–(4). ¤

2. ИССЛЕДОВАНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ (6)–(7)

Исследуем важный случай, когда q(x) < 0, ∀ x ∈ (0, 1), вследствие чего на полуинтервале [0, 1)

существует не более одной точки с абсциссой x∗, для которой выполняется равенство q(x∗) = q(1),
если же q(x∗) > q(1), ∀ x ∈ [0, 1), то положим x∗ = 1. Будем искать коэффициенты асимптотического
разложения A(x, t) на (x∗, 1] в ряд Лорана (предполагаем, что x∗ < 1):

A(x, t) =
∞∑

j=−r

aj(x)t−j , r > 0, t → ∞. (16)

Подставляя (16) в (9), находим соотношения его коэффициентов:

(1 − j)aj−1(x) = Q(x)aj(x) +

1∫

x

P (y − x)aj(y) dy, j = −r, ...,−1, 1, ...;

aj(x) ≡ 0, (−j) = r, r + 1, ... ;

a−1(x) = Q(x)a0(x) +

1∫

x

P (y − x)a0(y) dy + P (1 − x), Q(x) > 0, ∀ x ∈ (x∗, 1].

Для определения степени r главного члена асимптотики (16) сделаем оценку снизу и сверху для
функции C1(x, t). Поскольку P (x) 6 2/3, то C1(x, t) 6 A0(x, t), где A0(x, t) есть решение задачи
Коши для каждого x ∈ (x∗, 1] и t > 0:

∂A0

∂t
(x, t) + q(x)A0(x, t) =

2

3

1∫

x

A0(y, t) dy + P (1 − x)e−q(1)t, (17)
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A0(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (x∗, 1]. (18)

Рассмотрим w0(x, t) =
1∫
x

A0(y, t) dy при произвольных x ∈ (x∗, 1] и t > 0. Точное решение (17), (18):

ŵ0(x, s) =

1∫

x

P (1 − y)

(s + q(1))(s + q(y))
e

2
3

y∫
x

dz
s+q(z)

dy, ∀ x ∈ (x∗, 1], (19)

где ŵ0(x, s) — образ функции w0(x, t), s — параметр преобразования Лапласа.
Из (19) получаем, что ŵ0(x, s − q(1)) = G(x)s−n(1)−1(1 + o(1)) для любого x ∈ (x∗, 1], s → ∞, где

G(x) = [q(x) − q(1)]n(1)e
n(1)

1∫
x

q′(z)−q′(1)
q(z)−q(1) dz

, n(x) = − 2

3q′(x)
, q′(x) =

dq

dx
, ∀ x ∈ (x∗, 1],

откуда

w0(x, t) = tn(1)e−q(1)t G(x)

Γ(n(1) + 1)
(1 + o(1)), ∀ x ∈ (x∗, 1), t → ∞

и с учетом

A0(x, t) = q′(1)tn(1)e−q(1)t G(x)

Γ(n(1))Q(x)
(1 + o(1)), ∀ x ∈ (x∗, 1), t → ∞. (20)

Из непрерывности p(z) и условия q′′(x) < 0 при любом x ∈ (0, 1) следует, что q′(x) < 0, поэтом n(1)

конечно и x∗ 6 1. В силу справедливости неравенства P (x−y) > P (1−x) для всех y ∈ (x, 1), x ∈ (0, 1)

A1(x, t), являющаяся решением задачи Коши:

∂A1

∂t
(x, t) + q(x)A1(x, t) = P (1 − x)

1∫

x

A1(y, t) dy + P (1 − x)e−q(1)t, ∀ x ∈ (x∗, 1], t > 0,

A1(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (x∗, 1],

есть оценка снизу для C1(x, t) . Асимптотика для функции A1(x, t) находится также при помощи
преобразования Лапласа и имеет вид

A1(x, t) = −q(1)
P (1 − x)

P (0)

[q(x) − q(1)]n(1)−1

Γ(n(1))
e

1∫
x

(
P (0)q′(z)

q′(1) −P (1−z)

)
dz

q(z)−q(1)
(1 + o(1)), (21)

∀ x ∈ (x∗, 1), t → ∞.

Из (20) и (21) следует, что максимальный порядок степеней t в слагаемых асимптотического разло-
жения (16) r = n(1), а также выводится краевое условие для коэффициента an(1)(x) главного члена
асимптотики

lim
x→1−0

an(1)(x)

(1 − x)n(1)−1
=

[−q(1)]n(1)

Γ(n(1))
, (22)

являющееся условием однозначности для соответствующего уравнения системы соотношений для
коэффициентов aj(x), j = −n(1),−n(1) + 1, ...

3. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ (6)–(7)

На конечных интервалах (0, T ), где T > 0 — величина порядка постоянной времени процесса,
одним из эффективных способов решения (6)–(7) является применение МКР. Рассмотрим схему
первого порядка:

Bj+1
i − Bj

i

τ
= −aiB

j
i +

i∑

k=1

Pi−kBj
kh + Rj

i , i = 1,M, (23)

Bj
0 = P0tje

−q0tj , ai = q(1 − zi), Pi = P (zi), zi = ih, Rj
i = Pie

−q0tj ,
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C1(zi, tj) = Bj
m−i(1 + o(1)), τ, h → 0, i = 0,M, h =

1

M
,

tj = jτ, j = 0, J, J = [T/τ ],

где квадратные скобки означают вычисление целой части. Для невязок (23), получающихся после

подстановки сеточной функции Bh = {Bj
i }

j=0,J

i=0,M
точного решения задачи (6)–(7), имеют место нера-

венства
εj
i 6 f1τ + f2h, (24)

где τ > 0, h > 0, i = 1,M , j = 1, J ; коэффициенты f1 = f3 sup
t>0

∥∥∥∥
∂2C1

∂t2

∥∥∥∥
C(0,1)

; f2 = f3 sup
t>0

‖C1‖C1(0,1);

f3 =
2

3
(1 + 2‖p‖C(0,2)) в силу ранее доказанных в пп. 1 и 2 свойств C1(x, t) являются конечными.

Методом мажорант можно показать выполнение условия устойчивости схемы

‖B(1)
h − B

(2)
h ‖h 6 γ‖R(1)

h − R
(2)
h ‖h, γ =

eωT − 1

ω
, ω = ‖P‖C(0,1) − qmin, (25)

сеточная норма равна: ‖Bh‖h = max
Ω

|Bj
i |, Ω = {(i, j) : i = 0,M, j = 0, J}.

Таким образом [6], схема (23) является корректной, а приближенное решение Bh сходится к
точному, причем из (24)–(25) следуют оценки:

∣∣∣C1(zi, tj) − Bj
m−i

∣∣∣ 6 f4τ + f5h, ∀ (i, j) ∈ Ω,

где f4 = const f1, f5 = const f2. Аналогичная схема первого порядка точности для задачи (6)–(7)
получается из (23) при qi = Q(1 − zi), Rj

i = Pi, тогда A(zi, tj) = Bj
m−i(1 + o(τ + h)), τ, h → 0,

i = 0,M , j = 0, J . Значения коэффициентов в мажоранте (24) для этой схемы становятся зависящими
степенным образом от T . Из упомянутых схем предпочтительнее вторая, так как в ней свободный
член не зависит от времени. Результаты моделирования даны на рис. 2 (задача с коэффициентами
q(x) = 1 + (1 − x)/6, P (x) = 2/3, и квазиполиномиальным решением, параметры h = 0.025, τ = 0.5)
и рис. 3 (данные п. 2.2, параметры h = 0.025, τ = 0.(3)).

1

23

a x,t( )

x0 0.5 1.0

0.5

1.0

1

2

3

a x,t( )

x0 0.5 1.0

0.5

1.0

Рис. 2. Результаты решения МКР модельной задачи:
1 — t = 10; 2 — t = 30; 3 — t = 60; основная ли-

ния — МКР, пунктирная — точное решение

Рис. 3. Графики численного решения МКР при равно-
мерном распределении размеров частиц: 1 — t = 3(3);

2 — t = 13(3); 3 — t = 60

По оси ординат откладывались: на рис. 2 — a1(x, t) =
Ah(x, t)

‖Ah‖h
(приближенное решение),

a2(x, t) =
A(x, t)

‖Ah‖
(точное решение); на рис. 3 — a3(x, t) =

Ah(x, t)

‖Ah‖h
, Ah(x, t) — линейный сплайн,

соответствующий вектору Ah.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследованная в статье модель, несмотря на ряд упрощающих предположений, дает общее пред-
ставление о процессе фильтрации в решетчатых структурах. Полученные результаты могут быть
развиты, прежде всего, в отношении рассматриваемых функциональных классов плотности распреде-
ления размеров фильтрующихся частиц и метода асимптотических оценок на отрезке [o, x∗].
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Formulated and investigated is the system of kinetic equations describing the process of diffusion filtering based on a stochastic

approach. The theorem of existence and uniqueness of the solution for the case of a continuous density is prove. We obtain the
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смешанных задач с нулевой начальной функцией и ненулевой начальной скоростью. Краевые условия таковы, что эти две

задачи вместе со смешанной задачей с закрепленными концами исчерпывают весь класс смешанных задач с указанными

начальными условиями, для которых оператор соответствующей спектральной задачи в методе Фурье имеет регулярные

краевые условия. В отличие от работы В. А. Чернятина, предложенный метод не использует уточненной асимптотики

собственных значений и никакой информации о собственных функциях. На начальные данные рассматриваемых задач

накладываются минимальные требования. Существенно используется прием А. Н. Крылова ускорения сходимости рядов

Фурье.
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ВВЕДЕНИЕ

Традиционно обоснование метода Фурье в задачах математической физики опирается на дока-
зательство равномерной сходимости ряда, представляющего формальное решение задачи, и рядов,
получающихся из него почленным дифференцированием нужное число раз. Впервые строгое обос-
нование метода Фурье, основанное на такой точке зрения, было дано В. А. Стекловым [1, с. 224]
и в последующем именно так проводилось обоснование метода Фурье для большинства задач ма-
тематической физики. Законность указанных операций дифференцирования приводит к завышению
требований на исходные данные задачи, не вызванные самой ее постановкой. Выход из этого поло-
жения намечен А. Н. Крыловым [2] в его исследованиях по ускорению сходимости рядов Фурье и им
подобных. Суть его приема состоит в том, что вопрос о дифференцировании ряда Фурье решается
путем разбиения его на два ряда, один из которых точно суммируется (и тем самым в этом случае
не надо прибегать к почленному дифференцированию), а второй ряд сходится настолько быстро, что
его можно почленно дифференцировать. В. А. Чернятин [3] приемом А. Н. Крылова с применени-
ем уточненной асимптотики собственных значений и собственных функций исследовал ряд задач
методом Фурье и значительно ослабил условия гладкости, и в ряде случаев эти условия гладкости
стали минимально возможными. Переход от формального решения к новому виду, вытекающему из
исследований А. Н. Крылова и В. А. Чернятина, есть качественно новый шаг, позволяющий с ис-
черпывающей полнотой исследовать краевые задачи методом Фурье и ставящий много вопросов и в
теории функций.

В [4] А. П. Хромов предложил новый способ использования приема А. Н. Крылова, опирающий-
ся на метод Коши–Пуанкаре интегрирования по спектральному параметру резольвенты оператора,
порожденного спектральной задачей по методу Фурье, который получил свое дальнейшее развитие
в [5,6].

c© Гуревич А. П., Курдюмов В. П., Хромов А. П., 2016
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В настоящей работе, в отличие от [4–6], где начальные условия смешанных задач для волнового
уравнения

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t)

имеют вид

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1)

мы рассмотрим такие начальные условия:

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x). (2)

В результате, используя резольвентный подход в методе Фурье, мы получим классические решения
двух смешанных задач с начальными условиями (2) при минимальных условиях на ψ(x) и краевыми
условиями

u′
x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′

x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0 (3)

для одной из них и

u′
x(0, t) + βux(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0 (4)

для другой, притом, что в условиях (4) 1 + αβ 6= 0. Эти две задачи вместе со смешанной задачей с
условиями (2) и закрепленными концами (u(0, t) = u(1, t) = 0) исчерпывают весь класс смешанных
задач для волнового уравнения с начальными условиями (2), для которых оператор соответствующей
спектральной задачи в методе Фурье имеет регулярные краевые условия. В случае краевых условий
u(0, t) = u(1, t) = 0, начальных условий (2) и вещественной q(x) классическое решение смешанной
задачи при минимальных требованиях на ψ(x) получено в [3]. Для комплекснозначной q(x) оно может
быть получено резольвентным методом, приведенном в настоящей статье. Классические решения
смешанных задач для волнового уравнения с начальными условиями (1) с краевыми условиями (3),
(4) или u(0, t) = u(l, t) = 0 при минимальных требованиях на ϕ(x) и комплекснозначной q(x) получены
в [4–6].

Исследование смешанных задач с начальными условиями (2) наталкивается на дополнительные,
по сравнению с [4–6], трудности, некоторые из которых преодолеваются представлением ψ(x) в виде
суммы двух функций, одна из которых обращается в ноль вместе со своей производной в точках 0

и 1, а другая принадлежит области определения оператора, определяющего спектральную задачу в
методе Фурье.

1. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ (3)

Рассмотрим задачу

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (5)

u′
x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′

x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (6)

u(x, 0) = 0, u′
t(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (7)

где q(x) ∈ C[0, 1] — комплекснозначная функция, α1, α2, β1, β2 — комплексные числа. Естественные
минимальные требования для классического решения здесь такие: ψ(x) ∈ C1[0, 1] комплекснозначная,
причем

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = 0, ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (8)

Задача (5)–(6) с условиями (1) рассмотрена в [5].
Для формирования эталонной смешанной задачи (см. [7]) мы привлекаем оператор L0:

L0y = −y′′(x), y′(0) = y′(1) = 0. Отметим, что оператор L0 самосопряженный, его собственными
значениями являются (см. [8, с. 365]) числа λ0

n = n2π2, n = 0, 1, . . . , а соответствующими ортонор-
мированными собственными функциями: ϕ0(x) = 1, ϕn(x) =

√
2 cos nπx (n = 1, 2, . . .).
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1.1. Преобразование формального решения

Метод Фурье связан со спектральной задачей для оператора L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),

U1(y) = y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = 0, U2(y) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0.

Теорема 1. Собственные значения λn = ρ2
n (λ = ρ2, Re ρ > 0) оператора L при достаточно

больших n простые и имеют асимптотику ρn = nπ + εn, где n = n0, n0 + 1, . . ., εn = O(1/n).

(Это известный факт, см., например, [9, c. 74].)
Обозначим через γ̃n окружности γ̃n = {ρ||ρ − nπ| = δ}, δ > 0 достаточно мало, и через γn —

образ γ̃n в λ-плоскости. Пусть Rλ = (L − λE)−1, где E — единичный оператор, λ — спектраль-
ный параметр, есть резольвента оператора L. Формальное решение задачи (5)–(7) по методу Фурье
представим в виде (см. [10, 11])

u(x, t) = − 1

2πi

∫

γr

(Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ −

∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

(Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ, (9)

где γr = {λ | |λ| = r}, r > 0 фиксировано и таково, что внутри γr находятся все собственные значения
оператора L, не попавшие внутрь γn при n > n0, контуры γr и γn0

не пересекаются. Отметим,
что теперь в формальном решении не фигурируют явно ни собственные значения, ни собственные
функции.

Выполним теперь преобразования ряда (9) с использованием эталонной задачи.

Лемма 1. Имеет место представление

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (10)

где ψ1(x) ∈ C1[0, 1], ψ1(0) = ψ(1) = ψ′
1(0) = ψ′

1(1) = 0, ψ2(x) ∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (область

определения оператора L).

Доказательство. Имеем ψ(x) = (ψ(x) − ψ2(x)) + ψ2(x) = ψ1(x) + ψ2(x), где ψ2(x) ∈ C2[0, 1] и
удовлетворяет условиям ψj

2(0) = ψj(0), ψj
2(1) = ψj(1) (j = 0, 1) (в качестве ψ2(x) можно взять, напри-

мер, многочлен третьего порядка, удовлетворяющий этим условиям). Поскольку ψ(x) удовлетворяет
условиям (8), то этим условиям удовлетворяет и ψ2(x) и, следовательно, ψ2(x) ∈ DL. ¤

Лемма 2. Пусть µ0 — фиксированное число, не являющееся собственным значением операто-

ра L и γ — один из контуров γr, γn при n > n0 (µ0 вне γ). Тогда

∫

γ

(Rλψ2)
sin ρt

ρ
dλ =

∫

γ

1

λ − µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ,

где g = (L − µ0E)ψ2.

Доказательство аналогично приведенному в [5, лемма 1].

Теорема 2. Формальное решение задачи (5)–(7) представимо в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (11)

где

u0(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (R0

λψ1)
sin ρt

ρ
dλ, (12)

u1(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ1 − R0

λψ1)
sin ρt

ρ
dλ,
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u2(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 1

λ − µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 — резольвента оператора L0.

Доказательство. По лемме 1 имеем:

u(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ1)

sin ρt

ρ
dλ − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ2)

sin ρt

ρ
dλ. (13)

Отсюда, применяя лемму 2 ко второму слагаемому и выполняя очевидные преобразования с первым,
получаем (13). ¤

Замечание. Функция u0(x, t) есть формальное решение эталонной задачи:

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
, u(x, 0) = 0, u′

t(x, 0) = ψ1(x), u′
x(0, t) = u′

x(1, t) = 0. (14)

1.2. Вспомогательные утверждения

Обозначим через z1(x, ρ) и z2(x, ρ) решения уравнения y′′−q(x)y+ρ2y = 0 с начальными условиями
z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1. Тогда zj(x, ρ) являются целыми функциями по ρ и
даже по λ, где λ = ρ2.

Теорема 3. Для Rλ и R0
λ имеют место формулы

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2) + Mρf,

R0
λf = v0

1(x, ρ)(f, z0
1) + v0

2(x, ρ)(f, z0
2) + M0

ρ f, (15)

где

vj(x, ρ) =
(−1)j

∆(ρ)

{
[−β1z3−j(1, ρ)U2(z2) + (z′3−j(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ))U1(z2)

]
z1(x, ρ)+

+
[
β1z3−j(1, ρ)U2(z1) −

(
z′3−j(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ)) U1(z1)

]
z2(x, ρ)

}
(j = 1, 2),

∆(ρ) = U1(z1)U2(z2) − U1(z2)U2(z1), (f, z) =

1∫

0

f(ζ)z(ζ) dζ,

v0
1(x, ρ) = −cos ρ cos ρx

ρ sin ρ
, v0

2(x, ρ) = − cos ρx,

Mρf =

x∫

0

∣∣∣∣∣
z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(ζ, ρ) z2(ζ, ρ)

∣∣∣∣∣f(ζ) dζ,

M0
ρ f =

x∫

0

∣∣∣∣∣
z0
1(x, ρ) z0

2(x, ρ)

z0
1(ζ, ρ) z0

2(ζ, ρ)

∣∣∣∣∣f(ζ) dζ, z0
1(x, ρ) = cos ρx, z0

2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
.

Этот результат, как и следующая лемма, доказаны в [5, теоремы 3, 4, лемма 2].

Лемма 3. При ρ ∈ γ̃n имеют место асимптотические формулы:

v
(j)
1 (x, ρ) = v

0(j)
1 (x, ρ) + O(ρj−2), v

(j)
2 (x, ρ) = v

0(j)
2 (x, ρ) + O(ρj−1), j = 0, 1, 2,

где v(j)(x, ρ) = dj

dxj v(x, ρ) и оценки O(·) равномерны по x ∈ [0, 1].

Теорема 4. Для zj(x, ρ), j = 1, 2, имеют место формулы

z1(x, ρ) = cos ρx +

x∫

0

K1(x, ζ) cos ρζ dζ, (16)
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z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫

0

K2(x, ζ)
sin ρζ

ρ
dζ, (17)

где Kj(x, ζ) непрерывно дифференцируемы по x и ζ, причем K2(x, 0) ≡ 0.

Замечание. Формулы (16), (17) хорошо известны как формулы операторов преобразования
(см. [12, с. 17, 23]).

Лемма 4. Имеют место формулы

z1(x, ρ) = cos ρx +
1

ρ

x∫

0

sin ρ(x − ζ) cos ρζq(ζ) dζ +
1

ρ2

x∫

0

sin ρ(x − ζ)F1(ζ, ρ) dζ, (18)

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

1

ρ2

x∫

0

sin ρ(x − ζ) sin ρζq(ζ) dζ +
1

ρ3

x∫

0

sin ρ(x − ζ)F2(ζ, ρ) dζ, (19)

где

F1(ζ, ρ) = q(ζ)


sin ρζK1(ζ, ζ) +

ζ∫

0

sin ρτK ′
1τ

(ζ, τ) dτ


 ,

F2(ζ, ρ) = q(ζ)


− cos ρζK2(ζ, ζ) +

ζ∫

0

cos ρτK ′
2τ

(ζ, τ) dτ


 .

Доказательство. Докажем формулу (18). Используя метод вариаций произвольных постоянных и
формулу (16), получим:

z1(x, ρ) = cos ρx +
1

ρ

x∫

0

sin ρ(x − ζ)q(ζ)z1(ζ, ρ) dζ = cos ρx +
1

ρ

x∫

0

sin ρ(x − ζ)q(ζ)[cos ρζ+

+

ζ∫

0

K1(ζ, τ) cos ρτ dτ ] dζ.

Отсюда следует (18). Формула (19) получается аналогично, но с использованием формулы (17). ¤

Лемма 5. Имеют место формулы


ψ1(x),

x∫

0

sin ρ(x − ζ) cos ρζq(ζ) dζ


 =

1

ρ
(p1(x), cos ρx), (20)


ψ1(x),

x∫

0

sin ρ(x − ζ) sin ρζq(ζ) dζ


 =

1

ρ
(p2(x), sin ρx), (21)

где

pj = pj1(x) + pj2(x) + pj3(x), j = 1, 2, p11(x) = −q(x)

1∫

x

ψ′
1ζ) dζ,

p12(x) =
1

2
ψ′

1(x)

x∫

0

q(ζ) dζ, p13(x) =
1

4

1∫

x

ψ′
1(ζ)

[
q

(
ζ − x

2

)
+ q

(
ζ + x

2

)]
dζ,

p21(x) = p11(x), p22(x) = p12(x), p23(x) =
1

4

1∫

x

ψ′
1(ζ)

[
q

(
ζ + x

2

)
− q

(
ζ − x

2

)]
dζ.

Математика 17



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 1

Доказательство. Докажем формулу (20) (формула (21) доказывается аналогично). Так как
sin ρ(x − ζ) cos ρζ = 1

2 [sin ρ(x − 2ζ) + sin ρx] и sin ρ(x − 2ζ) = sin ρx cos 2ρζ − cos ρx sin 2ρζ, то

ψ1(x),

x∫

0

sin ρ(x − ζ) cos ρζq(ζ) dζ


 =

1

2





1∫

0

ψ1(x) sin ρx




x∫

0

cos 2ρζq(ζ) dζ


 dx−

−
1∫

0

ψ1(x) cos ρx




x∫

0

sin 2ρζq(ζ) dζ


 dx +

1∫

0

ψ1(x) sin ρx




x∫

0

q(ζ) dζ


 dx



 . (22)

В каждом из слагаемых в правой части (22) проведем интегрирование по частям и учтем, что
ψ1(0) = ψ1(1) = 0. Тогда правая часть (22) будет иметь вид

1

2ρ

1∫

0

ψ′
1(x)dx

x∫

0

q(ζ) cos ρ(x − 2ζ) dζ − 1

ρ

1∫

0

ψ′
1(x)dx

x∫

0

q(ζ) cos ρζ dζ+

+
1

2ρ

1∫

0

ψ′
1(x) cos ρxdx

x∫

0

q(ζ) dζ. (23)

Так как

x∫

0

q(ζ) cos ρ(x − 2ζ) dζ =
1

2

x∫

−x

q

(
x − τ

2

)
cos ρτ dτ =

1

2




x∫

0

q

(
x − τ

2

)
cos ρτ dτ +

+

0∫

−x

q

(
x − ζ

2

)
cos ρζ dζ


 =

1

2




x∫

0

q

(
x − τ

2

)
cos ρτ dτ +

0∫

−x

q

(
x − ζ

2

)
cos ρζ dζ


 =

=
1

2

x∫

0

[
q

(
x − τ

2

)
+ q

(
x + τ

2

)]
cos ρτ dτ,

то для первого слагаемого в (23) получим

1

2ρ

1∫

0

ψ′
1(x)dx

x∫

0

q(ζ) cos ρ(x − 2ζ) =
1

4ρ

1∫

0

ψ′
1(x)dx

x∫

0

[
q

(
x − τ

2

)
+

+q

(
x + τ

2

)]
cos ρτ dτ =

1

4ρ

1∫

0

cos ρxdx

1∫

x

[
q

(
ζ − x

2

)
+ q

(
ζ + x

2

)]
dζ =

1

ρ
(p13(x), cos ρx) .

отсюда и из (23) следует (20). ¤

Лемма 6. При ρ ∈ γ̃n имеют место оценки

ψ1(x),

x∫

0

sin ρ(x − ζ)Fj(ζ, ρ) dζ


 = O

(
1

ρ

)
, j = 1, 2,

где Fj(ζ, ρ) из леммы 4.

Для доказательства следует изменить порядок интегрирования левой части, провести ин-
тегрирование по частям во внутреннем интеграле и учесть, что Fj(ζ, ρ) = O(1) равномернo
по ζ ∈ [0, 1]. ¤

Из лемм 4–6 получаем следующий результат.

Лемма 7. Если ρ = nπ + µ и µ ∈ γ̃0, то

(
ψ1, z1 − z0

1

)
=

1

(nπ + µ)2
[(p1(ζ) cos µζ, cos nπζ) − (p1(ζ) sin µζ, sin nπζ)] + O

(
1

n3

)
,
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(
ψ1, z2 − z0

2

)
=

1

(nπ + µ)3
[(p2(ζ) cos µζ, sin nπζ) + (p2(ζ) sin µζ, cos nπζ)] + O

(
1

n4

)
,

где оценки O(·) равномерны по µ ∈ γ̃0.

Лемма 8. Если ρ = nπ + µ и µ ∈ γ̃0, то

(ψ1, z1) =
1

nπ + µ
[(p3(ζ) cos µζ, sin nπζ) − (p3(ζ) sin µζ, cos nπζ)] , (24)

(ψ1, z2) =
1

(nπ + µ)2
[(p4(ζ) cos µζ, cos nπζ) − (p4(ζ) sin µζ, sin nπζ)] , (25)

где

p3(ζ) = −ψ′
1(ζ) + ψ1(ζ)K1(ζ, ζ) −

1∫

ζ

ψ1(τ)K ′
1ζ

(τ, ζ) dτ,

p4(ζ) = ψ′
1(ζ) − ψ1(ζ)K2(ζ, ζ) +

1∫

ζ

ψ1(τ)K ′
2ζ

(τ, ζ) dτ.

Доказательство. На основании формулы (16) имеем:

(ψ1, z1) = (ψ1(ζ), cos ρζ) +


ψ1(ζ),

ζ∫

0

K1(ζ, τ) cos ρτ dτ


 .

Проводя интегрирование по частям в первом слагаемом и во втором множителе второго слагаемого,
учитывая ψ1(0) = ψ1(1) = 0, получим:

(ψ1, z1) =
1

ρ
(p3(ζ), sin ρζ) .

Отсюда следует (24). Формула (25) получается аналогично с использованием формулы (17) и условия
K2(x, 0) ≡ 0. ¤

Аналогично леммам 3–5 из [5] доказываются две следующие леммы.

Лемма 9. Если g ∈ C[0, 1] и ρ = nπ + µ, то

(g, z1) = (p5(ζ) cos µζ, cos nπζ) − (p5(ζ) sin µζ, sin nπζ) ,

(g, z2) =
1

nπ + µ
[(p6(ζ) cos µζ, sin nπζ) + (p6(ζ) sin µζ, cos nπζ)] ,

где p5(ζ) = g(ζ) +
1∫
ζ

g(τ)K1(τ, ζ) dτ , p6(ζ) = g(ζ) +
1∫
ζ

g(τ)K2(τ, ζ) dτ .

Лемма 10. Обозначим через θ(x) функцию cos x или sin x. Пусть f(x) ∈ L2[0, 1] и f(x, µ) =

= f(x)θ(µx), где µ ∈ γ̃0 и βn(µ) = (f(x, µ), θ(nπx)). Тогда справедлива оценка

n2∑

n=n1

1

n
|βn(µ)| 6 C

√√√√
n2∑

n=n1

1

n2
,

где постоянная C не зависит от n1, n2 и µ ∈ γ̃0.

1.3. Исследование u0(x, t)

Теорема 5. Функция u0(x, t) из (12) есть классическое решение эталонной задачи (14).
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Доказательство. Из (12) и (15) по теореме вычетов получаем:

u0(x, t) = (ψ1, 1)t + 2

∞∑

n=1

1

nπ
(ψ1(ζ), cos nπζ) cos nπx sin nπt,

откуда по формуле 2 cos nπx sin nπx = sin nπ(x + t) − sin nπ(x − t) = nπ
x+t∫
x−t

cos nπτ dτ, следует, что

u0(x, t) =
1

2

x+t∫

x−t

Ψ̃(τ) dτ,

где

Ψ̃(x) = (ψ1, 1) + 2
∞∑

n=1

(ψ1(ζ), cos nπζ) cos nπx. (26)

Так как скалярные произведения в (26) имеют оценку αn/n, где
∑ |αn|2 < ∞, то в силу неравен-

ства Коши–Буняковского ряд в (26) сходится абсолютно и равномерно на всей оси и, следовательно,
Ψ̃(x) ∈ C(−∞,∞). Покажем, что Ψ̃(x) ∈ C1(−∞,∞). Сначала отметим, что в силу полноты в
L2[0, 1] ортонормированной системы 1,

√
2 cos nπx, n = 1, 2, . . ., ряд (26) сходится к ψ1(x), поэтому

Ψ̃(x) = ψ1(x) при x ∈ [0, 1]. Так как Ψ̃(x) является четной и 2-периодической, то остается убе-
диться, что Ψ̃′(x) непрерывна в точках 0 и 1, но этот факт следует из условия ψ′

1(0) = ψ′
1(1) = 0.

Следовательно, u0(x, t) — решение задачи (14). ¤

1.4. Исследование u1(x, t)

По теореме 3, учитывая, что Mρf и M0
ρ f являются целыми функциями по λ, имеем:

−
∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

(
Rλψ1 − R0

λψ1

) sin ρt

ρ
dλ =

∑

n>n0

an(x, t),

где

an(x, t) = − 1

2πi

∫

γ̃n

2 sin ρt [v1(x, ρ)(ψ1, z1) + v2(x, ρ)(ψ1, z2)−

−v0
1(x, ρ)(ψ1, z

0
1) − v0

2(x, ρ)(ψ1, z
0
2)

]
dρ. (27)

Лемма 11. Ряды
∑

a
(j)
n,xj (x, t) и

∑
a
(j)
n,tj (x, t) (j = 0, 1, 2) сходятся абсолютно и равномерно по

x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ] при любом T > 0.

Доказательство. Имеем:
J(x, ρ) = J1(x, ρ) + J2(x, ρ), (28)

где J(x, ρ) — выражение в квадратных скобках в (27),

J1(x, ρ) = (v1(x, ρ) − v0
1(x, ρ))(ψ1, z1) − (v2(x, ρ) − v0

2(x, ρ))(ψ1, z2),

J2(x, ρ) = v0
1(x, ρ)(ψ1, z1 − z0

1) + v0
2(x, ρ)(ψ1, z2 − z0

2).

Обозначим через βn(µ) любой из функционалов

±(pj(ζ) cos µζ, cos nπζ), ±(pj(ζ) cos µζ, sin nπζ),

±(pj(ζ) sin µζ, cos nπζ), ±(pj(ζ) sin µζ, sin nπζ), j = 1, 2, 3, 4.

Тогда по лемме 7 и 8 имеем:

(ψ1, z1) =
1

nπ + µ
(βn(µ) + βn(µ)) , (ψ1, z2) =

1

(nπ + µ)2
(βn(µ) + βn(µ)) ,
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(ψ1, z1 − z0
1) =

1

(nπ + µ)2
(βn(µ) + βn(µ)) + O

(
1

n3

)
,

(ψ1, z2 − z0
2) =

1

(nπ + µ)3
(βn(µ) + βn(µ)) + O

(
1

n4

)
.

Теперь, используя лемму 3 и очевидные оценки

v
0(j)
1,xj(x, ρ) = O(ρj−1), v

0(j)
2,xj(x, ρ) = O(ρj), j = 0, 1, 2,

из представления (28) получаем:

|J(x, ρ)| = O(nj−2)
1

|nπ + µ| (|βn(µ)| + |βn(µ)|) + O(nj−1)
1

|nπ + µ|2 (|βn(µ)|+

+|βn(µ)|) + O(nj−1)

[
1

|nπ + µ|2 (|βn(µ)| + |βn(µ)|) + O(n−3)

]
+

+O(nj)

[
1

|nπ + µ|3 (|βn(µ)| + |βn(µ)|) + O(n−4)

]
= O(nj−3β̃n(µ)) + O(nj−4), (29)

где β̃n(µ) =
32∑

n=1
|βn(µ)| и оценки O(·) равномерны по x ∈ [0, 1] и µ ∈ γ̃0. Отсюда

|a(j)
n,xj (x, t)| =

∫

γ̃0

O(nj−3)β̃n(µ) |dµ| +
∫

γ̃0

O(nj−4) |dµ|, j = 0, 1, 2.

Если j = 0, 1, то отсюда |a(j)
n,xj (x, t)| = O(n−2) и тем самым

∑ |a(j)
n,xj (x, t)| сходится равномерно по

x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ].
Далее, из (29) следует оценка

|a(2)
n,x2(x, t)| =

∫

γ̃0

O(n−1)β̃n(µ) |dµ|,

и тогда по лемме 10

n2∑

n=n1

|a(2)
n,x2(x, t)| =

∫

γ̃0

n2∑

n=n1

O(n−1)β̃n(µ) |dµ| =

∫

γ̃0

O




√√√√
n2∑

n=n1

1

n2


 |dµ| = O




√√√√
n2∑

n=n1

1

n2


 ,

где оценки O(·) равномерны по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ]. Тем самым утверждение леммы получено для
рядов

∑
a
(j)
n,xj (x, t). Аналогично (даже проще) исследуются ряды

∑
a
(j)
n,tj (x, t) (j = 0, 1, 2). ¤

Так как

u1(x, t) = − 1

2πi

∫

γr

(Rλψ1 − R0
λψ1)

sin ρt

ρ
dλ +

∑

n>n0

an(x, t),

то из леммы 11 следует

Лемма 12. Ряд u1(x, t) допускает почленное дифференцирование дважды по x и t при x ∈ [0, 1]

и t ∈ (−∞,∞).

1.5. Исследование u2(x, t)

По теореме 3, учитывая, что Mρf есть целая по λ, имеем:

−
∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

1

λ − µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ =

∑

n>n0

bn(x, t),

где

bn(x, t) = − 1

2πi

∫

γ̃n

2 sin ρt

ρ2 − µ0
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)] dρ. (30)
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Лемма 13. Ряды
∑

b
(j)
n,xj (x, t) и

∑
b
(j)
n,tj (x, t), j = 0, 1, 2, сходятся абсолютно и равномерно

по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ] при любом T > 0.

Доказательство. Обозначим через βn(µ) еще и такие функционалы

±(pj(ζ) cos µζ, cos nπζ), ±(pj(ζ) sin µζ, sin nπζ), j = 5, 6.

Тогда по лемме 9

(g, z1) = βn(µ) + βn(µ), (g, z2) =
1

nπ + µ
(βn(µ) + βn(µ)).

В силу оценок
v
(j)
1 (x, ρ) = O(ρj−1), v

(j)
2 (x, ρ) = O(ρj), j = 0, 1, 2, (31)

легко следующих из леммы 3, для квадратной скобки J̃(x, ρ) в (30) получаем:

∣∣∣J̃ (j)
xj (x, ρ)

∣∣∣ = O(nj−1) [|βn(µ)| + |βn(µ)|] + O(nj)
1

|nπ + µ| [|βn(µ)| + |βn(µ)|] = O
(
nj−1β̃n(µ)

)
,

где β̃n(µ) =
40∑
1
|βn(µ)| и оценки O(·) равномерны по x ∈ [0, 1] и µ ∈ γ̃0. Отсюда следует оценка

∣∣∣b(j)
n,xj (x, t)

∣∣∣ =

∫

γn

O
(
nj−3β̃n(µ)

)
|dµ|, j = 0, 1, 2.

Теперь завершение доказательства проводится так же, как и в лемме 11. ¤

Таким образом, имеет место

Лемма 14. Ряд u2(x, t) допускает почленное дифференцирование дважды по x и t при x ∈ [0, 1]

и t ∈ (−∞,∞).

1.6. Классическое решение задачи (5)–(7)

Теорема 6. Формальное решение u(x, t) задачи (5)–(7) является классическим решением при

ψ(x) ∈ C1[0, 1] и выполнении условий (8).

Доказательство. Для формального решения (9) по леммам 1 и 2 в силу аналитичности Mρf по λ

имеем:

u(x, t) = − 1

2πi

∫

γr

(Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ −

∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

[v1(x, ρ)(ψ1, z1) + v2(x, ρ)(ψ1, z2)]×

× sin ρt

ρ
dλ −

∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

1

λ − µ0
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)]

sin ρt

ρ
dλ. (32)

На основании оценок (31) по леммам 8–10 получаем, что ряды в (32) и ряды, получающиеся из
них почленным дифференцированием один раз по x или по t, сходятся абсолютно и равномерно (для
второго слагаемого см. также доказательство леммы 11). Таким образом, процедура ускорения сходи-
мости рядов не требуется. Поэтому u(x, t) удовлетворяет граничным условиям и условию u(x, 0) = 0.
Покажем, что выполняется и условие ut(x, 0) = ψ(x). Почленно дифференцируя в точке t = 0 ряд (9),
получим:

u′
t(x, 0) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ) dλ. (33)

Так как ряд (33) сходится равномерно и является разложением функции ψ(x) в ряд Фурье по системе
собственных и присоединенных функций (с. п. ф.) оператора L, биоротагональная к которой, в силу
регулярности краевых условий оператора L∗, полна в L2[0, 1], то ut(x, 0) = ψ(x). Докажем теперь, что
u(x, t) удовлетворяет уравнению (5). По леммам 12 и 14 формальное решение на основании теоремы 2
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и теоремы 5 дважды непрерывно дифференцируемо. Обозначим через M оператор M =
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.

Тогда
Mu0(x, t) = 0. (34)

Далее имеем:

Mu1(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 M

(
(Rλψ1 − R0

λψ1)
sin ρt

ρ

)
dλ =

=
q(x)

2πi

∫

γr

(Rλψ1)
sin ρt

ρ
dλ − 1

2πi

∑

n>n0

∫

γn

M

(
(Rλψ1 − R0

λψ1)
sin ρt

ρ

)
dλ =

=
q(x)

2πi

∫

γr

(Rλψ1)
sin ρt

ρ
dλ − 1

2πi

∑

n>n0

∫

γn

M

(
J(x, ρ)

sin ρt

ρ

)
dλ,

где J(x, ρ) определено в (28). Но

M

(
vj(x, ρ)

sin ρt

ρ

)
= −q(x)vj(x, ρ)

sin ρt

ρ
, (35)

M

(
v0

j (x, ρ)
sin ρt

ρ

)
= 0.

Значит,

Mu1(x, t) =
q(x)

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ1)

sin ρt

ρ
dλ. (36)

Теперь в силу формулы (35) и леммы 2 имеем:

Mu2(x, t) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 1

λ − µ0
M

(
(Rλg)

sin ρt

ρ

)
dλ =

= − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 1

λ − µ0
M

(
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)]

sin ρt

ρ

)
dλ =

=
q(x)

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 1

λ − µ0
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)]

sin ρt

ρ
dλ =

=
q(x)

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 1

λ − µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ =

q(x)

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (Rλψ2)

sin ρt

ρ
dλ.

Отсюда и из (34) и (36) следует Mu(x, t) = −q(x)u(x, t). ¤

2. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ (4)

Рассмотрим следующую задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (37)

u′
x(0, t) + βu′

x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (38)

αu(0, t) + u(1, t) = 0, (39)

u(x, 0) = 0, u′
t(x, 0) = ψ(x), (40)

где q(x) ∈ C[0, 1] — комплекснозначная функция. Естественные минимальные требования для клас-
сического решения следующие:

ψ(x) ∈ C1[0, 1], ψ′(0) + βψ′(1) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = αψ(0) + ψ(1) = 0. (41)

Задача (37)–(39) с начальными условиями (1) рассмотрена в [6].
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При применении метода Фурье здесь, по сравнению с задачей (5)–(7), возникают новые трудности
из-за возможной кратности собственных значений, которые преодолеваются резольвентным методом.

2.1. Вспомогательные утверждения

По методу Фурье с задачей (37)–(40) связывается спектральная задача для оператора L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), (42)

U1(y) = y′(0) + βy′(1) + α1y(0) + β1y(1) = 0, U2(y) = αy(0) + y(1) = 0. (43)

Будем изучать задачу (37)–(40) при дополнительном условии: 1 + αβ 6= 0. Это условие необходимо и
достаточно для регулярности краевых условий оператора L (см. [9, с. 73]).

Теорема 7. Собственные значения оператора L образуют две последовательности: λn = ρn
2

и λ′
n = ρ′n

2
(λ = ρ2, Re ρ > 0) и имеют асимптотику: ρn = 2nπ + ζ1 + εn, ρ′n = 2nπ + ζ2 + ε′n

(n = n0, n0 + 1, . . .), где ζ1,2 = −i ln(d ±
√

d2 − 1),

d = − (α + β)

1 + αβ
, εn = O(1), ε′n = O(1).

(Это известный факт, см., например, [9, с. 74].)
Мы привлекаем еще спектральную задачу для оператора L0:

L0 = −y′′(x), (44)

U0
1 (y) = y′(0) + βy′(1) = 0, U0

2 (y) = αy(0) + y(1), (45)

который участвует в формировании эталонной смешанной задачи.

Теорема 8. Для резольвенты Rλ оператора L, определенного в (42), (43), и резольвенты R0
λ

оператора L0, определенного в (44), (45), имеют место формулы

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2) + (Mρf)(x), (46)

R0
λf = v0

1(x, ρ)(f, z0
1) + v0

2(x, ρ)(f, z0
2) + (M0

ρ f)(x),

где

v1(x, ρ) =
1

∆(ρ)
{[U2(z2) (βz′2(1, ρ) + β1z2(1, ρ)) − U1(z2)z2(1, ρ)] z1(x, ρ)+

+ [U1(z1)z2(1, ρ) − U2(z1) (βz′2(1, ρ) + β1z1(1, ρ))] z2(x, ρ)},

v2(x, ρ) =
1

∆(ρ)
{[−U2(z2) (βz′1(1, ρ) + β1z1(1, ρ)) + U1(z2)z1(1, ρ)] z1(x, ρ)+

+ [−U1(z1)z1(1, ρ) + U2(z1) (βz′1(1, ρ) + β1z1(1, ρ))] z2(x, ρ)},

∆(ρ)=U1(z1)U2(z2)−U1(z2)U2(z1), ∆(ρ) 6=0, v0
1, v0

2 — те же, что и v1, v2, но взяты для оператора

L0; z1, z2, Mρ, z0
1 , z0

2 , M0
ρ — те же, что и в п. 1; для ∆0(ρ) из определения v0

j (x, ρ) справедлива

формула ∆0(ρ) = U0
1 (z0

1)U0
2 (z0

2) − U0
1 (z0

2)U0
2 (z0

1) = − [α + β + (1 + αβ) cos ρ], ∆0(ρ) 6= 0, λ = ρ2,

Re ρ > 0. Этот результат приведен в теоремах 3, 4 из [6].

Обозначим теперь через γ̃n объединение двух непересекающихся окружностей {ρ||ρ−(2nπ+ζj)| =

= δ} (j = 1, 2), если ζ1 6= ζ2, или один такой контур, если ζ1 = ζ2, δ > 0 достаточно мало, через γn

обозначим образ γ̃n в λ — плоскости, число n0 (см. теорему 7) и r > 0 таковы, что контуры γr и γn

(n > n0) удовлетворяют аналогичным условиям из п. 1 с той лишь разницей, что теперь при n > n0

внутри γn находятся λn и λ′
n (которые могут совпадать).

Нам потребуются некоторые результаты, аналогичные доказанным в п. 1. Лемма 1 имеет место и
для ψ(x), удовлетворяющей условиям (41), и в ее формулировке ψ2(x) ∈ DL, где теперь L — оператор,
определенный в (42), (43); дословно, уже для резольвенты оператора L из (42), (43) доказывается
и лемма 2. Сохраняется также и лемма 3 — этот результат доказан в [6, лемма 2]. Леммы 7–9
имеют место и для случая, когда ρ = 2nπ + µ (µ ∈ γ̃0 — объединение двух окружностей). В этом
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случае все равенства в формулировках сохранятся, а доказательства дословно повторяются, если в
них параметр n заменить на 2n. Именно так в этом пункте мы понимаем формулировки этих лемм.
Лемма 10 имеет место и для функционалов ηn(µ) = (f(x, µ), θ(2nπx)), где µ ∈ γ̃0. Этот результат
доказан в [6, лемма 5]. Леммы 11, 13 также сохраняются, а их доказательства дословно повторяют-
ся с использованием лемм 7–10 (в новой редакции), если теперь в леммах 11, 13 под γ̃n, vj(x, ρ),
v0

j (x, ρ) понимать величины, определенные в этом пункте (функционалы βn(µ) в доказательствах
этих лемм определяются аналогично с той лишь разницей, что в них параметр n из sin nπζ, cos nπζ

заменяется на 2n). Для формального решения сохраняется формула (9) и представление (11), т. е.
u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t); u0(x, t) есть формальное решение задачи

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
, u(x, 0) = 0, u′

t(x, 0) = ψ1(x), (47)

u′
x(0, t) + βu′

x(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0; (48)

для u1(x, t) и u2(x, t) в силу лемм 11 и 13 имеют место леммы 12 и 14.

Лемма 15. Если ρ = 2nπ + µ, то

(ψ1, z
0
1) = − 1

2nπ + µ
[(ψ′

1(ζ) cos µζ, sin 2nπζ) + (ψ′
1(ζ) sin µζ, cos 2nπζ)] ,

(ψ1, z
0
2) =

1

(2nπ + µ)2
[(ψ′

1(ζ) cos µζ, cos 2nπζ) − (ψ′
1(ζ) sin µζ, sin 2nπζ)] .

Для доказательства следует провести интегрирование по частям в (ψ1, z
0
j ). ¤

2.2. Исследование u0(x, t)

Положим Ωρ(ψ1)(x) = v0
1(x, ρ)(ψ1, z

0
1) + v0

2(x, ρ)(ψ1, z
0
2).

Лемма 16. Имеют место формулы
∫

γ

(R0
λψ1)(x) dλ =

∫

γ

Ωρ(ψ1)(x) dλ, (49)

∫

γ

(R0
λψ1)(x)

sin ρt

ρ
dλ =

∫

γ

Ωρ(ψ1)(x)
sin ρt

ρ
dλ, (50)

где γ есть либо γr, либо γn при n > n0.

Эта лемма очевидна, поскольку (M0
ρ ψ1)(x) — целая по λ. ¤

Обозначим

ωn(x) = − 1

2πi

∫

γn

Ωρ(ψ1)(x) dλ, ω(x) =
∑

n>n0

ωn(x).

Лемма 17. Ряд
∑

n>n0

ωn(x) сходится абсолютно и равномерно на любом отрезке из (−∞,∞).

Доказательство. Обозначим через ηn(µ) любой из функционалов:

±(ψ′
1(ζ) cos µζ, sin 2nπζ), ±(ψ′

1(ζ) sin µζ, cos 2nπζ),

±(ψ′
1(ζ) cos µζ, cos 2nπζ), ±(ψ′

1(ζ) sin µζ, sin 2nπζ).

Тогда при ρ = 2nπ + µ по лемме 15 для µ ∈ γ̃0 имеем:

(ψ1, z
0
1) =

1

2nπ + µ
(ηn(µ) + ηn(µ)), (ψ1, z

0
2) =

1

(2nπ + µ)2
(ηn(µ) + ηn(µ)).

Поэтому на основании очевидных оценок: v0
1(x, ρ) = O

(
1
ρ

)
, v0

2(x, ρ) = O(1) получаем

∣∣∣∣∣∣

∫

γn

Ωρ(ψ1)(x) dλ

∣∣∣∣∣∣
=

∫

γ̃0

O

(
1

n
η̃n(µ)

)
|dµ|,
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где η̃n(µ) =
8∑
1
|ηn(µ)|. Значит, по лемме 10 (в которой функционалы обозначены через ηn(µ), т. е.

ηn(µ) = (f(x, µ), θ(2nπx))),

n2∑

n=n1

∣∣∣∣∣∣

∫

γn

Ωρ(ψ1)(x) dλ

∣∣∣∣∣∣
= O




√√√√
n2∑

n=n1

1

n




∫

γ̃0

|dµ| = O




√√√√
n2∑

n=n1

1

n2


 .

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость ряда
∑

n>n0

∫
γn

Ωρ(ψ1)(x) dλ. ¤

Обозначим

Ψ̃1(x) = − 1

2πi

∫

γr

Ωρ(ψ1)(x) dλ + ω(x).

Лемма 18. Функция Ψ̃1(x) ∈ C(−∞,∞) и Ψ̃1(x) = ψ1(x) при x ∈ [0, 1].

Доказательство. По лемме 17 Ψ̃1(x) ∈ (−∞,∞). Пусть x ∈ [0, 1]. На основании формулы (49)
получаем:

Ψ̃1(x) = − 1

2πi




∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 (R0

λψ1)(x) dλ.

Так как этот ряд сходится равномерно (см. доказательство леммы 17), то в силу полноты в L2[0, 1]

системы с.п.ф. оператора L∗
0 (оператор L0 определен в (44), (45)) Ψ̃1(x) = ψ1(x). ¤

Лемма 19. Имеет место формула

Ωρ(ψ1)(x)
sin ρt

ρ
=

1

2

x+t∫

x−t

Ωρ(ψ1)(ζ) dζ. (51)

Доказательство. Имеем:

cos ρx
sin ρt

ρ
=

1

2ρ
[sin ρ(x + t) − sin ρ(x − t)] ,

sin ρx

ρ

sin ρt

ρ
=

1

2ρ2
[cos ρ(x − t) − cos ρ(x + t)].

Обозначим через v1(ρ) первую квадратную скобку из определения v1(x, ρ) и через v2(ρ) — вторую. И

пусть F (ζ, ρ) =
1

2∆0(ρ)

(
v1(ρ)

sin ρζ

ρ
− v2(ρ)

cos ρζ

ρ2

)
.

Легко получаем

v0
1(x, ρ)

sin ρt

ρ
= F (x + t, ρ) − F (x − t, ρ) =

x+t∫

x−t

F ′
ζ(ζ, ρ) dζ =

=
1

2∆0(ρ)

x+t∫

x−t

(
v1(ρ) cos ρζ + v2(ρ)

sin ρζ

ρ

)
dζ =

1

2

x+t∫

x−t

v0
1(ζ, ρ) dζ. (52)

Аналогично получается v0
2(x, ρ)

sin ρt

ρ
=

1

2

x+t∫

x−t

v0
2(ζ, ρ) dζ.

Отсюда и из (52) следует (51). ¤

Аналогично лемме 10 из [6] докажем следующий результат.

Лемма 20. Имеют место формулы

Ψ̃1(−x) =
1

1 + αβ

[
(1 − αβ)Ψ̃1(x) − 2βΨ̃1(1 − x)

]
, (53)

Ψ̃1(1 + x) =
1

1 + αβ

[
−2αΨ̃1(x) + (αβ − 1)Ψ̃1(1 − x)

]
. (54)
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Доказательство. По формуле (50) и лемме 19 получаем:

∫

γ

(R0
λψ1)

sin ρt

ρ
dλ =

∫

γ

Ωρ(ψ1)(x)
sin ρt

ρ
dλ =

1

2

∫

γ

x+t∫

x−t

Ωρ(ψ1)(ζ) dζ dλ,

где γ есть либо γr, либо γn (n > n0). Тогда

u0(x, t) =
1

2

(
− 1

2πi

) 


∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn




x+t∫

x−t

Ωρ(ψ1)(ζ) dζ dλ. (55)

На основании леммы 17 ряд в (55) и ряд, полученный из него почленным дифференцированием
один раз, сходится абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ] для любого T > 0, и, кроме
того,

u0(x, t) =
1

2

x+t∫

x−t

(
− 1

2πi

) 


∫

γr

+
∑

n>n0

∫

γn


 Ωρ(ψ1)(ζ) dλ dζ =

1

2

x+t∫

x−t

Ψ̃1(ζ) dζ. (56)

Отсюда в силу (48) получим:

Ψ̃1(t) − Ψ̃1(−t) + β
(
Ψ̃1(1 + t) − Ψ̃1(1 − t)

)
= 0, (57)

α

t∫

−t

Ψ̃1(ζ) dζ +

1+t∫

1−t

Ψ̃1(ζ) dζ = 0. (58)

Дифференцируя (58), найдем α
(
Ψ̃1(t) + Ψ̃1(−t)

)
+ Ψ̃1(1 + t) + Ψ̃1(1 − t) = 0. Отсюда и из (57)

получаем (53) и (54). ¤

Лемма 21. Функция Ψ̃1(x) ∈ C1(−∞,∞).

Доказательство. Формулы (53) и (54) дают однозначное продолжение Ψ̃1(x) на всю ось c ее зна-
чений на [0, 1]. По лемме 18 Ψ̃1(x) ∈ C1[0, 1]. Тогда по лемме 20 Ψ̃1(x) непрерывно дифференцируема
всюду, кроме, быть может, точек x = n, где n — целое. Для доказательства непрерывности Ψ̃′

1(x) в
целых точках продифференцируем (53) и (54):

−Ψ̃′
1(−x) =

1

1 + αβ

[
(1 − αβ)Ψ̃′

1(x) + 2βΨ̃′
1(1 − x)

]
, (59)

Ψ̃′
1(1 + x) =

1

1 + αβ

[
−2αΨ̃′

1(x) + (1 − αβ)Ψ̃′
1(1 − x)

]
. (60)

Так как по лемме 18 Ψ̃1(x) = ψ1(x) при x ∈ [0, 1] и ψ′(0) = ψ′(1) = 0, то из (59), (60) следует,
что Ψ̃′

1(x) непрерывна в точках 0 и 1. Теперь, предполагая, что этот факт имеет место и для всех
x = −n,−n + 1, . . . , n + 1, по индукции из равенства (59), записанного для x = (n + 1)± 0, получаем
непрерывность Ψ̃′

1(x) при x = −(n+1), а из (60), записанного в этих точках,– непрерывность Ψ̃′
1(x)

при x = n + 2. ¤

Теорема 9. Функция u0(x, t) есть классическое решение эталонной задачи, определенной усло-

виями (47), (48).

Доказательство. Из (56) по лемме 21 следует, что u0(x, t) удовлетворяет уравнению струны.
Далее из (56) следует, что u0(x, 0) = 0, u′

0t
(x, 0) = ψ1(x) при x ∈ [0, 1]. Наконец, из (58) следует, что

αu0(0, t) + u0(1, t)=0 и из (57) следует, что u′
0x

(0, t) + βu′
0x

(1, t) = 0. ¤

2.3. Классическое решение задачи (37)–(40)

Теорема 10. Формальное решение u(x, t) задачи (37)–(40) является классическим решением

при ψ(x) ∈ C1[0, 1] и выполнении условий (41).
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Доказательство. Для формального решения в силу формул (13) и (46) имеем представле-
ние (32), т. е.

u(x, t) = − 1

2πi

∫

γr

(Rλψ)
sin ρt

ρ
dλ −

∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

[v1(x, ρ)(ψ1, z1) + v2(x, ρ)(ψ1, z2)]
sin ρt

ρ
dλ−

−
∑

n>n0

1

2πi

∫

γn

1

λ − µ0
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)]

sin ρt

ρ
dλ. (61)

В силу оценок v
(j)
1,xj (x, ρ) = O(ρj−1), v

(j)
2,xj (x, t) = O(ρj) (j = 0, 1), следующих из леммы 3, по

леммам 8–10 получаем, что ряды в (61) и ряды, получающиеся из них почленным дифференцирова-
нием один раз по x и t, сходятся абсолютно и равномерно. Поэтому u(x, t) удовлетворяет граничным
условиям и условию u(x, 0) = 0. Проверка условия u′

t(x, 0) = ψ(x) проводится так же, как и в до-
казательстве теоремы 6, учитывая при этом полноту системы с.п.ф. оператора L∗. Так же, как и в
теореме 6, доказывается для u(x, t) справедливость уравнения (37). ¤

Результаты В. П. Курдюмова получены в рамках выполнения государственного задания Ми-

нобрнауки России (проект № 1.1520.2014К), результаты А. П. Хромова получены при финансовой

поддержке РФФИ (проект № 13-01-00238).
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Justification of Fourier Method in a Mixed Problem for Wave Equation with Non-zero Velocity
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In the paper, using contour integration of the resolvent of the corresponding spectral problem operator, justification of Fourier

method in two mixed problems for wave equation with trivial initial function and non-zero velocity is given. The boundary conditions

of these problems, together with fixed endpoint conditions, embrace all cases of mixed problems with the same initial conditions

for which the corresponding spectral operators in Fourier method have regular boundary conditions. The problems are considered

under minimal requirements on initial data. A. N. Krylov’s idea of accelerating Fourier series convergence is essentially employed.

Key words: Fourier method, formal solution, spectral problem, resolvent.
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УДК 517.54

О НОВОМ ПОДХОДЕ К РЕШЕНИЮ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА
С УСЛОВИЕМ НА ЛУЧЕ В СЛУЧАЕ БЕСКОНЕЧНОГО ИНДЕКСА

Р. Б. Салимов

Салимов Расих Бахтигареевич, доктор физико-математических наук, профессор кафедры высшей математики, Казанский

государственный архитектурно-строительный университет, salimov.rsb@gmail.com

Для решения однородной краевой задачи Римана с бесконечным индексом и условием на луче предлагается новый

подход, основанный на приведении рассматриваемой задачи к соответствующей задаче с условием на действитель-

ной оси и конечным индексом. Требуется определить функцию Φ(z), аналитическую и ограниченную в комплекс-

ной плоскости z, разрезанной по положительной действительной полуоси L+, если выполняется краевое условие

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L+, где Φ+(t), Φ−(t) – предельные значения функции Φ(z), при z → t соответ-

ственно слева и справа, коэффициент G(t) – заданная функция, для аргумента которой справедливо представление

arg G(t) = ν−tρ + ν(t), t ∈ L+, здесь ν−, ρ — заданные числа, ν− > 0, 1/2 < ρ < 1, причём ln |G(t)|,

ν(t) — функции, удовлетворяющие условию Гёльдера. Принимается, что G(t) = 1 при t ∈ (−∞, 0). Для устра-

нения бесконечного разрыва arg G(t) используются функции E+(z) = e(α+iβ)zρ

, 0 6 arg z 6 π, E−(z) =

= e(α−iβ)zρ

, −π 6 arg z 6 0, путём соответствующего подбора действительных чисел α, β.

Ключевые слова: краевая задача Римана, аналитическая функция, бесконечный индекс.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-1-29-33

1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть D — область в плоскости комплексного переменного, границей которой служит L+ —
положительная часть действительной оси. Требуется определить функцию Φ(z), аналитическую и

c© Салимов Р. Б., 2016
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ограниченную в области D, если её граничные значения удовлетворяют условию

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L+, (1)

где Φ+(t) и Φ−(t) — предельные значения функции Φ(z) при z → t слева и справа, когда Im (z) > 0

и Im (z) < 0 соответственно, коэффициент G(t) — заданная функция, удовлетворяющая условиям
1) ln |G(t)| удовлетворяет условию Гёльдера на L+ — условию HL+ (ln |G(t)| ∈ HL+);
2) для arg G(t) справедливо представление

arg G(t) = ν−tρ + ν(t), t ∈ L+, (2)

где ν−, ρ — заданные числа, ν− > 0, 1/2 < ρ < 1, ν(t) – заданная функция, ν(t) ∈ HL+ .
Рассматриваемая задача является задачей с бесконечным индексом, так как arg G(t) → + ∞ при

t → + ∞.
Аналогичная задача рассмотрена в статье [1], в которой краевое условие задавалось на всей

действительной оси L = L− ∪ L+, где L− — отрицательная часть действительной оси L.
Значения искомой функции Φ(z) будем обозначать Φ+(z) = Φ(z) при Im (z) > 0, Φ−(z) = Φ(z)

при Im (z) < 0.
Тогда для предельных значений этих функций при z → t < 0 будем иметь

Φ+(t) = Φ−(t),

следовательно, как и в [2, с. 440], приходим к заключению, что искомые функции Φ+(z), Φ−(z),
удовлетворяют краевому условию:

Φ+(t) = G0(t)Φ
−(t), t ∈ L, (3)

где {
G0(t) = G(t), t ∈ L+,

G0(t) = 1, t ∈ L−.
(4)

Таким образом, решение задачи (1) приводится к решению задачи (3), рассмотренной в статье [1].
В настоящей работе используются сведения, приведённые в последней статье [1], и её результаты.

Там же указаны основные этапы развития изучаемого научного направления.
Будем считать, что

arg G0(t) = 0 при t ∈ L−. (5)

Для простоты предположим, что слагаемое ν(t) формулы (2) удовлетворяет условиям

ν(0) = ν(0 + 0) = 0, ν(+∞) = 0, (6)

кроме того,
G(0) = |G(0 + 0)| = 1, |G(+∞)| = 1. (7)

2. ВЫВОД ОСНОВНЫХ СООТНОШЕНИЙ

Считая α, β действительными числами, введем в рассмотрение функции

{
E+(z) = e(α+iβ)zρ

, 0 6 arg z 6 π,

E−(z) = e(α−iβ)zρ

, −π 6 arg z 6 0,
(8)

аналитические и однозначные в полуплоскостях соответственно D+, D−, понимая под arg z ветвь,
непрерывную в соответствующей полуплоскости. Для точки z = reiθ, r > 0, 0 6 θ 6 π, области D+

(когда z = re−iθ ∈ D−) имеем:

|E+(reiθ)| = |E−(re−iθ)| = e(α cos ρθ−β sin ρθ)rρ

, (9)

arg E+(reiθ) = − arg E−(re−iθ) = (α sin ρθ + β cos ρθ)rρ.
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Отсюда при θ = 0, когда z = t > 0, получим:

E+(t)

E−(t)
= e2iβtρ

, t > 0, (10)

при θ = π, когда z = t < 0, будем иметь:

E+(t)

E−(t)
= e2i(α sin ρπ+β cos ρπ)|t|ρ , t < 0. (11)

Краевое условие (3) запишем так:

Φ+(t)E+(t) = G1(t)Φ
−(t)E−(t), t ∈ L, (12)

где

G1(t) = |G0(t)|ei arg G0(t)
E+(t)

E−(t)
. (13)

Принимая во внимание (2), (4), (5), (10), (11), постоянные α, β формул (8) выберем так, чтобы

2β = −ν−, 2(α sin ρπ + β cos ρπ) = 0. (14)

Тогда будем иметь

β = −ν−

2
, α =

ν− cos ρπ

2 sin ρπ
. (15)

При этом формула (13) примет вид

G1(t) =

{
|G(t)|eiν(t), t > 0,

1, t < 0.

В силу условий (6) и (7) функция G1(t) непрерывна в точках t = 0, t = +∞ и удовлетворяет
условию HL. Далее находим аналитическую в области D функцию [2, с. 119]:

Γ(z) =
1

2πi

∫

L

lnG1(τ)
dτ

τ − z

(здесь lnG1(τ) = 0 на L−) и определяем аналитическую в области D функцию χ(z) = eΓ(z), отличную
от нуля всюду в области D, включая L+. Обозначая Γ+(z) = Γ(z) при z ∈ D+, Γ−(z) = Γ(z) при
z ∈ D−, здесь имеем χ±(z) = eΓ±(z).

Найденные функции χ+(z), χ−(z) удовлетворяют краевому условию χ+ = G1(t)χ
−(t), t ∈ L.

Поэтому краевое условие (12) можно представить в виде

Φ+(t)E+(t)

χ+(t)
=

Φ−(t)E−(t)

χ−(t)
, t ∈ L.

Отсюда видно, что функции
Φ+(z)E+(z)

χ+(z)
,

Φ−(z)E−(z)

χ−(z)
образуют целую функцию F (z), причём

Φ+(z)E+(z)

χ+(z)
= F (z),

Φ−(z)E−(z)

χ−(z)
= F (z), (16)

где соответственно Im z > 0, Im z 6 0.
Поступая, как и в статье [1], покажем, что порядок ρF вышеуказанной целой функции F (z) не

превышает ρ: ρF 6 ρ. С учётом (15) соотношение (9) запишем так

|E+(reiθ)| = |E−(re−iθ)| = erρν− cos ρ(π−θ)/(2 sin ρπ), r > 0, 0 6 θ 6 π. (17)

Из последней формулы при θ = 0, когда r = t > 0, будем иметь |E+(t)| = |E−(t)| =

= etρν− cos ρπ/(2 sin ρπ), t > 0, при θ = π, когда reiπ = −|t| = t < 0, получим

|E+(t)| = |E−(t)| = e|t|
ρν−/(2 sin ρπ), t < 0.
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Учитывая эти два соотношения на основании формул (16), в которых Φ±(z), 1/χ±(z) — функции,
ограниченные в области D±, включая её границу L±, придем к неравенствам

|F (t)| < Cetρν− cos ρπ/(2 sin ρπ), t > 0, (18)

|F (t)| < Ce|t|
ρν−/(2 sin ρπ), t < 0, (19)

где C = const > 0, которым должна удовлетворять целая функция F (z) формул (16).
Так как 1/2 < ρ < 1 и в интервале 0 < θ < π функция cos ρ(π − θ) возрастает от cos ρπ < 0

до 1, то найдётся значение θ = θρ, для которого cos ρ(π − θρ) = 0 и θρ = π − π
2ρ ; при этом согласно

формуле (17) имеем
|E+(reiθρ)| = |E−(re−iθρ)| = 1.

Следовательно, на основании (16) получим неравенства

|F (reiθρ)| < C, |F (re−iθρ)| < C, r > 0, (20)

где C — вышеуказанная постоянная, которым также должна удовлетворять функция F (z).
В силу второго соотношения (14) и формулы (11) имеем:

E+(t) = E−(t) при t < 0,

в то время как при t > 0 функции E+(t), E−(t) связаны соотношением (10), в котором β = −v−/2.
Это означает, что функции E+(z), E−(z) формулы (8), в которой постоянные α, β определены соот-
ношениями (15), образуют функцию E(z), аналитическую в области D.

Учитывая это и принимая во внимание равенства (16), придём к заключению, что искомая функ-
ция Φ(z) определяется формулой

Φ(z) =
χ(z)

E(z)
F (z), (21)

в которой F (z) — произвольная целая функция порядка ρF 6 ρ, удовлетворяющая условиям (18)–(20).
Если ρF < ρ, то содержащий отрицательную часть действительной оси угол между лучами θ = θρ,

θ = −θρ, равный π/ρ, будет меньше π/ρF : π/ρ < π/ρF .
Так как на сторонах этого угла имеют места неравенства (20), то согласно теореме Фрагмена –

Линделёфа [3, с. 255] модуль |F (z)| ограничен той же постоянной C и внутри угла:

|F (z)| < C, z ∈ Dρ,

где Dρ — вышеуказанный угол.
Ясно, что аналогичное неравенство будет справедливо для содержащего положительную часть

действительной оси угла между вышеуказанными лучами, раствор которого меньше π < π/ρ.
Таким образом, во всей плоскости z выполняется неравенство |F (z)| < C, поэтому F (z) = const.

Но согласно (18) |F (z)| → 0 при t → +∞. Следовательно, F (z) = 0 всюду на плоскости z, когда
ρF < ρ, и формула (21) даёт не нулевое решение рассматриваемой задачи, когда в ней F (z) означает
произвольную целую функцию порядка ρ.

Нетрудно убедиться в том, что такие ненулевые решения существуют. Для этого достаточно
показать, что существуют целые функции порядка ρ (1/2 < ρ < 1), удовлетворяющие неравенствам
(18)–(20).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом мы доказали следующее утверждение.

Теорема 1. Если краевая задача (1) имеет ограниченное решение Φ(z), то оно представляется

формулой (21), в которой F (z) есть произвольная целая функция порядка ρ, удовлетворяющая

условиям (18)–(20).

Имеет место и обратное утверждение.
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Теорема 2. Если F (z) — любая целая функция порядка ρ, удовлетворяющая условиям (18)–
(20), то ограниченное решение краевой задачи (1) определяется формулой (21).

Последняя теорема доказывается аналогично тому, как это сделано для соответствующей теоремы
работы [1].

Замечание. Условия (6), (7) не ограничивают общности решения задачи. При их невыполнении
решение задачи (1) с помощью методов, аналогичных указанным в книге [2, с. 428–436], можно
привести к рассмотренному в данной статье случаю с новой искомой функцией, для которой точка
z = 0 может оказаться особой и в ней функция может обращаться в бесконечность степенного порядка
при «неудачном» задании v(t) в окрестности точки t = 0 [4, с. 114, условие −1 < ϕ(t0) 6 0].

В случае, когда для точки t = 0 условия (6), (7) не выполняются, решение (21) остаётся в
силе, его поведение вблизи точки z = 0 легко установить непосредственно, учитывая, что функция
χ(z) = eΓ(z) выражается через интеграл типа Коши, плотность которого lnG1(t) в точке t = 0 имеет
разрыв первого рода, и для указанного интеграла справедливо известное представление вблизи точки
z = 0 [2, с. 68].
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To solve a homogeneous Riemann boundary value problem with infinite index and condition on the half-line we propose a new

approach based on the reduction of the considered problem to the corresponding task with the condition on the real axis and finite

index. It is required to define a function Φ(z), analytic and bounded in the complex plane z, cut down on positive real semi-axis L+,

if the edge condition Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L+ is fulfilled, where Φ+(t), Φ−(t) are limit values of the function Φ(z), as

z → t correspondingly on the left and on the right, G(t) is a given function, for which argument arg G(t) = ν−tρ +ν(t), t ∈ L+

holds, here ν−, ρ are given numbers, ν− > 0, 1
2

< ρ < 1, and ln |G(t)|, ν(t) are functions which satisfy the Holder condition.

It is admitted that G(t) = 1 at t ∈ (−∞, 0). The functions E+(z) = e(α+iβ)zρ

, 0 6 arg z 6 π, E−(z) = e(α−iβ)zρ

,

−π 6 arg z 6 0 are used to avoid infinite gap of the arg G(t), by the selection of real numbers α, β.
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВЕЙВЛЕТЫ
НА ОСНОВЕ ПОЛИНОМОВ ЧЕБЫШЕВА ВТОРОГО РОДА

М. С. Султанахмедов

Султанахмедов Мурад Салихович, научный сотрудник, Дагестанский научный центр РАН, Махачкала,
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В работе рассмотрена ортогональная система вейвлетов и скалярных функций, основанных на полиномах Чебышева

второго рода и их нулях. На их базе построена полная ортонормированная система функций. Показан недостаток в ап-

проксимативных свойствах частичных сумм соответствующего вейвлет-ряда, связанный со свойствами самих полиномов

Чебышева и заключающийся в существенном ухудшении скорости их сходимости к исходной функции на концах от-

резка ортогональности. В качестве альтернативы предлагается модифицировать вейвлет-ряд Чебышева второго рода

по аналогии со специальными рядами по ортогональным полиномам со свойством «прилипания» на концах отрезка

ортогональности. В случае лакунарных частичных сумм доказано, что такой новый специальный вейвлет-ряд лишен

указанного недостатка, а следовательно, обладает более привлекательными аппроксимативными свойствами.

Ключевые слова: полиномиальные вейвлеты, специальный вейвлет-ряд, полиномы Чебышева второго рода, аппрокси-

мация функций.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-1-34-41

ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день вейвлеты зарекомендовали себя как достаточно эффективный инструмент
в задачах приближения функций, обработки и сжатия цифровых сигналов (временных рядов, звука,
изображений и т. д.) (см., например, [1–3]). В последние годы многими авторами активно проводятся
исследования теории полиномиальных вейвлетов. Так, C. K. Chui и H. N. Mhaskar в работе [4] впер-
вые рассмотрели вейвлеты на основе тригонометрических полиномов. Позднее T. Kilgore и J. Prestin
в [5] заменили тригонометрические полиномы алгебраическими и доказали ортогональность получен-
ной системы функций в смысле чебышевского веса первого рода. Далее, B. Fischer и J. Prestin [6]
разработали обобщенную теорию конструирования полиномиальных вейвлетов. В дальнейшем техни-
ка разложения функций в ряды по полиномиальным вейвлетам получила развитие в ряде работ (см.,
например, [7–9] и др.).

F. Mohd и I. Mohd в [10] представили новый, отличный от описанных ранее, способ построения
вейвлетов и масштабирующих функций на основе полиномов Чебышева первого рода и их нулей. Ис-
пользуя аналогичную технику, в [11] автором построена ортогональная система вейвлетов на основе
полиномов Чебышева второго рода и исследованы аппроксимативные свойства лакунарных частич-
ных сумм Vn(f, x) соответствующего вейвлет-ряда в случае n = 2m. В настоящей статье показан
недостаток в свойствах сходимости частичных сумм Vn(f, x) к исходной функции f(x), связанный со
свойствами самих полиномов Чебышева второго рода. Предлагается модифицировать вейвлет-ряд по
аналогии со специальными рядами по ортогональным полиномам со свойством «прилипания», введен-
ным в недавних работах И. И. Шарапудинова [12, 13]. Доказано, что такой специальный вейвлет-ряд
обладает значительно более привлекательными аппроксимативными свойствами на концах отрез-
ка [−1, 1].

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть w(x) =
√

1 − x2. Обозначим тогда через L2,w([−1; 1]) евклидово пространство интегриру-

емых функций f(x) таких, что
1∫

−1

f2(x)w(x)dx < ∞. Определим скалярное произведение в нем с

помощью равенства

〈f, g〉 =

1∫

−1

f(x)g(x)w(x)dx. (1)

c© Султанахмедов М. С., 2016
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Хорошо известно, что полиномы Чебышева второго рода

Un(x) =
sin((n + 1) arccos x)√

1 − x2
, n = 0, 1, 2, . . . .

образуют ортогональный базис в L2,w([−1; 1]), а именно

〈Un, Um〉 =
π

2
δnm =

{
π/2, n = m,

0, n 6= m,
(2)

где δnm — символ Кронекера. Нули n-го полинома Un(x), очевидно, могут быть определены равенством

ξ
(n)
k = cos θ

(n)
k = cos

π(k + 1)

n + 1
, (k = 0, ..., n − 1).

2. ВЕЙВЛЕТЫ ЧЕБЫШЕВА ВТОРОГО РОДА

Определение 1. Масштабирующей функцией Чебышева второго рода назовем полином вида

φn,k(x) =

n∑

j=0

Uj(x)Uj(ξ
(n+1)
k ),

где n = 1, 2, . . . и k = 0, 1, . . . , n.

Определение 2. Назовем вейвлет-функцией Чебышева второго рода полином

ψn,k(x) =

2n∑

j=n+1

Uj(x)Uj(ξ
(n)
k ),

для любых n = 1, 2, . . . и k = 0, 1, . . . , n − 1.

В работе [11] нами доказано, что системы масштабирующих функций {φn,k(x)}n
k=0 и вейвлет-

функций {ψn,k(x)}n−1
k=0 являются ортогональными в L2,w([−1; 1]), а именно

〈φn,k, φn,l〉 =
π(n + 2)

4 sin2 π(k+1)
n+2

δkl, 〈ψn,k, ψn,l〉 =
π(n + 1)

4 sin2 π(k+1)
n+1

δkl.

Положим тогда

φ̂m,k(x) =
φ2m,k(x)√

〈φ2m,k, φ2m,k〉
= φ2m,k(x)

2
∣∣∣sin π(k+1)

2m+2

∣∣∣
√

π(2m + 2)
,

ψ̂m,k(x) =
ψ2m,k(x)√

〈ψ2m,k, ψ2m,k〉
= ψ2m,k(x)

2
∣∣∣sin π(k+1)

2m+1

∣∣∣
√

π(2m + 1)

и введем обозначения

Φ0 =
{

φ̂0,0(x), φ̂0,1(x)
}

, Ψ1 =
{

ψ̂0,0(x)
}

, Ψ2 =
{

ψ̂1,0(x), ψ̂1,1(x)
}

, . . . ,

Ψm =
{

ψ̂m−1,0(x), ψ̂m−1,1(x), . . . , ψ̂m−1,2m−1−1(x)
}

, . . . ,

Pm = {Φ0,Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψm} =

=
{

φ̂0,0(x), φ̂0,1(x), ψ̂0,0(x), ψ̂1,0(x), ψ̂1,1(x), . . . , ψ̂m−1,0(x), ψ̂m−1,1(x), . . . , ψ̂m−1,2m−1−1(x)
}

.

Далее, пусть H2m,w([−1; 1]) — подпространство в L2,w([−1; 1]), состоящее из алгебраических по-
линомов степени не выше 2m. В [11] доказано, что система функций Pm образует ортонормированный
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базис в H2m,w([−1; 1]), т. е. любой полином Pn(x) ∈ H2m,w([−1; 1]) степени n 6 2m представим в виде
линейной комбинации:

Pn(x) = a0φ̂0,0(x) + a1φ̂0,1(x) +

m−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

bj,kψ̂j,k(x). (3)

Кроме того, если рассмотреть теперь бесконечную систему функций

P = {Φ0,Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψm, . . .} =

=
{

φ̂0,0(x), φ̂0,1(x), ψ̂0,0(x), ψ̂1,0(x), ψ̂1,1(x), . . . , ψ̂m−1,0(x), ψ̂m−1,1(x), . . . , ψ̂m−1,2m−1−1(x), . . .
}

,

то она образует ортонормированный базис в L2,w([−1; 1]).
Из последнего утверждения вытекает, что произвольная функция f(x) ∈ L2,w([−1; 1]) может быть

представлена в виде сходящегося в L2,w([−1; 1]) ряда

f(x) = â0φ̂0,0(x) + â1φ̂0,1(x) +

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̂j,kψ̂j,k(x), (4)

где

â0 =

1∫

−1

f(t)φ̂0,0(t)w(t)dt, â1 =

1∫

−1

f(t)φ̂0,1(t)w(t)dt,

b̂j,k =

1∫

−1

f(t)ψ̂j,k(t)w(t)dt, j = 0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , 2j − 1.

Через V2m(f, x) обозначим частичную сумму ряда (4) следующего вида:

V2m(f, x) = â0φ̂0,0(x) + â1φ̂0,1(x) +

m−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̂j,kψ̂j,k(x). (5)

Замечание 1. В силу равенства (3) V2m(f, x) представляет собой линейный оператор, проектиру-
ющий пространство L2,w([−1; 1]) на H2m,w([−1; 1]).

3. АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЧАСТИЧНЫХ СУММ V2m(f, x)

В работе [11] нами было показано, что частичные суммы (5) ряда (4) обладают теми же аппрокси-
мативными свойствами, что и частичные суммы S2m(f, x) =

∑n
k=0 f̂kUk(x) ряда Фурье по полиномам

Чебышева второго рода:
f(x) − V2m(f, x) = f(x) − S2m(f, x). (6)

Опираясь на этот факт и используя оценки из [14, 15], для каждой внутренней точки x отрез-
ка [−1, 1] получаем

|f(x) − V2m(f, x)| 6 E2m(f)

(
4 ln 2

π2
m + O(1)

)
, f ∈ C[−1, 1], (7)

где E2m(f) — наилучшее приближение функции f(x) алгебраическими полиномами pn ∈
∈ H2m,w([−1; 1]). Кроме того, при m → ∞ равномерно относительно x ∈ [−1 + ε, 1 − ε] (0 < ε < 1)

имеет место равенство

sup
f∈Lip α,
0<α61

|f(x) − V2m(f, x)| =

=
m

2αm

(
1 − x2

)α
2

2α+1 ln 2

π

∫ π
2

0

tα sin tdt + O

(
sin 2m arccos x

2αm
√

1 − x2
+ 2−αm

)
. (8)
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Замечание 2. В случае α = 1 последнее равенство выполняется равномерно на всем отрез-
ке [−1, 1].

В то же время можно привести простой пример аналитической функции f(x), для которой имеет
место неравенство

|f(±1) − V2m(f,±1)|
E2m(f)

> c12
m. (9)

Для этого обратимся к обобщению полиномов Чебышева второго рода — ультрасферическим по-
линомам Pα,α

n (x) (n = 0, 1, 2, . . .; α > −1), образующим ортогональную систему в пространстве
L2,ρ([−1, 1]), где ρ(x) = (1 − x2)α. Рассмотрим известное разложение (см. [16, с. 94]) производя-
щей функции для них

∞∑

n=0

Γ(α)

Γ(2α + 1)

Γ(n + 2α + 1)

Γ(n + α)
Pα,α

n (x)zn = (1 − 2xz + z2)−α− 1
2 . (10)

При 0 < z < 1 функция

f(x) = fz(x) = (1 − 2xz + z2)−α− 1
2 = (2z)−α− 1

2

(
1 + z2

2z
− x

)−α− 1
2

(11)

аналитична на всей плоскости, разрезанной вдоль положительной полуоси с началом в точке x =

=
1 + z2

2z
= a > 1. Известно (см. [17, с. 476]), что

En[(a − x)−α− 1
2 ] ≍ nα+ 1

2

Γ
(
α + 1

2

)
(
√

a2 − 1)α+ 3
2 (a +

√
a2 − 1)n

≍ nα+ 1
2 zn. (12)

Отсюда находим

En(f) ≍ nα+ 1
2 zn. (13)

С другой стороны, как показано в работе [18], имеет место

|f(±1) − Sα,α
n (f,±1)| ≍ n2α+1zn. (14)

Сопоставляя (13) и (14), получаем:

|f(1) − Sα,α
n (f, 1)|

En(f)
> c(α)nα+ 1

2 , α > −1/2.

В интересующем нас частном случае при α = 1
2 и n = 2m это неравенство принимает вид

|f(±1) − S2m(f,±1)|
E2m(f)

> c12
m. (15)

Из (6) и (15) приходим к справедливости (9).
Приведенный пример показывает, что частичные суммы V2m(f, x) на концах отрезка [−1, 1] плохо

приближают не только непрерывные функции f ∈ C[−1, 1], но также аналитические функции (за ис-
ключением алгебраических полиномов). Может случится, что V2m(f, x) приближает f(x) по порядку
в 2m раз хуже, чем полином наилучшего приближения P ∗

2m(f, x). Этот отрицательный факт является
следствием того, что функция Лебега для сумм Фурье –Чебышева второго рода

Ln(x) =

1∫

−1

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

Ûk(x)Ûk(t)

∣∣∣∣∣ w(t)dt

в точках x = ±1 имеет порядок роста равный n (n → ∞) (см., например, [14]).
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4. СПЕЦИАЛЬНЫЙ ВЕЙВЛЕТ-РЯД СО СВОЙСТВОМ «ПРИЛИПАНИЯ»

Для того чтобы устранить указанный негативный эффект, предлагается модифицировать вейвлет-
ряд (4) по схеме, схожей с построением введенных в недавних работах [12, 13] предельных и спе-
циальных рядов по ультрасферическим полиномам, обладающих свойством «прилипания» на концах
отрезка ортогональности. Следуя [13], введем в рассмотрение функцию

F (x) =
f(x) − c(f, x)

1 − x2
=

g(f, x)

1 − x2
, (16)

где c(f, x) =
f(−1) + f(1)

2
− f(−1) − f(1)

2
x.

Если f(x) ∈ L2,w([−1; 1]) то, очевидно, также и F (x) ∈ L2,w([−1; 1]). Тогда она может быть
представлена в виде ряда

F (x) = ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̃j,kψ̂j,k(x), (17)

где ã0 =
1∫

−1

F (t)φ̂0,0(t)w(t)dt, ã1 =
1∫

−1

F (t)φ̂0,1(t)w(t)dt, b̃j,k =
1∫

−1

F (t)ψ̂j,k(t)w(t)dt, j = 0, 1, . . . ,m,

k = 0, 1, . . . , 2j − 1.
Выразим теперь из (16) и (17) исходную функцию:

f(x) = c(f, x) + (1 − x2)


ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̃j,kψ̂j,k(x)


 .

Будем называть такой модифицированный ряд специальным вейвлет-рядом Чебышева второго рода.
Обозначим его лакунарную частичную сумму:

Ṽ2m(f, x) = c(f, x) + (1 − x2)


ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

m−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̃j,kψ̂j,k(x)


 . (18)

Рассмотрим некоторые свойства Ṽ2m(f, x). Из явного вида (18) легко следует

Теорема 1. Частичная сумма Ṽ2m(f, x) на концах отрезка [−1, 1] совпадает с исходной функ-

цией f(x), т.е. Ṽ2m(f,±1) = f(±1).

Как отмечено в [13], это свойство имеет важное значение в задачах, связанных с обработкой
временных рядов и изображений.

Теорема 2. Частичная сумма Ṽ2m(f, x) представляет собой линейный оператор, проектирую-

щий пространство L2,w([−1; 1]) на H2m+2,w([−1; 1]), т. е. для любого полинома Pn(x) степени не

выше n 6 2m + 2 справедливо равенство Ṽ2m(Pn, x) ≡ Pn(x).

Доказательство. Для произвольного полинома Pn(x) (n 6 2m + 2) рассмотрим выражение ви-
да (16):

Pn(x) − c(Pn, x)

1 − x2
=

g(Pn, x)

1 − x2
. (19)

Очевидно, g(Pn, x) представляет собой полином степени n, причем g(Pn,±1) = 0. Вследствие теоремы
Безу, он представим в виде g(Pn, x) = (1− x2)Mn−2(x), где Mn−2(x) — полином степени n− 2 6 2m.
Таким образом, из (19) имеем:

Pn(x) − c(Pn, x)

1 − x2
= Mn−2(x).

Воспользуемся теперь замечанием 1, тогда V2m(Mn−2, x) = Mn−2(x), откуда

V2m(Mn−2, x) = Mn−2(x) =
Pn(x) − c(Pn, x)

1 − x2
.
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Выражая отсюда Pn(x), получаем окончательно

Pn(x) = c(Pn, x) + (1 − x2)V2m(Mn−2, x) = Ṽ2m(Pn, x). ¤

Теорема 3. Для любой функции f ∈ C[−1, 1] и любого x ∈ (−1, 1) имеет место оценка

|f(x) − Ṽm(f, x)| 6 cE2m+2(f)(1 + ln(1 + (2m + 2)
√

1 − x2)),

где c > 0 — константа.

Доказательство. Как отмечалось выше, в работе [13] сконструированы специальные ряды по
ультрасферическим полиномам, обладающие свойством «прилипания» в точках x = ±1. Частичные
суммы такого ряда в случае α = 1

2 могут быть записаны в виде

σn(f, x) = σ
1
2
n (f, x) = c(f, x) + (1 − x2)Sn−2(F, x).

Рассмотрим отклонение этих частичных сумм от аппроксимируемой функции

|f(x) − σn(f, x)| = |f(x) − c(f, x) − (1 − x2)Sn−2(F, x)| =

= |g(f, x) − (1 − x2)Sn−2(F, x)| = (1 − x2)|F (x) − Sn−2(F, x)|. (20)

С другой стороны, преобразовав аналогичным образом погрешность приближения функции f(x) ча-
стичной суммой Ṽm(f, x) специального вейвлет-ряда, получим:

|f(x) − Ṽm(f, x)| = (1 − x2)|F (x) − Vm(F, x)|.

Отсюда и из (6) имеем:

|f(x) − Ṽm(f, x)| = (1 − x2) |F (x) − S2m(F, x)| . (21)

Сопоставляя теперь (20) с (21), получаем:

|f(x) − Ṽm(f, x)| = |f(x) − σ2m+2(f, x)|. (22)

В [13] доказана следующая оценка:

|f(x) − σn(f, x)| 6 cEn(f)(1 + ln(1 + n
√

1 − x2)). (23)

Из (22)–(23) следует справедливость утверждения теоремы. ¤

Рассмотрим теперь верхнюю грань отклонения частичных сумм Ṽ2m(f, x) от функций из класса
Липшица Lipα (0 < α 6 1).

Теорема 4. Справедливо асимптотическое равенство:

sup
f∈Lip α,
0<α61

∣∣∣f(x) − Ṽ2m(f, x)
∣∣∣ =

=
m

2αm

(
1 − x2

)α
2 +1 2α+1 ln 2

π

∫ π
2

0

tα sin t dt + O

(√
1 − x2

2αm

(
sin 2m arccos x +

√
1 − x2

))
,

которое выполняется равномерно относительно x ∈ [−1 + ε, 1 − ε] (0 < ε < 1).

Доказательство. Из (18) имеем:

Ṽ2m(f, x) = c(f, x) + (1 − x2)V2m(F, x). (24)

Отклонение частичных сумм специального вейвлет-ряда тогда может быть записано в следующем
виде:

∣∣∣f(x) − Ṽ2m(f, x)
∣∣∣ =

∣∣f(x) − c(f, x) − (1 − x2)V2m(F, x)
∣∣ =

Математика 39



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 1

=
∣∣g(f, x) − (1 − x2)V2m(F, x)

∣∣ = (1 − x2) |F (x) − V2m(F, x)| . (25)

Воспользовавшись (8), имеем

sup
f∈Lip α,
0<α61

∣∣∣f(x) − Ṽ2m(f, x)
∣∣∣ = (1 − x2) sup

f∈Lip α,
0<α61

|F (x) − V2m(F, x)| =

=
m

2αm

(
1 − x2

)α
2 +1 2α+1 ln 2

π

∫ π
2

0

tα sin t dt +
(
1 − x2

)
O

(
sin 2m arccos x

2αm
√

1 − x2
+ 2−αm

)
=

=
m

2αm

(
1 − x2

)α
2 +1 2α+1 ln 2

π

∫ π
2

0

tα sin t dt + O

(√
1 − x2

2αm

(
sin 2m arccos x +

√
1 − x2

))
. ¤

Теоремы 1– 4 показывают, что частичные суммы Ṽ2m(f, x) как аппарат приближения обладают
весьма привлекательными аппроксимативными свойствами.

Автор благодарит доктора физико-математических наук И. И. Шарапудинова за постановку задачи
и ценные советы при ее решении.
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Special Wavelets Based on Chebyshev Polynomials of the Second Kind
and their Approximative Properties

M. S. Sultanakhmedov

Sultanakhmedov Murad Salikhovich, Daghestan Scientific Center of RAS, 45, Gadzhiev st., Makhachkala, Daghestan, Russia,

367000, sultanakhmedov@gmail.com

The system of wavelets and scalar functions based on Chebyshev polynomials of the second kind and their zeros is considered.

With the help of them we construct a complete orthonormal system of functions. A certain disadvantage is shown in approximation

properties of partial sums of the corresponding wavelet series, related to the properties of Chebyshev polynomials themselves and

meaning a significant decrease of the rate of their convergence to the original function at the endpoints of orthogonality segment.

As an alternative, we propose a modification of Chebyshev wavelet series of the second kind by analogy to the special polynomial

series with the property of adhesion. These new special wavelet series is proved to be deprived of the mentioned disadvantage and

to have better approximative properties.

Key words: polynomial wavelets, special wavelet series, Chebyshev polynomials of the second kind, function approximation.
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ФАКТОРИЗАЦИЯ ЦЕЛЫХ СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА
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Пусть π — целая функция минимального типа при порядке 1. Целая функция F называется π-симметричной, если она

представляется в виде композиции f ◦π, где f — целая функция. В статье рассматривается следующий вопрос: можно ли

всякую целую π-симметричную функцию экспоненциального типа представить в виде произведения двух близких по росту

функций, каждая из которых сама является целой π-симметричной функцией? На этот вопрос получен утвердительный

ответ, но при условии подчинения функции π некоторым ограничениям. Этим ограничениям подчинена, например, целая

функция вполне регулярного роста при уточненном порядке ρ(r) ≈ ρ ∈ (0; 1) с постоянным положительным индикатором.

Другие примеры связаны с обратимостью целой функции в кругах постоянного радиуса, центры которых лежат вне

некоторого исключительного множества.

Ключевые слова: факторизация целых функций, нулевой порядок, уточненный вес, логарифмический вес, целые симмет-

ричные функции.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть даны некоторый класс P целых функций конечного порядка и некоторое отношение R бли-
зости роста элементов из класса P . Если две функции f, g ∈ P удовлетворяют этому отношению, то
говорим, что функции f и g эквивалентны. Проблема факторизации состоит в следующем. Возможно
ли произвольную функцию из класса P представить в виде произведения двух эквивалентных функ-
ций из этого класса? Если ответ на этот вопрос положителен, то класс P называем факторизуемым

по данному отношению. Факторизация целых функций подобна операции извлечения квадратно-
го корня и находит применение в различных областях комплексного анализа. Приведем лишь два
примера.

В качестве первого примера уместно рассмотреть известную проблему Шевалле –Эренпрайса о
факторизации по свертке финитных гладких функций [1]. Двойственная к ней задача совпадает с
проблемой факторизации некоторого класса целых функций экспоненциального типа. Первые иссле-
дования этой задачи провел Д. Г. Диксон (D. G. Dicson). В работе [2] он, например, рассмотрел класс
всех целых функций f экспоненциального типа, удовлетворяющих условиям:

1) для любого натурального N имеет место оценка

ln |f(x)| 6 −N ln |x| + CN , x ∈ R;

2) нули функции f лежат в некоторой полосе, параллельной вещественной оси;
3) если n(r) — считающая функция нулей функции f , а ∆ — плотность нулей функции f , то

n(r) = ∆r + O(1), r → ∞;

и показал, что этот класс факторизуем по отношению: f ∼ g тогда и только тогда, когда функции f

и g имеют одинаковые плотности нулей. Окончательное решение проблемы Шевалле –Эренпрайса
получено Р. С. Юлмухаметовым. В статье [3] он показал, что класс всех целых функций f экспонен-
циального типа, удовлетворяющих условию 1) и условию

ln |f (λ)| 6 σf | Imλ| + Mf , λ ∈ C,

факторизуем по отношению: f ∼ g тогда и только тогда, когда функции f и g имеют одинаковый тип.

c© Шишкин А. Б., 2016
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Другой пример связан с задачей спектрального синтеза для линейного дифференциального опера-
тора:

f → π(D)f :=
∞∑

k=0

akDkf, ak ∈ C.

Для нас этот пример является основным и поэтому рассмотрим его подробнее. Пусть Ω — выпуклая
область в C; H(Ω) — пространство аналитических в области Ω функций с топологией равномерной
сходимости на компактах. Считаем, что сужение оператора π(D) на пространство H(Ω) является
непрерывным эндоморфизмом этого пространства. Для этого достаточно, а если область Ω ограничена,
то и необходимо, предположить, что функция

π (z) :=

∞∑

k=0

akzk

является целой функцией минимального типа при порядке 1. Задача спектрального синтеза (в
комплексной области) состоит в нахождении условий, при которых замкнутые π(D)-инвариантные
подпространства W ⊆ H(Ω) восстанавливаются по запасам содержащихся в них корневых элементов
оператора π(D) с помощью замыкания их линейной оболочки. Традиционный путь решения этой
задачи связан с переходом к двойственной задаче. Полное исследование по этому вопросу проведе-
но в [4]. В этой работе исследование замкнутого π(D)-инвариантного подпространства W ⊆ H(Ω)

на допустимость спектрального синтеза сведено к вопросу обильности его аннуляторного подмоду-
ля I := LΩ(W 0) ⊆ P (Ω). Здесь P (Ω) — интерпретация сильного сопряженного H∗(Ω) к простран-
ству H(Ω) в терминах преобразования Лапласа LΩ, наделенная структурой топологического модуля
над кольцом многочленов C[π(z)] от π(z). В работе [5] свойство обильности замкнутого подмо-
дуля I ⊆ P (Ω) расщепляется на три отдельных свойства: интенсивность, устойчивость, насы-

щенность. Общее исследование этих свойств проведено в работе [6]. Целая функция называется
целой π-симметричной, если она представляется в виде композиции f ◦ π, где f — целая функция.
Пусть Pπ[1;+∞) — класс всех целых π-симметричных функций экспоненциального типа, S ∈ H∗(Ω),
ϕ := LΩ (S) ∈ P (Ω). Замкнутое π(D)-инвариантное подпространство

WS :=
{
f ∈ H(Ω) :

〈
S, π(D)kf

〉
= 0, k = 0, 1, ...

}
⊂ H(Ω)

называется полиномиальным ядром (точнее, C[π(D)]-ядром) функционала S. Иногда полиномиаль-
ные ядра линейных непрерывных функционалов называют главными π(D)-инвариантными подпро-
странствами в H(Ω). Полиномиальное ядро WS функционала S допускает спектральный синтез тогда
и только тогда, когда выполняется следующая импликация: если ψ ∈ P (Ω) и ψ

ϕ ∈ Pπ[1;+∞), то
существует такая последовательность многочленов pk, что последовательность (pk ◦ π)ϕ сходится
к ψ в топологии пространства P (Ω). В работе [7] И. Ф. Красичков-Терновский доказал выполни-
мость этой импликации для любого функционала S ∈ H∗(Ω) в случае π(z) ≡ z. Отсюда вытекает
следующая аппроксимационная теорема: в случае π(z) ≡ z полиномиальные ядра линейных непрерыв-
ных функционалов допускают спектральный синтез. Доказательству этой теоремы предшествовало
доказательство факторизуемости класса P [1;+∞) всех целых функций экспоненциального типа по
естественному отношению эквивалентности R (|z|): f ∼ g тогда и только тогда, когда

|ln |f (z)| − ln |g (z)|| = o (|z|) , z → ∞, z 6∈ Ef,g,

где Ef,g — некоторое множество «нулевой плотности» в окрестности бесконечности. В работе [8]
В. С. Азарин обобщил этот факт и показал, что класс всех целых функций конечного порядка
ρ ∈ (0;+∞) факторизуем по отношению R (|z|ρ). Отсюда следует, что класс P [ρ; +∞) всех целых
функций конечного порядка и конечного типа тоже факторизуем по отношению R (|z|ρ). Опираясь на
этот результат, И. Ф. Красичков-Терновский в работе [9] показал, что класс целых π-симметричных
функций Pπ[1;+∞) факторизуем по отношению R (|z|) в случае π(z) — многочлен. Это позволило
ему доказать такую аппроксимационную теорему: в случае π(z) — многочлен, полиномиальные ядра
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линейных непрерывных функционалов допускают спектральный синтез. Замечательным является то,
что позднее в диссертации [10] Б. Н. Хабибуллин существенно уточнил факторизационную теорему

В. С. Азарина. Оказалось, например, что класс P [ρ; +∞) факторизуем по отношению R
(
|z|

ρ
2 +ε

)

для любого положительного ε. Отметим, что результаты В. С. Азарина и Б. Н. Хабибуллина по
факторизации целых функций получены ими в связи с общими исследованиями по проблеме влияния
близости распределений масс субгармонических функций на сходство их асимптотического поведения.

Расщепление целой π-симметричной функции f◦π ∈ Pπ[1;+∞) на эквивалентные π-симметричные
множители связано с расщеплением целой функции f на эквивалентные множители. Если функция π

отлична от многочлена, то функция f имеет нулевой порядок. Это означает, что продолжение исследо-
ваний по спектральному синтезу предполагает решение задач факторизации целых функций нулевого
порядка. Заметим, что все отмеченные выше факторизационные задачи к таковым не относятся, так
как в каждой из них предполагается, что ρ ∈ (0;+∞). Приходится возвращаться к истокам.

Доказательство факторизационной теоремы из [7] существенно опиралось на результаты рабо-
ты [11]. Статья [11] посвящена сравнению роста целых функций конечного порядка по параметрам
близости их нулей. Оказалось, что техника сравнения целых функций, основанная на классических
теоремах Бореля и Адамара и отточенная в работах [7] и [11], допускает экстраполяцию в область
нулевого порядка и логарифмических весов (см. п. 1.1, определение 2). Первые результаты по фак-
торизации целых функций нулевого порядка получены в работах [12] и [13]. Пусть µ(r) ∼ lnρ r —
логарифмический вес порядка ρ ∈ (1;+∞). В статье [13] показано, что класс P [µ(r);+∞) всех целых
функций f , для которых выполняется условие

lim
r→+∞

lnMf (r)

µ(r)
< +∞,

факторизуем по отношению эквивалентности R (µ (|z|)). Однако прямое применение этого результата
к расщеплению целых π-симметричных функций наталкивается на трудности, которые связаны с
проверкой совпадения на классе Pπ[1;+∞) всех целых π-симметричных функций экспоненциального
типа естественного отношения эквивалентности R (|z|) с отношением: f ◦ π ∼ g ◦ π тогда и только
тогда, когда f ∼ g по отношению R (µ (|z|)).

В настоящей работе показано, что при наложении на целую функцию π сильного ограничения
(см. п. 2.1, определение 5) класс Pπ[1;+∞) факторизуем по отношению R (|z|). Этому ограниче-
нию подчинена, например, всякая целая функция вполне регулярного роста при уточненном порядке
ρπ(r) ≈ ρπ ∈ (0; 1) с постоянным положительным индикатором. Другие примеры приведены в конце
статьи. Этот результат можно трансформировать в результаты по спектральному синтезу по схеме
из [14], но это требует отдельного разговора.

1. СРАВНЕНИЕ СИММЕТРИЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПРИ СЛАБОМ ОГРАНИЧЕНИИ

1.1. Первичные определения и их следствия

Определение 1. Неотрицательную функцию m(r), определенную в окрестности +∞, называем
уточненным весом порядка ρ ∈ [0,+∞), если она возрастает, дифференцируема и

m(r)

ln r
→ ∞,

m′(r)r

m(r)
→ ρ, r → +∞.

Если m(r) — уточненный вес порядка ρ, то функция ρ(r) :=
lnm(r)

ln r
является уточненным по-

рядком, т. е. ρ(r) → ρ и rρ′(r) ln r → 0 при r → +∞. Легко проверить, что при ρ > 0 будет верно и
обратное утверждение: для всякого уточненного порядка ρ(r) → ρ функция m(r) := rρ(r) является
уточненным весом порядка ρ.

При ρ > 0 обратная функция n(t) к функции m(r) является уточненным весом порядка 1/ρ.
Действительно, t := m(r) → +∞ при r → +∞. По известному правилу

lim
r→+∞

lnn(t)

ln t
= lim

r→+∞
ln r

lnm(r)
= lim

r→+∞
m(r)

m′(r)r
=

1

ρ
∈ (0,+∞).
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Значит, r = n(t) → +∞ при t → +∞ и

n(t)

ln t
=

ln r

lnm(r)

r

ln r
→ ∞,

n′(t)t

n(t)
=

m(r)

m′(r)r
→ 1

ρ
, t → +∞.

По свойствам уточненного порядка для всякого уточненного веса m(r) функция m(r)r−ρ = rρ(r)−ρ

является медленно растущей, значит, равномерно по q из любого отрезка [a; b] ⊂ (0;+∞)

lim
r→+∞

m(qr)(qr)−ρ

m(r)r−ρ
= 1, lim

r→+∞
m(qr)

m(r)
= qρ. (1)

Определение 2. Уточненный вес m(r) нулевого порядка будем называть логарифмическим весом
порядка ρ, если выполняется условие

lim
r→+∞

m′(r)r ln r

m(r)
= lim

r→+∞
lnm(r)

ln ln r
= ρ ∈ (1;+∞). (2)

Условие (2) означает, что функция m(er) является уточненным весом порядка ρ. Значит, равно-
мерно по q из любого отрезка [a; b] ⊂ (0;+∞)

lim
r→+∞

m(eqr)

m(er)
= lim

r→+∞
m(rq)

m(r)
= qρ.

Кроме того, из условия (2) вытекает, что m(r) ∼ lnρ r по отношению R (ln ln r), т. е.

lnm(r) − ln lnρ r = o (ln ln r) , r → +∞.

Добавим еще, что для любого ε > 0 при достаточно больших r выполняются неравенства lnρ−ε r 6

6 m(r) 6 lnρ+ε r. Значит, для любого ε > 0 имеем:

lim
r→+∞

m(r)

lnρ−ε r
= ∞, lim

r→+∞
m(r)

lnρ+ε r
= lim

r→+∞
m(r)

rε
= 0.

Определение 3. Говорим, что радиальная плотность множества комплексных чисел E меньше
ε ∈ (0;+∞), если это множество можно покрыть совокупностью колец

Σ := {{z : ||z| − tn| 6 rn} : n ∈ N} ,

где последовательность неотрицательных чисел {tn} имеет единственную предельную точку в беско-
нечности и

mΣ := lim
r→+∞

mΣ(r) = ε′ < ε, где mΣ(r) :=
1

r

∑

tn<r

rn.

Если радиальная плотность множества E меньше любого положительного числа, то говорим, что
множество E имеет нулевую радиальную плотность.

Если линейная плотность множества кружков меньше ε (равна нулю), то и радиальная плотность
этого множества меньше ε (равна нулю). Обратное не выполняется. Это означает, что радиальная
плотность множества E — более грубая оценка его плотности, чем линейная плотность множества
кружков, покрывающего E, и, значит, ограничение на радиальную плотность множества является
более слабым. Следует добавить еще, что оценка радиальной плотности множеств оказывается неза-
менимой при оценке плотности прообразов исключительных множеств.

Заметим, что для всякого множества E, радиальная плотность которого меньше ε ∈ (0; 1/2), суще-
ствуют окружности |z| = Rk, которые не пересекаются с E и для которых имеют место соотношения

Rk < Rk+1 <

(
1 − ε′

ε

)−2

Rk → ∞, k → ∞. (3)
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Действительно, пусть множество E покрывается множеством колец Σ и mΣ =: ε′ < ε. Тогда

rn

tn
< ε,

rn

tn − rn
<

ε

1 − ε

при n > n0. Если кольцо ||z| − tn| 6 rn пересекается с кругом |z| 6 r и n > n0, то tn − rn 6 r,
значит, rn < εtn < ε (r + rn) или rn < ε

1−εr. Отсюда следует, что при r > max{t1 + r1, ..., tn0
+ rn0

}
кольца ||z| − tn| 6 rn, пересекающиеся с кругом |z| 6 r, лежат в круге |z| 6 1

1−εr. Пусть T1 > 0,
Tk+1 := qkTk, где

qk :=
1

1 − qm(Tk)
> 1,

q :=
1

2ε
∈

(
1;

1 − ε

ε

)
, m(r) := max

t>r

1

1 − ε
mΣ

(
1

1 − ε
t

)
.

Толщина кольца Tk 6 |z| 6 Tk+1 равна

(qk − 1) Tk = qm(Tk)Tk+1 > qm(Tk+1)Tk+1.

При этом совокупная толщина колец ||z| − tn| 6 rn, пересекающихся с кругом |z| 6 Tk+1, меньше

q

1 − ε
Tk+1mΣ

(
1

1 − ε
Tk+1

)
6 qTk+1m(Tk+1).

Поэтому существует окружность |z| = Rk, Tk 6 Rk 6 Tk+1, которая не пересекается с множеством E,
и при достаточно большом k имеем m(Tk) 6 2 (1 − ε) ε′, значит,

Rk+1

Rk
6

Tk+1

Tk
= qkqk+1 6

(
1 − ε′

ε

)−2

.

1.2. Слабое ограничение

Пусть π(z) — целая функция. Для любого множества E ⊆ C символом Ê обозначаем множество{
ζ : π−1 (ζ) \ E 6= ∅

}
.

Определение 4. Говорим, что целая функция π и логарифмический вес µ(r) порядка ρ, подчинены
слабому ограничению, если для любого ε ∈ (0; 1

2 ) существует множество Eε, радиальная плотность
которого меньше ε, и такая константа κε > 1, что для любого ζ ∈ Êε и любого z ∈ π−1 (ξ) \ Eε

выполняются оценки

κ−1
ε 6

µ (|ζ|)
|z| 6 κε. (4)

Из (4) следует, что для фиксированного ε ∈ (0; 1
2 ) при z → ∞, z 6∈ Eε,

ln |π(z)|
|z| =

ln |π(z)|
µ (|π(z)|)

µ (|π(z)|)
|z| 6

ln |π(z)|
µ (|π(z)|)κε → 0.

Значит, существуют окружности |z| = Rk, удовлетворяющие условию (3), на которых выполняется
оценка ln |π(z)| 6 σk |z|, где σk → 0 при k → ∞. Если z принадлежит кольцу Rk 6 |z| 6 Rk+1, то

ln |π(z)| 6 lnMπ(Rk+1) 6 σkRk+1 6 σk

(
1 − ε′

ε

)−2

|z| .

Следовательно, целая функция π(z) имеет минимальный тип при порядке 1. Полный образ целой
функции минимального типа совпадает со всей комплексной плоскостью. Значит, из (4) следует, что
для любого ε ∈ (0; 1

2 ) справедливы соотношения

Êε ⊆ π (C \ Eε) ⊆ π (Eε) = π (C) = C, C \ Eε ⊆ π−1
(
Êε

)
.
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Убедимся, что условия слабого ограничения на выбор функции π(z) выполнены, если, на-
пример, π(z) — целая функция вполне регулярного роста при некотором уточненном порядке
ρπ(r) → ρπ ∈ (0; 1) с положительным индикатором hπ(θ). Действительно, функция µπ(r) := rρπ(r)

является уточненным весом порядка ρπ. Обратная к ней функция νπ(t) является уточненным весом
порядка ρ−1

π . Положим µ(r) := νπ(ln r). Справедливы следующие предельные соотношения:

lim
r→+∞

µ(r)

ln r
= lim

t→+∞
t

µπ(t)
= ∞,

lim
r→+∞

µ′(r)r

µ(r)
= lim

r→+∞
ν′

π(ln r) ln r

νπ(ln r)

1

ln r
= 0, lim

r→+∞
µ′(r)r ln r

µ(r)
=

1

ρπ
.

Из этих соотношений вытекает, что функция µ(r) является логарифмическим весом порядка ρ−1
π .

С другой стороны, в силу непрерывности индикатора hπ(θ) найдется такая константа κπ > 1, что
для всех θ выполняются неравенства κ−ρπ

π < hπ(θ) < κρπ
π . Значит, вне некоторого множества Eπ

нулевой радиальной плотности имеет место асимптотическое равенство ln |π(z)| ≈ hπ(θ)µπ(|z|) и

асимптотическое равенство µ (|π(z)|) ≈ h(θ) |z|, где θ := arg z, h(θ) := h
1

ρπ
π (θ). Осталось для любого

ε ∈ (0; 1
2 ) положить κε := κπ, в качестве множества Eε выбрать множество Eπ, дополненное кругом

достаточно большого радиуса, и заключить, что вне этого множества выполняются оценки (4).

1.3. Сравнение симметричных произведений

Выберем положительное число d < 1/2 и две произвольные последовательности Λ := {λi} и
Λ′ := {λ′

i} комплексных чисел с единственной предельной точкой в бесконечности. Считаем, что

min
i∈N

min {|λi| , |λ′
i|} > 1 (5)

и последовательность Λ′ является d-близкой к последовательности Λ, т. е. для любого натурального
i выполняется неравенство |λ′

i − λi| 6 d|λi|. Предположим еще, что последовательность Λ удовлетво-
ряет условию: при некотором c ∈ (0;+∞) выполняется неравенство

lim
r→+∞

1

µ(r)

∫ r

0

n (t; Λ)

t
dt < c, (6)

где n (t; Λ) — число элементов последовательности Λ в круге {ζ ′ : |ζ ′ − ζ| 6 t}. Из неравенства (6)
следует, что для всех достаточно больших r выполняется неравенство

n(r; Λ) < cµ(r). (7)

Легко проверить, что последовательность Λ является d
1−d -близкой к последовательности Λ′. Отсюда

вытекает, что для всех r > 0 выполняется неравенство n(r; Λ′) 6 n
(

r
1−d ; Λ

)
. Используя это неравен-

ство и соотношение (1), нетрудно показать, что для последовательности Λ′ выполняется неравенство

lim
r→+∞

1

µ(r)

∫ r

0

n (t; Λ′)

t
dt < c, (8)

значит, для всех достаточно больших r выполняется неравенство

n(r; Λ′) < cµ(r). (9)

Для любого положительного σ символами ∆σ(ζ) и ∆(ζ, σ) обозначаем замкнутый круг
{ζ ′ : |ζ ′ − ζ| 6 σ |ζ|} и открытый круг {ζ ′ : |ζ ′ − ζ| < σ} соответственно. Символом O(x) обозначаем
произведение абсолютной положительной константы на x > 0. Составим по последовательностям Λ

и Λ′ произведения:

G(ζ; Λ) :=
∏(

1 − ζ

λi

)
, Gσ(ζ; Λ) :=

∏

λi /∈∆σ(ζ)

(
1 − ζ

λi

)
,

G(ζ; Λ′) :=
∏ (

1 − ζ

λ′
i

)
, Gσ(ζ; Λ′|Λ) :=

∏

λi /∈∆σ(ζ)

(
1 − ζ

λ′
i

)
.
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Предложение 1. Составленные произведения сходятся на всей комплексной плоскости и су-

ществует такое l′ > 0, что вне круга |ζ| 6 l′ выполняются оценки:

ln |G(ζ; Λ)| 6 O (c) µ (|ζ|) , ln |Gσ(ζ; Λ)| 6 O (c) µ (|ζ|) ,

ln |G(ζ; Λ′)| 6 O (c) µ (|ζ|) , ln |Gσ(ζ; Λ′|Λ)| 6 O (c) µ (|ζ|) .

Доказательство. Функция µ(r) является уточненным весом нулевого порядка, значит,
lnµ(t)

ln t
→ 0 при t → +∞. Из (7) вытекает, что

lnn(t; Λ)

ln t
→ 0 при t → +∞. Следовательно, показа-

тель сходимости последовательности Λ равен нулю. Это означает, что произведение G(ζ; Λ) сходится
на всей комплексной плоскости и представляет там целую функцию нулевого порядка. Убедимся в
справедливости указанной для произведения G(ζ; Λ) оценки.

Для любого комплексного ζ справедливо неравенство

ln |G(ζ; Λ)| 6
∑

ln

(
1 +

|ζ|
|λi|

)
=

+∞∫

0

ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dn(t; Λ).

Представим последний интеграл в виде суммы двух интегралов I (0; |ζ|)+I (|ζ| ; +∞) и оценим каждый
из них. Во-первых,

I (0; |ζ|) :=

|ζ|∫

0

ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dn(t; Λ) = n(t; Λ) ln

(
1 +

|ζ|
t

)∣∣∣∣
|ζ|

0

+

∫ |ζ|

1

|ζ|n(t; Λ)

(t + |ζ|)t dt.

Из неравенств (6) и (7) вытекает, что при достаточно больших |ζ| выполняются неравенства

I (0; |ζ|) 6 cµ (|ζ|) ln 2 +

|ζ|∫

1

n(t; Λ)

t
dt 6 c (1 + ln 2)µ (|ζ|) . (10)

Во-вторых, оценим интеграл

I (|ζ| ; +∞) :=

∞∫

|ζ|

ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dn(t; Λ) = n(t; Λ) ln

(
1 +

|ζ|
t

)∣∣∣∣
+∞

|ζ|
+

+∞∫

|ζ|

|ζ|n(t; Λ)

(t + |ζ|)t dt.

Для этого оценим сначала интеграл

J (|ζ| ; +∞) :=

+∞∫

|ζ|

|ζ|µ (t)

(t + |ζ|) t
dt = µ(t) ln

t

t + |ζ|

∣∣∣∣
+∞

|ζ|
+

+∞∫

|ζ|

µ′(t) ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dt.

Замечаем, что при t > |ζ| выполняются неравенства

t + |ζ|
|ζ| ln

(
1 +

|ζ|
t

)
6

t + |ζ|
|ζ|

|ζ|
t

= 1 +
|ζ|
t

6 2,

значит,

+∞∫

|ζ|

µ′ (t) ln

(
1 +

|ζ|
t

)
dt =

=

+∞∫

|ζ|

µ′ (t) t

µ (t)

t + |ζ|
|ζ| ln

(
1 +

|ζ|
t

) |ζ|µ (t)

(t + |ζ|) t
dt = o(1)J (|ζ| ; +∞) , ζ → ∞.

Учитывая, что
∣∣∣∣µ(t) ln

t

t + |ζ|

∣∣∣∣ = µ(t) ln

(
1 +

|ζ|
t

)
6 |ζ|µ(t)

t
→ 0, t → +∞,
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получаем:

J (|ζ| ; +∞) = µ(|ζ|) ln 2 + o(1)J (|ζ| ; +∞) , ζ → ∞.

Значит,

J (|ζ| ; +∞) =
ln 2

1 − o(1)
µ(|ζ|), ζ → ∞. (11)

Наконец, в силу (7) для всех достаточно больших |ζ| выполняется неравенство

I (|ζ| ; +∞) =

+∞∫

|ζ|

|ζ|n(t; Λ)

(t + |ζ|)t dt 6 cJ (|ζ| ; +∞) .

Используя (11), получаем

I (|ζ| ; +∞) 6 cJ (|ζ| ; +∞) 6
c ln 2

1 − o(1)
µ(|ζ|), ζ → ∞.

Отсюда следует, что для достаточно больших |ζ| выполняется неравенство

I (|ζ| ; +∞) 6 2cµ(|ζ|) ln 2. (12)

Из (10) и (12) вытекает, что при достаточно больших |ζ| выполняются неравенства

ln |G(ζ; Λ)| 6 I (0; |ζ|) + I (|ζ| ; +∞) 6 O(c)µ(|ζ|).

Аналогично доказывается справедливость трёх других соотношений. При доказательстве двух
последних соотношений ссылки на неравенства (6) и (7) заменяем ссылками на неравенства (8) и (9).
Предложение доказано. ¤

Из неравенств (7), (9) и определения логарифмического веса вытекает, что существует положи-
тельное число l′′, удовлетворяющее условию: для любого r > l′′ выполняются неравенства

max {n(3r; Λ), n(3r; Λ′)} < cµ(3r) < 2cµ(r), µ′(r)r < 1
2µ(r).

Из оценок (4), в свою очередь, вытекает, что для любого ε ∈ (0; 1
2 ) существует положительное

число lε, удовлетворяющее условию: если |z| > lε и z 6∈ Eε, то |π(z)| > max {l′, l′′}. Далее будем
считать, что для любого ε ∈ (0; 1

2 ) множество Eε включает круг {z : |z| 6 lε}.

Предложение 2. Если d′ :=
d

1 − d
< σ 6 1, то для любого ε ∈ (0; 1

2 ) при z 6∈ Eε выполняются

оценки:

|ln |Gσ(π (z) ; Λ′|Λ)| − ln |Gσ(π (z) ; Λ)|| 6 O

(
cκεd

σ − d′

)
|z| , (13)

|ln |G1(π (z) ; Λ)|| 6 O (cκε) |z| . (14)

Доказательство. Выберем произвольное ε ∈ (0; 1
2 ). Для любого комплексного ζ выполняется

неравенство

|ln |Gσ(ζ; Λ′|Λ)| − ln |Gσ(ζ; Λ)|| 6 O

(
σd

σ − d′

)
J(ζ), (15)

где

J(ζ) =
∑

|λi|62|ζ|,
λi /∈∆σ(ζ)

∣∣∣ ζ
λi

∣∣∣
∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣
+

∑

|λi|>2|ζ|,
λi /∈∆σ(ζ)

∣∣∣ ζ
λi

∣∣∣
∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣
=: Σ1(ζ) + Σ2(ζ)
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[11, теорема 1]. Пусть ζ := π(z). Оценим суммы Σ1(ζ) и Σ2(ζ). Так как λi /∈ ∆σ(ζ), то

∣∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣∣ >

>

∣∣∣∣
ζ

λi

∣∣∣∣ σ. Поэтому при z 6∈ Eε,

Σ1(ζ) 6
1

σ
n(2|ζ|; Λ) 6

2c

σ
µ (|ζ|) 6

2cκε

σ
|z| . (16)

В то же время для членов ряда Σ2(ζ), справедлива оценка

∣∣∣ ζ
λi

∣∣∣
∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣
6

∣∣∣ ζ
λi

∣∣∣

1 − |ζ|
|λi|

< 2

∣∣∣∣
ζ

λi

∣∣∣∣ ,

откуда следует, что

Σ2(ζ) 6 2|ζ|
∫ +∞

2|ζ|

dn(t; Λ)

t
= 2|ζ|

(
n(t; Λ)

t

∣∣∣∣
+∞

2|ζ|
+

∫ +∞

2|ζ|

n(t; Λ)

t2
dt

)
.

При этом

n(t; Λ)

t
6 c

µ(t)

t
→ 0, t → +∞.

Значит, при z 6∈ Eε справедлива оценка

Σ2(ζ) 6 2|ζ|
∫ +∞

2|ζ|

n(t; Λ)

t2
dt 6 4|ζ|c

∫ +∞

2|ζ|

µ(t)

t2
dt =: 4|ζ|cJ(ζ),

где

J(ζ) :=

∫ +∞

2|ζ|

µ(t)

t2
dt = −µ(t)

t

∣∣∣∣
+∞

2|ζ|
+

∫ +∞

2|ζ|

µ′(t)t

µ(t)

µ(t)

t2
dt 6

µ(2|ζ|)
2|ζ| +

1

2

∫ +∞

2|ζ|

µ(t)

t2
dt =

µ(2|ζ|)
2|ζ| +

1

2
J(ζ).

Следовательно, при z 6∈ Eε справедливы оценки

Σ2(ζ) 6 4|ζ|cµ(2|ζ|)
|ζ| 6 8cµ(|ζ|) 6 8cκε |z| . (17)

Из (15), (16) и (17) следует, что оценка (13) справедлива.
Осталось доказать справедливость оценки (14). Легко заметить, что для любого комплексного ζ

выполняются неравенства

− ln |Gσ(ζ; Λ)| = −
∑

λi /∈∆σ(ζ)

ln

∣∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣∣ =
∑

λi /∈∆σ(ζ)

ln
1∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣
6

6
∑

λi /∈∆σ(ζ)

ln


1 +

∣∣∣ ζ
λi

∣∣∣
∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣


 6 J(ζ) =: Σ1(ζ) + Σ2(ζ).

Положим σ = 1. Из оценок (16) и (17) следует, что при z 6∈ Eε выполняется неравенство

− ln |G1(π (z) ; Λ)| 6 (2cκε + 8cκε) |z| .

С другой стороны, в силу предложения 1 при z 6∈ Eε справедливы оценки

ln |G1(π (z) ; Λ)| 6 O(c)µ(|π (z) |) 6 O(cκε)|z|.

Это означает, что при z 6∈ Eε выполняется оценка (14). Предложение доказано. ¤
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2. СРАВНЕНИЕ СИММЕТРИЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПРИ СИЛЬНОМ ОГРАНИЧЕНИИ

2.1. Сильное ограничение

Определение 5. Говорим, что целая функция π и логарифмический вес µ(r) порядка ρ подчинены
сильному ограничению, если для любого ε ∈ (0; 1

2 ) существует множество Eε, радиальная плотность
которого меньше ε, и такие константы κε ∈ [1;+∞) и hε ∈ (0; 1

2 ), что для любого ζ ∈ Êε выполняются
условия: для любого z ∈ π−1 (ξ)\Eε выполняются оценки (4); для любого ζ ′ ∈ ∆(ζ;hε)∩ Êε найдется
z′ ∈ π−1 (ζ ′) \ Eε, для которого выполняются оценки

κ−1
ε 6 κ−

ζ 6
µ (|ζ ′|)
|z′| 6 κ+

ζ 6 κε, (18)

где κ+
ζ − κ−

ζ → 0 при ζ → ∞, ζ ∈ Êε.

Фиксируя конкретную точку z′ в слое z′ ∈ π−1 (ζ ′) \ Eε, для которой выполняются оценки (18),
мы определяем некоторое взаимно однозначное отображение ∆(ζ;hε) ∩ Êε → C \ Eε. Понятно, что
это отображение является однозначной ветвью многозначного отображения π−1 (ζ ′). Обозначим еe
символом π−1

ζ (ζ ′).
Условия сильного ограничения выполнены, если, например, π(z) — целая функция вполне регу-

лярного роста при некотором уточненном порядке ρπ(r) → ρπ ∈ (0; 1) с постоянным положительным

индикатором hπ, а функция µ(r) совпадает с произведением h
− 1

ρπ
π νπ(ln r), где νπ(t) — обратная

к функции µπ(r) := rρπ(r). Действительно, функция µ(r) является логарифмическим весом поряд-
ка 1/ρπ. При этом вне некоторого открытого множества Eπ нулевой радиальной плотности имеет
место асимптотическое равенство ln |π(z)| ≈ hπµπ(|z|) и асимптотическое равенство µ (|π(z)|) ≈ |z|.
Значит,

µ (|ζ|)
|z| → 1 при ζ → ∞, ζ ∈ Êπ и z ∈ π−1 (ζ) \ Eπ. С другой стороны, для любого ζ ∈ Êπ

множество π−1 (ζ) \ Eπ конечно. Пусть ζ ∈ Êπ и

κ−
π (ζ) := min

z∈π−1(ζ)\Eπ

µ (|ζ|)
|z| , κ+

π (ζ) := max
z∈π−1(ζ)\Eπ

µ (|ζ|)
|z| .

Тогда при достаточно большом |ζ| и любом z ∈ π−1 (ζ) \ Eπ выполняются оценки

2−1
6 κ−

π (ζ) 6
µ (|ζ|)
|z| 6 κ+

π (ζ) 6 2.

При этом κ−
π (ζ) → 1 и κ+

π (ζ ′) → 1 при ζ → ∞, ζ ∈ Êε. Осталось для любого ε ∈ (0; 1/2) в качестве
множества Eε выбрать множество Eπ, дополненное кругом достаточно большого радиуса с центром
в начале, и положить κε := 2, hε := ε,

κ−
ζ := inf

ζ′∈∆(ζ;ε)∩Êε

κ−
π (ζ ′) , κ+

ζ,z := sup
ζ′∈∆(ζ;ε)∩Êε

κ+
π (ζ ′) .

2.2. Подготовительные леммы

По-прежнему считаем, что последовательности Λ и Λ′ удовлетворяют условиям (5), (6) и после-
довательность Λ′ является d-близкой к последовательности Λ, d ∈ (0; 1/2]. В этом пункте докажем
две леммы, касающиеся построения исключительных множеств малой радиальной плотности.

Лемма 1. Для любого ε ∈
(
0; 1

2

)
, любого σ ∈

(
0; 3−4hε

11−4hε

)
⊆

(
0; 3

11

)
и любого положительного N

существует такое множество Eε,σ,N нулевой радиальной плотности, что при z /∈ Eε ∪ Eε,σ,N

выполняется неравенство

nσ(π (z)) := max {nσ(π (z) ,Λ), nσ(π (z) ,Λ′)} < κεN |z| ,

где nσ(ζ,Γ) — число точек последовательности Γ в круге ∆σ(ζ).
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Доказательство. Пусть

Λ(0) := Λ, E(0) :=
{

ζ : nσ(ζ,Λ(0)) > Nµ(|ζ|)
}

,

ζ0 — произвольный элемент K(0) с наименьшим модулем,

Λ(1) :=
{

λi ∈ Λ(0) : λi 6∈ ∆σ(ζ0)
}

, E(1) :=
{

ζ : nσ(ζ,Λ(1)) > Nµ(|ζ|)
}

,

ζ1 — произвольный элемент E(1) с наименьшим модулем,

Λ(2) :=
{

λi ∈ Λ(1) : λi 6∈ ∆σ(ζ1)
}

, E(2) :=
{

ζ : nσ(ζ,Λ(2)) > Nµ(|ζ|)
}

и т. д. Если E(k) = ∅, то полагаем Λ(k+1) = Λ(k+2) = ... = Λ(k). В результате этой процедуры
построим конечную или бесконечную последовательность точек {ζk : k ∈ K} и бесконечную цепочку
последовательностей

{
Λ(k)

}
, которые обладают следующими свойствами:

1) |ζ0| 6 |ζ1| 6 ..., Λ(0) ⊇ Λ(1) ⊇ ...;
2) число точек ζk с ограниченным модулем конечно;
3) если круг ∆σ(ζ) не пересекается ни с каким кругом ∆σ(ζk), то nσ(ζ,Λ) < Nµ(|ζ|) [11, лемма 3].

Выберем произвольные ε ∈
(
0; 1

2

)
и σ ∈

(
0; 3−4hε

11−4hε

)
. Пусть δ := 2σ

1−σ ∈
(
0; 3

4 − hε

)
. Если ζ 6∈ ∆δ(ζk),

то ∆σ(ζ)∩∆σ(ζk) = ∅. Отсюда следует, что для любой точки ζ, лежащей вне системы кругов ∆δ(ζk)

выполняется неравенство

nσ(ζ,Λ) < Nµ(|ζ|).

Для произвольных k, k′ ∈ K множество ∆(ζk; δζk′) ∩ Êε покрывается конечной совокупностью
кружков

∆k,k′,i := ∆ (ζk,k′,i;hε) , i ∈ {1, ..., sk,k′} ,

где ζk,k′,i ∈ ∆(ζk; δζk′) ∩ Êε и для любых ζ ′ ∈ ∆k,k′,i ∩ Êε выполняются оценки

κ−1
ε 6 κ−

k,k′,i 6
µ (|ζ ′|)
|z′| 6 κ+

k,k′,i 6 κε, (19)

в которых z′ := π−1
k,k′,i (ζ ′) ∈ π−1 (ζ ′) \ Eε и κ+

k,k′,i − κ−
k,k′,i → 0 при ζk → ∞, ζk ∈ Êε. Нам потребу-

ется верхняя оценка числа sk,k′ . Получим ее. Множество ∆(ζk; δζk′) ∩ Êε содержится в квадрате со

стороной δ |ζk′ |. Этот квадрат покрывается совокупностью квадратиков со стороной
hε√

2
, состоящей

из
2δ2 |ζk′ |2

h2
ε

элементов. Выберем из этой совокупности лишь те квадратики, которые пересекаются

с множеством ∆(ζk; δζk′) ∩ Êε. Каждый из этих квадратиков помещается в круг радиуса hε, центр
которого лежит в множестве ∆(ζk; δζk′) ∩ Êε. Значит,

sk,k′ 6
2δ2 |ζk′ |2

h2
ε

6
2 |ζk′ |2

h2
ε

.

Положим

E
(k′)
ε,σ,N :=

⋃

k∈K

sk,k′⋃

i=1

π−1
k,k′,i

(
∆k,k′,i ∩ Êε

)
, E′

ε,σ,N :=
⋃

k∈K

E
(k′)
ε,σ,N .

Если z /∈ Eε ∪ E′
ε,σ,N , то z /∈ Eε ∪ E

(k′)
ε,σ,N при любом k ∈ K. Значит, ζ := π(z) ∈ Êε и ζ 6∈ π

(
E

(k′)
ε,σ,N

)
.

Отсюда вытекает, что точка ζ не лежит в множестве ∆δ(ζk)∩Êε при любом k. Следовательно, точка ζ

лежит вне системы кругов ∆δ(hk). Из вышеизложенного следует, что при z /∈ Eε∪E′
ε,σ,N выполняются

неравенства

nσ(π(z),Λ) < Nµ(|π(z)|) 6 κεN |z|.
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Оценим радиальную плотность множества E′
ε,σ,N . Для этого оценим радиальную плотность мно-

жества E
(k′)
ε,σ,N . Если z′, z′′ ∈ π−1

k,k′,i

(
∆k,k′,i ∩ Êε

)
, то образы ζ ′ := π (z′) и ζ ′′ := π (z′′) лежат в

множестве ∆k,k′,i ∩ Êε. В силу оценок (19)

|z′| − |z′′| 6
µ (|ζ ′|)
κ−

k,k′,i

− µ (|ζ ′′|)
κ+

k,k′,i

6
µ (|ζk| (1 + δ + hε))

κ−
k,k′,i

− µ (|ζk| (1 − δ − hε))

κ+
k,k′,i

=: δk,k′,irk,k′,i,

где

rk,k′,i :=
µ(|ζk| (1 − δ − hε))

κ+
k,k′,i

, δk,k′,i :=
κ+

k,k′,i

κ−
k,k′,i

µ(|ζk| (1 + δ + hε))

µ(|ζk| (1 − δ − hε))
− 1.

При этом

1 + δ + hε ∈
(

1;
7

4

)
, 1 − δ − hε ∈

(
1

4
; 1

)
.

В силу (1)

δk,k′,i → 0, |ζk| → ∞.

Множество π−1
k,k′,i

(
∆k,k′,i ∩ Êε

)
лежит в кольце

{z : rk,k′,i 6 |z| 6 (1 + δk,k′,i) rk,k′,i} ,

значит, множество E
(k′)
ε,σ,N покрывается системой колец

Σ(k′) := {{z : ||z| − rk,k′,i| 6 δk,k′,irk,k′,i} : k ∈ K, i ∈ {1, ..., sk,k′}} .

Пусть

t :=
1

1 − δ − hε
ν (κεr) .

Тогда r = κ−1
ε µ (t (1 − δ − hε)). Если rk,k′,i 6 r, то

|ζk| 6
1

1 − δ − hε
ν

(
κ+

k,k′,ir
)

6 t.

При этом для достаточно больших r выполняются неравенства

µ (t (1 − δ − hε)) > µ

(
1

4
t

)
>

1

2
µ (t) .

Поэтому для любого ε′ > 0 при достаточно больших r получаем:

mΣ(k′)(r) =
1

r

∑

|rk,k′,i|6r

δk,k′,irk,k′,i 6

6
κε

µ (t (1 − δ − hε))

∑

|ζk|6t

µ(|ζk| (1 − δ − hε))

sk,k′∑

i=1

δk,k′,i

κ+
k,k′,i

<
ε′

2
+

ε′

4cµ (t)

∑

t′<|ζk|6t

Nµ(|ζk|),

где t′ выбрано из условия

δk,k′,i <
ε′κ+

k,k′,ih
2
ε

16cκε |ζk′ |2
N, i ∈ {1, ..., sk,k′} , |ζk| > t′.

Задача свелась к оценке суммы
∑

t′<|ζk|6t

Nµ(|ζk|) 6
∑

|ζk|6t

Nµ(|ζk|).
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Учитывая, что в каждом круге ∆σ(ζk) содержится не менее Nµ(|ζk|) точек из Λ(k) и при этом разные
круги содержат только разные точки, делаем вывод, что для t > l′′ выполняются неравенства

∑

|ζk|6t

Nµ (|ζk|) 6
∑

|ζk|6t

nσ(ζk,Λ(k)) 6 n(t(1 + σ),Λ) 6 n(2t,Λ) 6 2cµ (t) .

Значит, для достаточно больших r выполняется неравенство mΣ(k′)(r) < ε′. Из произвольности выбора

ε′ > 0 вытекает, что множество E
(k′)
ε,σ,N имеет нулевую радиальную плотность. Отсюда следует, что

множество E′
ε,σ,N тоже имеет нулевую радиальную плотность.

Далее повторим рассуждения, но уже по отношению к последовательности Λ′. В результате будет
построено множество E′′

ε,σ,N нулевой радиальной плотности такое, что при z /∈ Eε∪E′′
ε,σ,N выполняется

неравенство

nσ(π (z) ,Λ′) < κεN |z| .

Осталось положить Eε,σ,N = E′
ε,σ,N ∪ E′′

ε,σ,N . Лемма доказана. ¤

Лемма 2. Для любого ε ∈ (0; 1/2) существует такое множество E′
ε, радиальная плотность

которого равна нулю, что при любом t ∈ (0; 1] и z /∈ Eε ∪ E′
ε выполняется оценка

nt(π (z)) := max {nt(π (z) ; Λ), nt(π (z) ; Λ′)} 6 O (cκε)
√

t |z| .

Доказательство. Пусть ε ∈
(
0; 1

2

)
. Из включения hε ∈

(
0; 1

2

)
вытекает, что 3−4hε

11−4hε
∈

(
1
9 ; 3

11

)
.

Выберем произвольное σ0 ∈
(

1
9 ; 3−4hε

11−4hε

)
и для любого натурального k положим σk := 2−2kσ0,

Nk := c2−k. По лемме 1 существует такое множество Eε,k, радиальная плотность которого равна
нулю, что при z /∈ Eε ∪ Eε,k выполняется неравенство nσk−1

(π (z)) < κεNk |z|. Если t ∈ [σk;σk−1), то
nt(π (z)) 6 nσk−1

(π (z)). Значит, для всех t ∈ [σk;σk−1) и z /∈ Eε ∪ Eε,k имеет место оценка

nt(π (z)) < κεNk |z| .

Положим

E′
ε :=

∞⋃

κ=1

Eε,k.

Радиальная плотность множества E′
ε равна нулю. Выберем произвольное t ∈ (0;σ0) и определим k из

условия

1

9
2−2k

6 σk 6 t < σk−1.

Если z 6∈ Eε ∪ E′
ε, то

nt(π (z)) 6 κεNk |z| = cκε2
−k |z| 6 3cκε

√
t |z| = O (cκε)

√
t |z| .

Если же t ∈ [σ0; 1] и z 6∈ Eε, то

nt(π (z)) 6 max {n(2 |π (z)| ,Λ), n(2 |π (z)| ,Λ′)} 6

6 2cµ (|π (z)|) 6 6
√

σ0cκε |z| 6 6cκε

√
t |z| = O (cκε)

√
t |z| .

Лемма доказана. ¤

2.3. Сравнение симметричных произведений

Для любых α, β ∈ [0; 1] обозначим

I(1)
α (ζ) := α

1∫

0

nt(ζ; Λ)

t(t + α)
dt, I(2)

α (ζ) := α

1∫

0

nt(ζ; Λ′)

t(t + α)
dt,

54 Научный отдел



А. Б. Шишкин. Факторизация целых симметричных функций экспоненциального типа

I
(1)
α,β(ζ) := α

1∫

β

nt(ζ; Λ)

(t + 1) (t + α)
dt, I

(2)
α,β(ζ) := α

1∫

β

nt(ζ; Λ′)

(t + 1) (t + α)
dt.

Пусть

I(ζ) := I
(2)
1 (ζ) − I

(1)
1 (ζ) =

1∫

0

nt(ζ; Λ′) − nt(ζ; Λ)

t(t + 1)
dt.

Тогда для любого комплексного ζ выполняются неравенства [11, лемма 5]

−I(1)
α1

(ζ) − 1 − α1

α1
I
(1)
α1,β1

(ζ) 6 I(ζ) 6 I(2)
α2

(ζ) +
1 − α2

α2
I
(2)
α2,β2

(ζ), (20)

где

α1 :=
d

1 + d
, α2 := d, β1 :=

1 − d

1 + d
, β2 := 1 − 2d, d ∈ (0; 1/2] .

Лемма 3. Для любого ε ∈
(
0; 1

2

)
и любого d ∈ (0; 1

2 ] при z 6∈ Eε ∪ E′
ε выполняются оценки:

|I(π(z))| 6 O(cκε)
√

d |z| ,
∣∣∣I(1)

1 (π(z))
∣∣∣ 6 O(cκε) |z| .

Доказательство. Пусть ζ := π(z). При z 6∈ Eε имеем:

1 − αi

αi
I
(i)
αi,βi

(ζ) 6 2c (1 − αi) µ (|ζ|)
1∫

βi

dt

(t + 1) (t + αi)
6

6 4cdµ (|ζ|) 6 2
√

2c
√

dµ (|ζ|) 6 O (cκε)
√

d |z| , i ∈ {1; 2} .

Для оценки интеграла I
(i)
αi (ζ) воспользуемся леммой 2. Согласно этой лемме nt (ζ) 6 O (cκε)

√
t |z|

при t ∈ (0; 1] и z /∈ Eε ∪ E′
ε. Значит, при z /∈ Eε ∪ E′

ε получаем:

I(i)
αi

(ζ) 6 αi

1∫

0

nt (ζ)

t (t + αi)
dt 6 αiO (cκε) |z|

1∫

0

dt√
t (t + αi)

6

6
√

αiO (cκε) |z|
∞∫

0

dt√
t (t + 1)

6 O(cκε)
√

d |z| , i ∈ {1; 2} .

Из неравенств (20) вытекает первая из требуемых оценок. Вторая оценка практически очевидна. При
z 6∈ Eε имеем:

0 6 I
(1)
1 (ζ) =

1∫

0

nt(ζ; Λ)

t(t + 1)
dt 6 O (cκε) |z|

1∫

0

1√
t(t + 1)

dt 6 O (cκε) |z| .

Лемма доказана. ¤

Составим суммы:

Aσ(ζ; Λ) =
∑

λi∈∆σ(ζ)

ln

∣∣∣∣1 − ζ

λi

∣∣∣∣ , Aσ(ζ; Λ′|Λ) =
∑

λi∈∆σ(ζ)

ln

∣∣∣∣1 − ζ

λ′
i

∣∣∣∣ ,

Lσ(ζ; Λ) =
∑

λi∈∆σ(z)

ln
|ζ| + |λi − ζ|

|λi|
, Lσ(ζ; Λ′|Λ) =

∑

λi∈∆σ(ζ)

ln
|ζ| + |λ′

i − ζ|
|λ′

i|

и обозначим nt,σ(ζ; Λ′|Λ) число точек λ′
i, принадлежащих кругу ∆t(ζ), с номерами i, удовлетворяю-

щими условию λi ∈ ∆σ(ζ). Справедливы соотношения:

Aσ(ζ; Λ) − Lσ(ζ; Λ) = nσ(ζ; Λ) ln
σ

1 + σ
−

σ∫

0

nt(ζ; Λ)

t(1 + t)
dt; (21)
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Aσ(ζ; Λ′|Λ) − Lσ(ζ; Λ′|Λ) = ns,σ(ζ; Λ′|Λ) ln
s

1 + s
−

−
s∫

0

nt,σ(ζ; Λ′|Λ)

t(1 + t)
dt, s = d + σ + σd; (22)

|Lσ(ζ; Λ′|Λ) − Lσ(ζ; Λ)| 6 n (2 |ζ| ; Λ) 2d; (23)

Lσ(ζ; Λ) 6

∫ 2|ζ|

0

n (t; Λ)

t
dt, Lσ(ζ; Λ′) 6

∫ 2|ζ|

0

n (t; Λ′)

t
dt. (24)

Равенства (21) и (22) выполняются для любых комплексных ζ, любых σ > 0 и d ∈ (0; 1/2] [11, лемма 6].
Неравенства (23) и (24) справедливы для любых комплексных ζ, любых σ ∈ (0; 1] и d ∈ (0; 1/2] [11,
лемма 7].

Предложение 3. Для любого ε ∈
(
0; 1

2

)
и любого d ∈ (0; 1

2 ] при z 6∈ Eε∪E′
ε выполняются оценки:

|ln |G(π(z); Λ′)| − ln |G(π(z); Λ)|| 6 O(cκε)
√

d |z| , (25)

|ln |G(π(z); Λ)|| 6 O(cκε) |z| . (26)

Доказательство. Пусть ζ := π(z). Имеют место следующие представления:

ln |G(ζ; Λ)| = Aσ (ζ; Λ) + ln |Gσ(ζ; Λ)| = (Aσ (ζ; Λ) − Lσ (ζ; Λ)) + Lσ (ζ; Λ) + ln |Gσ(ζ; Λ)| , (27)

ln |G(ζ; Λ′)| = Aσ (ζ; Λ′|Λ) + ln |Gσ(ζ; Λ′|Λ)| =

= (Aσ (ζ; Λ′|Λ) − Lσ (ζ; Λ′|Λ)) + Lσ (ζ; Λ′|Λ) + ln |Gσ(ζ; Λ′|Λ)| . (28)

Используя (27) и (28), получим:

|ln |G(z; Λ′)| − ln |G(z; Λ)|| 6 |(Aσ (z; Λ′|Λ) − Lσ (z; Λ′|Λ)) − (Aσ (z; Λ) − Lσ (z; Λ))|+
+ |Lσ (z; Λ′|Λ) − Lσ (z; Λ)| + |ln |Gσ(z; Λ′|Λ)| − ln |Gσ(z; Λ)|| . (29)

Пусть d ∈ (0; 1/4). Положим в (29) σ = 1 и применим к соответствующим компонентам получен-
ного неравенства соотношения (21), (22) и (23). Замечая, что n1+2d,1(ζ; Λ′|Λ) = n1(ζ; Λ), получим:

|ln |G(ζ; Λ′)| − ln |G(ζ; Λ)|| 6 |I(ζ)| +

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

nt(ζ; Λ′)

t(1 + t)
dt −

1+2d∫

0

nt,1(ζ; Λ′|Λ)

t(1 + t)
dt

∣∣∣∣∣∣
+ n1(ζ; Λ) ln

1 + 2d

1 + d
+

+n (2 |ζ| ; Λ) 2d + |ln |G1(ζ; Λ′|Λ)| − ln |G1(ζ; Λ)|| .

Если t ∈ (0, 1 − 2d), то в силу d
1−d -близости последовательности Λ к последовательности Λ′, из

включения λ′
i ∈ ∆t(ζ) следует включение λi ∈ ∆1(ζ). Поэтому при таких значениях t выполняется

равенство nt,1(ζ; Λ′|Λ) = nt(ζ; Λ′). Отсюда вытекает, что
∣∣∣∣∣∣

1∫

0

nt(ζ; Λ′)

t(1 + t)
dt −

1+2d∫

0

nt,1(ζ; Λ′|Λ)

t(1 + t)
dt

∣∣∣∣∣∣
6

1∫

1−2d

nt(ζ; Λ′)

t(1 + t)
dt +

1+2d∫

1−2d

nt(ζ; Λ′|Λ)

t(1 + t)
dt 6

6 2n(3 |ζ| ; Λ′)

1+2d∫

1−2d

dt

t(1 + t)
6 2n(3 |ζ| ; Λ′) ln

(1 + 2d) (1 − d)

(1 − 2d) (1 + d)
6 O(D)n(3 |ζ| ; Λ′).

В силу предложения 2 и леммы 3 при z 6∈ Eε ∪ E′
ε

|ln |G(ζ; Λ′)| − ln |G(ζ; Λ)|| 6 |I(ζ)| + |ln |G1(ζ; Λ′|Λ)| − ln |G1(ζ; Λ)|| + O(D)n(3 |ζ|) 6 O (cκε)
√

d |z| .

Таким образом, оценка (25) доказана в случае d ∈ (0; 1/4).
Пусть d ∈ [1/4; 1/2]. Положим в (27) σ = 1 и применим к первому слагаемому в сумме справа

соотношение (21). Получим равенство

ln |G(ζ; Λ)| = −n1(ζ; Λ) ln 2 − I
(1)
1 (ζ) + L1 (ζ; Λ) + ln |G1(ζ; Λ)| .

56 Научный отдел



А. Б. Шишкин. Факторизация целых симметричных функций экспоненциального типа

Аналогичное равенство справедливо и для последовательности Λ′:

ln |G(ζ; Λ′)| = −nσ(ζ; Λ′) ln 2 − I
(2)
1 (ζ) + L1 (ζ; Λ′) + ln |G1(ζ; Λ′)| .

Из этих равенств вытекает оценка

|ln |G(ζ; Λ′)| − ln |G(ζ; Λ)|| 6 |I(ζ)| + n(2 |ζ|)2 ln 2+

+L1 (ζ; Λ) + |ln |G1(ζ; Λ)|| + L1 (ζ; Λ′) + |ln |G1(ζ; Λ′)|| .

Из этой оценки, неравенств (24), предложения 2 и леммы 3 вытекает, что при z 6∈ Eε∪E′
ε выполняется

неравенство (25).
Для доказательства оценки (26) воспользуемся соотношением (27), в котором опять поло-

жим σ = 1. Получаем

|ln |G(ζ; Λ)|| 6 n1(ζ; Λ) ln 2 + I
(1)
1 (ζ) + L1 (ζ; Λ) + |ln |G1(ζ; Λ)|| .

Из этой оценки, неравенств (24), предложения 2 и леммы 3 вытекает, что при z 6∈ Eε∪E′
ε выполняется

неравенство (26). Предложение доказано. ¤

3. СРАВНЕНИЕ СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ПРИ СИЛЬНОМ ОГРАНИЧЕНИИ

3.1. Собственное исчерпание плоскости

Сначала докажем одно предложение, которое имеет самостоятельное значение.

Определение 6. Говорим, что комплексная плоскость допускает собственное π-исчерпание,
если существуют открытые множества Gn, удовлетворяющие условиям: сужение функции π (z) на
каждое множество Gn является собственным отображением на некоторую односвязную область и

G1 ⊆ G2 ⊆ . . . ⊆
∞⋃

n=1

Gn = C. (30)

Сужение функции π(z) на открытое множество Gn является собственным отображением на π(Gn)

тогда и только тогда, когда справедлива следующая импликация: если последовательность zk ∈ Gn

не имеет в Gn предельных точек, то последовательность π(zk) не имеет предельных точек в π(Gn).
Воспользуемся этим описанием собственных отображений и покажем, что при выполнении слабого
ограничения на выбор целой функции π(z) (см. п. 1.2) комплексная плоскость допускает собственное
π-исчерпание.

Предположим, что существуют положительные числа κ, q и последовательность rn, удовлетворя-
ющая условию

0 < r1 6 rn < rn+1 6 qrn → ∞, n → ∞,

такая, что при всех действительных θ выполняется оценка

κ−1rn 6 µ(|π(rneiθ)|). (31)

Пусть

Gn := π−1(∆ (0; tn)) ∩ ∆(0; rn) ,

где tn := ν((2κ)
−1

rn), ν — обратная к функции µ.

Предложение 4. При достаточно большом n сужение функции π(z) на множество Gn явля-

ется собственным отображением на круг ∆(0; tn) и при этом выполняются соотношения (30).

Доказательство. Во-первых, убедимся, что для любого натурального n выполняется соотноше-
ние π(Gn) = ∆ (0; tn). Вложение π(Gn) ⊆ ∆(0; tn) является очевидным. Проверим выполнимость
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обратного вложения ∆(0; tn) ⊆ π(Gn). Пусть ζ ∈ ∆(0; tn). Если |z| = rn, то в силу (1) и (31) при
достаточно больших n

κ−1rn 6 µ(|π(z)|) 6
µ(|π(z)|)

µ
(
|π(z)|

(
1 −

∣∣∣π(0)
π(z)

∣∣∣
))µ(|π(z) − π (0) |) 6

6
µ(|π(z)|)

µ
(
|π(z)|

(
1 − |π(0)|

ν(κ−1rn)

))µ(|π(z) − π (0) |) 6 2µ(|π(z) − π (0) |).

Значит,

|−ζ + π(0)| = |ζ − π(0)| < tn := ν((2κ)
−1

rn) 6 |π(z) − π(0)| .

По теореме Руше функции π−π(0) и π− ζ имеют в круге ∆(0; rn) одинаковое число корней. Так как
ноль является корнем функции π − π(0), то найдется такое z ∈ ∆(0; rn), что ζ = π(z). Это означает,
что

z ∈ π−1 (ζ) ∩ ∆(0; rn) ⊆ Gn

или ζ ∈ π (Gn) и, следовательно, ∆(0; tn) ⊆ π(Gn).
Во-вторых, убедимся, что при достаточно большом n сужение функции π на Gn является соб-

ственным отображением на круг ∆(0; tn). Допустим, что последовательность zk ∈ Gn не имеет в Gn

предельных точек и предположим, что ζ0 ∈ ∆(0; tn) — предельная точка последовательности π(zk).
Тогда существует подпоследовательность zkm

такая, что

zkm
→ z0, π(zkm

) → ζ0, π(z0) = ζ0, |z0| 6 rn.

Так как ζ0 ∈ ∆(0; tn), то |ζ0 − π(0)| < tn, и в силу строгой монотонности функции µ имеем:

2κµ(|ζ0 − π(0)|) < 2κµ(tn) = rn.

В силу (31) для достаточно большого n и любого действительного θ получаем:

2κµ(|ζ0 − π(0)|) < rn 6 2κµ(|π(rneiθ) − π(0)|).

Следовательно, в силу строгой монотонности функции µ для любого действительного θ будет выпол-
няться неравенство

|π(z0) − π(0)| = |ζ0 − π(0)| <
∣∣π(rneiθ) − π(0)

∣∣ .

Так как |z0| 6 rn, то |z0| < rn, и, значит,

z0 ∈ π−1(∆ (0; tn)) ∩ ∆(0; rn) =: Gn.

Это противоречит предположению, что последовательность zk не имеет предельных точек в Gn.
В-третьих, докажем выполнимость соотношений (30). Так как последовательности tn и rn возрас-

тают, то

∆(0; t1) ⊆ ∆(0; t2) ⊆ . . . , ∆(0; r1) ⊆ ∆(0; r2) ⊆ . . . .

Отсюда следует, что G1 ⊆ G2 ⊆ . . .. Так как tn → ∞ и rn → ∞ при n → ∞, то

∞⋃

n=1

∆(0; tn) =
∞⋃

n=1

∆(0; rn) = C.

Это означает, что для всякого комплексного z найдется такое натуральное n, что π (z) ∈ ∆(0; tn) и
z ∈ ∆(0; rn). Из этих включений вытекает, что

z ∈ π−1(∆ (0; tn)) ∩ ∆(0; rn) =: Gn.
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Следовательно,

∞⋃

n=1

Gn = C.

Предложение доказано. ¤

Предложения такого типа используются при переходах от задач спектрального синтеза к эквива-
лентным задачам локального описания [4]. Нас же сейчас интересует лишь одно следствие предло-
жения 4. Отметим предварительно, что при доказательстве этого предложения условие rn+1 6 qrn не
использовалось, но оно будет использовано ниже при доказательстве следствия.

Следствие. Если для целой π-симметричной функции f(π(z)) при некоторых a, b > 0 выполня-

ется равномерная по z оценка

ln |f(π(z))| 6 a |z| + b,

то вне круга ∆(0; t) при достаточно большом t выполняется оценка

ln |f(ζ)| 6 4aqκµ(|ζ|) + b.

Доказательство. Пусть tn 6 |ζ − π(0)| 6 tn+1. По предложению 4 при достаточно большом n

существует z ∈ Gn+1 ⊆ ∆(0; rn+1), для которого ζ = π(z). Значит, вне круга ∆(0; t) при достаточно
большом t выполняются оценки

ln |f(ζ)| = ln |f(π(z))| 6 lnMf◦π(rn+1) 6 lnMf◦π(qrn) 6 aqrn + b =

= 2aqκµ (tn) + b 6 2aqκµ (|ζ − π(0)|) + b = 2aqκ
µ (|ζ − π(0)|)

µ (|ζ|) µ (|ζ|) + b 6 4aqκµ (|ζ|) + b.

Следствие доказано. ¤

3.2. Сравнение симметричных функций

Теперь все готово для доказательства основной теоремы сравнения, которая предполагает нало-
жение сильного ограничения на выбор целой функции π(z). Пусть f(π(z)) и g(π(z)) — две целые
π-симметричные функции экспоненциального типа; Λ и Λ′ — последовательности корней целых функ-
ций f (ζ) и g (ζ) соответственно, лежащих вне единичного круга ∆(0; 1); d ∈ (0; 1/2]. В силу следствия
из предложения 4

lim
r→+∞

lnMf (r)

µ(r)
< +∞, lim

r→+∞
lnMg(r)

µ(r)
< +∞.

Теорема 1. Если

lim
r→+∞

lnMf (r)

µ(r)
< c ∈ (0;+∞) (32)

и последовательность Λ′ является d-близкой к последовательности Λ, то для любого ε ∈ (0; 1/2)

существует такое множество Eε ⊇ Eε, радиальная плотность которого меньше ε, что при

z /∈ Eε выполняется оценка

|ln |f(π(z))| − ln |g(π(z))|| 6 O (cκε)
√

d |z| + |m − n|κε |z|
2

1+ρ , (33)

где m и n — число корней (с учетом кратности) функций f(ζ) и g(ζ) соответственно в единичном

круге ∆(0; 1).

Доказательство. Всякий логарифмический вес является уточненным весом нулевого порядка,
значит,

lnµ(r)

ln r
→ 0, r → ∞.
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В силу следствия из предложения 4 функции f (ζ) и g (ζ) являются целыми функциями нулевого
порядка. По теореме Адамара для любых ζ имеем:

f(ζ) = p(ζ)G(ζ; Λ), g(ζ) = q(ζ)G(ζ; Λ′),

где p(ζ) и q(ζ) — некоторые многочлены с корнями в единичном круге ∆(0; 1). Значит, имеют место
представления

f(π (z)) = p (π (z))G(π (z) ; Λ), g(π (z)) = q (π (z))G(π (z) ; Λ′).

Пусть m и n — степени многочленов p(ζ) и q(ζ) соответственно. Допустим, что функция f(ζ) имеет
в нуле корень кратности m0 ∈ [0;m]. По формуле Йенсена из неравенства (32) вытекает, что при
достаточно больших r и некотором ε0 > 0 выполняются неравенства

m0 ln r +

∫ r

0

n (t; Λ) + m − m0

t
dt < (c − ε0) µ(r) − ln

∣∣f (m0)(0)
∣∣

m0!
.

Значит,

1

µ(r)

∫ r

0

n (t; Λ)

t
dt + ε0 < c − m ln r

µ(r)
− 1

µ(r)
ln

∣∣f (m0)(0)
∣∣

m0!
.

Отсюда следует, что последовательность Λ удовлетворяет условию (6). По предложению 3 для любого
ε ∈ (0; 1

2 ) существует такое множество Eε ⊇ Eε, радиальная плотность которого меньше ε, что при
z /∈ Eε выполняется оценка

|ln |G(π (z) ; Λ)| − ln |G(π (z) ; Λ′)|| 6 O (cκε)
√

d |z| .

Значит, при z /∈ Eε выполняются оценки

|ln |f(π(z))| − ln |g(π(z))|| 6 |ln |G(π (z) ; Λ)| − ln |G(π (z) ; Λ′)|| + |ln |p(π(z))| − ln |q(π(z))|| 6

6 O (cκε)
√

d |z| +
∣∣∣∣ln

∣∣∣∣
p(π(z))

π(z)m

∣∣∣∣ − ln

∣∣∣∣
|q(π(z))|
π(z)n

∣∣∣∣
∣∣∣∣ + |m − n| |ln |(π(z))|| .

В силу определения логарифмического веса порядка ρ и условий на выбор функции π(z) имеем:

lnµ(|π (z)|)
ln ln |π (z)| → ρ ∈ (1;+∞) , z → ∞, z 6∈ Eε.

Следовательно, при z /∈ Eε вне круга ∆(0; rε) достаточно большого радиуса rε выполняются оценки

|ln |π (z)|| < µ
2

1+ρ (|π (z)|) 6 κ
2

1+ρ
ε |z|

2
1+ρ 6 κε |z|

2
1+ρ ,

∣∣∣∣ln
∣∣∣∣
p(π(z))

π(z)m

∣∣∣∣ − ln

∣∣∣∣
|q(π(z))|
π(z)m

∣∣∣∣
∣∣∣∣ + |m − n| |ln |(π(z))|| 6 |m − n|κε |z|

2
1+ρ .

Осталось дополнить множество Eε кругом ∆(0; rε) и заключить, что вне этого множества выполняется
оценка (33). Теорема доказана. ¤

4. ФАКТОРИЗАЦИОННАЯ ТЕОРЕМА

4.1. Эквивалентность симметричных произведений

Определение 7. Две функции f1, f2 комплексной переменной называются эквивалентными

(в обозначениях f1 ∼ f2), если существует множество E нулевой радиальной плотности такое, что

ln |f1 (z)| − ln |f2 (z)| = o (|z|) , z → ∞, z /∈ E.

Введенное отношение эквивалентности рефлексивно, симметрично, транзитивно; оно сохраняется
при умножении на эквивалентные функции: если f1 ∼ f2 и g1 ∼ g2, то f1g1 ∼ f2g2. Пусть Λ = {λi}
и Λ′ = {λ′

i} — последовательности комплексных чисел, лежащих вне единичного круга ∆(0; 1) и
имеющих единственную предельную точку в бесконечности.
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Определение 8. Последовательность Λ′ = {λ′
i} называется эквивалентной последовательнос-

ти Λ = {λi} (в обозначениях Λ′
∼ Λ), если для любого ε > 0 найдется номер i(ε) такой, что

|λ′
i − λi| 6 ε |λi| при i > i(ε).

Это отношение является рефлексивным, симметричным и транзитивным. Если Λ′
1 ∼ Λ1 и

Λ′
2 ∼ Λ2, то при соответствующем упорядочении объединенных последовательностей Λ′ = Λ′

1

⋃
Λ′

2

и Λ = Λ1

⋃
Λ2 будем иметь Λ′

∼ Λ. Таким образом, отношение эквивалентности сохраняется при
объединении эквивалентных последовательностей.

Если целая функция π(z) подчинена сильным ограничениям (см. п. 1.1), то справедливы следую-
щие предложения.

Предложение 5. Если последовательность Λ удовлетворяет условию (6) и последователь-

ность Λ′ эквивалентна последовательности Λ, то

G(π (z) ; Λ′) ∼ G(π (z) ; Λ).

Доказательство. Для любого натурального n выберем положительные εn и dn так, что
εn ∈ (0; 2−n) ⊆ (0; 1/2) и κεn

√
dn ∈

(
0; 2−

n
2

)
. Так как κεn

> 1, то dn ∈ (0; 2−n) ⊆ (0; 1/2]. Для
любого номера n найдется номер kn такой, что последовательность Λ′

kn
= {γi : i > kn} является

dn-близкой к последовательности Λkn
= {λi : i > kn}. Таким образом, согласно предложению 3, су-

ществует множество E (n), радиальная плотность которого меньше εn, такое, что при z /∈ E (n) выпол-
няется неравенство ∣∣ln

∣∣G(π (z) ; Λ′
kn

)
∣∣ − ln |G(π (z) ; Λkn

)|
∣∣ 6 δn |z| , (34)

где δn := O(c)2−
n
2 → 0 при n → ∞. Если rn достаточно велико, то при |z| > rn выполняются

неравенства
∣∣ln |G(π (z) ; Λ′)| − ln

∣∣G(π (z) ; Λ′
kn

)
∣∣∣∣ 6 δn |z| , (35)

|ln |G(π (z) ; Λkn
)| − ln |G(π (z) ; Λ)|| 6 δn |z| . (36)

Пусть En := E (n) ∪ {z : |z| 6 rn}. Радиальная плотность множества En по-прежнему меньше εn. Из
неравенств (34), (35) и (36) следует, что при z /∈ En выполняется неравенство

|ln |G(π (z) ; Λ′)| − ln |G(π (z) ; Λ)|| 6 3δn|z|. (37)

Теперь из множеств En получим новое множество E нулевой радиальной плотности такое, что
при z /∈ E

|ln |G(π (z) ; Λ′)| − ln |G(π (z) ; Λ)|| 6 o (|z|) , z → ∞. (38)

Для этой цели воспользуемся следующей процедурой. Для каждого n символом Σn обозначим мно-
жество колец, покрывающее множество En и удовлетворяющее условию

mΣn
=: ε′n < εn ∈ (0; 1/2) .

Пусть R1 столь велико, что

mΣ1
(r) + mΣ2

(r) < ε1 + ε2

при r > R1, и окружность |z| = R1 не пересекается с кольцами из Σ1 и Σ2. Обозначим через Σ′
1 мно-

жество колец из Σ1, лежащих в круге |z| 6 R1. Далее выбираем R2 так, что при r > R2 выполняется
неравенство

mΣ′
1
(r) + mΣ2

(r) + mΣ3
(r) < ε2 + ε3

и окружность |z| = R2 не пересекается с кольцами из Σ2 и Σ3. Пусть Σ′
2 — множество колец из Σ2,

лежащих в кольце R1 6 |z| 6 R2, и т.д. Рассмотрим объединения

Σ =

∞⋃

n=1

Σ′
n, E =

∞⋃

n=1

E
′
n,
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где E ′
n — пересечение En с объединением колец, входящих в совокупность Σ′

n. Радиальная плотность
множества E равна нулю. Действительно, это множество покрывается совокупностью колец Σ и при
Rn 6 r 6 Rn+1 выполняются неравенства

mΣ(r) 6 mΣ′
1
(r) + · · · + mΣ′

n+1
(r) 6 mΣ′

1
(r) + · · · + mΣ′

n−1
(r) + mΣn

(r) + mΣn+1
(r) 6 εn + εn+1.

Значит, mΣ(r) → 0 при r → +∞. Проверим оценку (38). Пусть z 6∈ E и Rn−1 6 |z| 6 Rn. Тогда z 6∈ E ′
n

и, значит, z 6∈ En. Отсюда следует, что при таких z имеет место оценка (37). Так как это верно при
всех n, то отсюда и следует оценка (38). Предложение доказано. ¤

Предложение 6. Если последовательность Λ удовлетворяет условию

lim
r→+∞

n (r; Λ)

µ(r)
= 0,

то

G(π (z) ; Λ) ∼ 1.

Доказательство. Для любого натурального n выберем положительные εn и cn так, что εn ∈
∈ (0; 2−n) ⊆ (0; 1/2) и cnκεn

∈ (0; 2−n). Так как κεn
> 1, то cn ∈ (0; 2−n). Согласно предложению 3

существует множество E (n), радиальная плотность которого меньше εn, такое, что при z /∈ E (n)

выполняется неравенство

|ln |G(π (z) ; Λ)|| 6 δn |z| ,

где δn := O (2−n) → 0 при n → ∞. Теперь из множеств E (n) с помощью процедуры, использованной
при доказательстве предложения 5, получаем новое множество E нулевой радиальной плотности
такое, что при z /∈ E

|ln |G(π (z) ; Λ)|| 6 o (|z|) , z → ∞.

Предложение доказано. ¤

4.2. Факторизация симметричных функций

Если целая функция π(z) подчинена сильным ограничениям (см. п. 1.1), то справедлива следующая
факторизационная теорема.

Теорема 2. Для любой целой π-симметричной функции f (π (z)) экспоненциального типа спра-

ведливо представление f (π (z)) = f1 (π (z)) f2 (π (z)), где f1 (π (z)), f2 (π (z)) — целые π-симмет-

ричные функции и f1 ◦ π ∼ f2 ◦ π.

Доказательство. Последовательность корней {λi} целой функции f (ζ), лежащих вне единичного
круга |ζ| < 1, обозначим Λ. При доказательстве теоремы 1 показано, что последовательность Λ

удовлетворяет условию (6). Пусть ε ∈ (1; ρ);

rn := ten
1
ε , n ∈ N,

где параметр t ∈
(
0; e−1

)
выбирается так, чтобы окружности |z| = rn лежали в области определения

функции µ (|z|) и не проходили через точки из последовательности Λ;

θm,n :=
2π

1 + [lnn]
+ sn, m ∈ {0, ..., [lnn]} ,

где [lnn] — целая часть числа lnn, и параметр sn выбирается так, чтобы лучи z = reiθm,n не проходили
через точки из множества Λ ∩ {z : rn 6 |z| 6 rn+1};

∆m,n :=
{
reiθ : rn 6 r 6 rn+1, θm,n 6 θ 6 θm+1,n

}
.
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Так как r1 := te < 1, то совокупность кольцевых секторов

∆m,n, m ∈ {0, ..., [lnn]} , n ∈ N

покрывает последовательность Λ. При этом для диаметра кольцевого сектора ∆m,n справедливо со-
отношение

dm,n := sup
z,z′∈∆m,n

|z − z′| = o (1) rn, n → ∞. (39)

Действительно, толщина кольцевого сектора ∆m,n равна

rn+1 − rn = rn

(
e(n+1)

1
ε −n

1
ε − 1

)
6 rn

(
e

1
ε

(n+1)
1
ε

n − 1

)
= o (1) rn, n → ∞,

а большая дуга кольцевого сектора ∆m,n равна

2π

1 + [lnn]
rn+1 6

2π

1 + [lnn]
(1 + o (1)) rn = o (1) rn, n → ∞.

Разбиваем последовательность Λ := {λi} на три последовательности

Λ′ := {λ′
i} , Λ′′ := {λ′′

i } , Λ′′′ := {λ′′′
i } .

При этом соблюдаем условие: в любом кольцевом секторе ∆m,n последовательности Λ′ и Λ′′ содер-
жат одинаковое число точек, а последовательность Λ′′′ содержит не более одной точки. Последо-
вательности Λ′ и Λ′′ упорядочиваем так, чтобы для любого i точки λ′

i и λ′′
i принадлежали одному

сектору ∆m(i),n(i). Тогда n(i) → ∞ при i → ∞ и из (39) следует, что

|λ′
i − λ′′

i | 6 dm(i),n(i) 6 o (1) |λ′′
i | , i → ∞.

Отсюда вытекает, что последовательности Λ′ и Λ′′ эквивалентны. Поэтому по предложению 5

G(π(z); Λ′) ∼ G(π(z); Λ′′).

Рассмотрим теперь произведение G (π(z); Λ′′′). Каждый кольцевой сектор ∆m,n содержит не более
одной точки λm,n из Λ′′′. В кольце {z : rn 6 z 6 rn+1} содержится 1+[lnn] кольцевых секторов ∆m,n.
Значит, для ρ′ ∈ (ε; ρ) и для всех n > n0 при достаточно большом n0 выполняются неравенства

µ (rn) > lnρ′

rn,
∑

m,n

1

µ (|λm,n|)
6

∑

n

1 + lnn

µ (rn)
6

∑

n<n0

1 + lnn

µ (rn)
+

∑

n>n0

1 + lnn
(
ln t + n

1
ε

)ρ′ < +∞.

Интегрированием по частям получаем:

∑

|λm,n|6r

1

µ (|λm,n|)
=

r∫

0

dn (t; Λ′′′)

µ (t)
=

n (r; Λ′′′)

µ(r)
+

r∫

0

n (t; Λ′′′) µ′ (t)

µ (t)
2 dt.

Из этого равенства вытекает, что последний интеграл сходится при r → +∞. Следовательно,

n (r; Λ′′′)

µ(r)
= n (r; Λ′′′)

∞∫

r

µ′ (t) dt

µ (t)
2 6

∞∫

r

n (t; Λ′′′) µ′ (t)

µ (t)
2 dt → 0

при r → +∞. По предложению 6 G(π (z) ; Λ′′′) ∼ 1.

Наконец, если последовательности Λ′ и Λ′′′ объединить в одну последовательность A, а в по-
следовательность Λ′′ включить нули функции f (ζ), лежащие в круге ∆(0; 1), и обозначить вновь
полученную последовательность B, то при некотором C 6= 0 будем иметь

f1 (π (z)) := G(π (z) ;A) ∼ CG(π (z) ;B) =: f2 (π (z)) ,

f1 (π (z)) f2 (π (z)) = f (π (z)) .

Теорема доказана. ¤
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5. ПРИМЕР

В п. 2 показано, что сильное ограничение на выбор функции π(z) выполнено, если π(z) — целая
функция вполне регулярного роста при некотором уточненном порядке ρπ(r) → ρπ ∈ (0; 1) с постоян-
ным положительным индикатором hπ. Ниже приводится пример целой функции вполне регулярного
роста, удовлетворяющей сильному ограничению, но индикатор которой не является постоянным.

Выберем произвольный квазиполином:

f(z) :=

s∑

j=1

aje
iγjz, aj 6= 0.

Будем считать, что все точки γj лежат в правой полуплоскости Re z > 0 и не лежат на одной прямой
с началом (значит, s > 2). Положим

π(z) := p(z) + zq(z),

где

p(z) :=
1

2

(
f(
√

z) + f
(
−
√

z
))

=

s∑

j=1

aj cos γj

√
z,

q(z) :=
1

2
√

z

(
f(
√

z) − f
(
−
√

z
))

= i

s∑

j=1

aj
sin γj

√
z√

z
,

√
z — значение в точке z произвольной ветви функции ξ

1
2 , голоморфной в окрестности точки z.

Предложение 7. Для любого ε > 0 найдутся такие положительные константы cε и ρε, что вне

некоторого множества кружков, линейная плотность которого меньше ε, выполняются оценки

[π′(z)] > cε, (40)
∣∣∣∣
π(ξ) − π(z)

ξ − z
− π′(z)

∣∣∣∣ 6
1

3
|π′(z)| (41)

равномерно по ξ из круга {ξ′ : |ξ′ − z| 6 ρε}.

Доказательство. Непосредственным вычислением получаем:

π′(z) =
1

2

s∑

j=1

aj (i − γj)
sin γj

√
z√

z
+

i

2

s∑

j=1

ajγj cos γj

√
z =

=
i

4

s∑

j=1

aj

((
γj −

i − γj√
z

)
eiγj

√
z +

(
γj +

i − γj√
z

)
e−iγj

√
z

)
.

При этом

π′(z2) =
i

4

s∑

j=1

aj

((
γj −

i − γj

z

)
eiγjz +

(
γj +

i − γj

z

)
e−iγjz

)
.

Из асимптотических равенств
(

γj −
i − γj

z

)
eiγjz ≈ γje

iγjz,

(
γj +

i − γj

z

)
e−iγjz ≈ γje

−iγjz

и свойств квазиполиномов вытекает, что функция π′(z2) имеет вполне регулярный рост при порядке 1
и ее индикатриса всюду положительна, значит, функция π′(z) имеет вполне регулярный рост при
порядке 1/2 и ее индикатриса тоже всюду положительна [15, гл. I, § 2, п. 8]. Отсюда вытекает, что
при некотором cε > 0 вне некоторого множества кружков нулевой линейной плотности выполняется
неравенство (40).
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Перейдем к доказательству оценки (41). Пусть γj ∈ {γ1, ..., γs}, γj 6= 0 и

pj(z) := cos γj

√
z, qj(z) :=

√
z sin γj

√
z.

Легко проверить, что

pj(ξ) − pj(z)

(ξ − z) p′j (z)
− 1 =

(
aj−bj

ajbj
tg bj − 1

)
tg aj + tg bj

tg aj − tg bj
,

qj(ξ) − qj(z)

(ξ − z) q′j (z)
− 1 =

((
bj

aj
− 1

)
tg bj − bj

a2
j

)
tg aj + 1

bj
tg bj − 1 +

bj

aj(
1
aj

+
(
1 − bj

aj

)
tg bj

)
tg aj − 1

aj
tg bj + 1 − bj

aj

,

где

aj := γj

√
ξ +

√
z

2
, bj := γj

√
ξ −√

z

2
.

Функция |tg z| вне кружков любого достаточно малого радиуса с центрами в точках z = π
2 k, k ∈ Z,

ограничена и снизу, и сверху положительными константами. При этом если |z| > r > 1, |ξ| > r и
|ξ − z| 6 ρε < 1, то

∣∣∣
√

z +
π

2
k
∣∣∣ 6

√
|z| + π

2
|k| 6

√
π2

4
k2 +

∣∣∣∣z − π2

4
k2

∣∣∣∣ +
π

2
|k|,

∣∣∣
√

ξ
∣∣∣ >

√
||z| − |z − ξ|| >

√
1 − ρε,

∣∣√z
∣∣ >

√
||ξ| − |ξ − z|| >

√
1 − ρε.

Если предположить дополнительно, что

∣∣∣∣z − π2

4
k2

∣∣∣∣ >
π

2
|k|ε′,

где ε′ := ε/s, ε > 0, то при достаточно малом hε > 0 и всех k 6= 0 получим:

∣∣∣∣
√

ξ +
√

z

2
− π

2
k

∣∣∣∣ >

(∣∣∣
√

z − π

2
k
∣∣∣ −

∣∣∣∣
√

ξ −√
z

2

∣∣∣∣
)

=

=

∣∣∣z − π2

4 k2
∣∣∣

∣∣√z + π
2 k

∣∣ −
∣∣∣∣∣

ξ − z

2
(√

ξ +
√

z
)
∣∣∣∣∣ >

∣∣∣ζ − π2

4 k2
∣∣∣

√
π2

4 k2 +
∣∣ζ − π2

4 k2
∣∣ + π

2 |k|
− ρε

4
√

1 − ρε
>

>
ε′√

1 +
√

2
π|k| + 1

− ρε

4
√

1 − ρε
>

ε′

3
− ρε

4
√

1 − ρε
>

ε′

4
,

значит,

∣∣∣aj −
π

2
γjk

∣∣∣ = |γj |
∣∣∣∣
√

ξ +
√

z

2
− π

2
k

∣∣∣∣ > |γj |
ε′

4
.

Следовательно, для всех z, лежащих вне некоторого круга с центром в начале и вне кружков,

∣∣∣∣z − π2

4
k2

∣∣∣∣ <
π

2
|k|ε′, k ∈ Z\ {0} , (42)

функция

|tg aj | =

∣∣∣∣tg
(

γj

√
ξ +

√
z

2

)∣∣∣∣
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ограничена и снизу, и сверху положительными константами равномерно по ξ из круга ∆(z, ρε). От-
сюда следует, что при достаточно малом ρε вне некоторого круга с центром в начале и вне множества
кружков (42) равномерно по ξ из круга ∆(z, ρε) будут выполняться неравенства

∣∣∣∣∣
pj(ξ) − pj(z)

(ξ − z) p′j (z)
− 1

∣∣∣∣∣ 6
1

3
,

∣∣∣∣∣
qj(ξ) − qj(z)

(ξ − z) q′j (z)
− 1

∣∣∣∣∣ 6
1

3
.

Из очевидных оценок

1

r

∑

π2

4 k26r

π

2
|k|ε′ 6

π

2r
ε′

∑

|k|6 2
π

√
r

|k| 6 ε′
(

2

π
+

1√
r

)

вытекает, что линейная плотность множества кружков (42) меньше ε′. Значит, при достаточно малом
ρε > 0 вне некоторого множества кружков, линейная плотность которого меньше ε = sε′, равномерно
по ξ из круга ∆(z, ρε) будет выполняться неравенство (41). Предложение доказано. ¤

Предложение 8. Пусть z0 — фиксированная точка, лежащая вне множества кружков, линей-

ная плотность которого меньше ε > 0 и вне которого выполняются оценки (40) и (41). Тогда
в некоторой окрестности точки z0 функция π (z) является однолистной. Обратная функция

π−1
z0

(ζ) определена по крайней мере в круге ∆(π(z0), hε), где hε := 1
3cερε, и ее значения в этом

круге лежат в круге ∆(z0, ρε).

Доказательство. Выберем произвольное ζ из круга ∆(π(z0), hε). Легко увидеть, что на окруж-
ности |z − z0| = ρε выполняется неравенство |F (z)| > |f(z)|, где

F (z) := (z − z0)π
′(z0), f(z) := π(z) − ζ − (z − z0)π

′(z0) =

= (z − z0)

(
π(z) − π(z0)

z − z0
− π′(z0)

)
− (ζ − π(z0)).

По теореме Руше функция π(z) − ζ = f(z) + F (z) имеет в круге ∆(π(z0), hε) лишь один нуль.
Предложение доказано. ¤

Функция π(z) является первообразной для функции π′(z), значит, функция π(z) является целой
функцией вполне регулярного роста при порядке 1

2 с положительным индикатором hπ(θ) [16]. Поло-
жим µ(r) := ln2 r. Вне некоторого множества кружков Eπ нулевой линейной плотности имеет место
асимптотическое равенство ln |π(z)| ≈ hπ(θ)

√
|z|, θ := arg z. По предложениям 7 и 8 для любого

ε > 0 найдется такое множество кружков Eε ⊇ Eπ, линейная плотность которого меньше ε, что для
любого ζ ∈ Êε и всякого z ∈ π−1 (ζ) \ Eε функция π−1

ζ,z(ζ
′) отображает однолистно круг∆(ζ, hε) в

круг ∆(z, ρε). При этом число arg z′, z′ ∈ ∆(z, ρε), является функцией от ζ ′ ∈ ∆(ζ, hε). Эту функцию
обозначим θζ,z (ζ ′). Для любых ζ ∈ Êε и ζ ′ ∈ ∆(ζ, hε) положим

κ−
ζ,z := inf

ζ′∈∆(ζ,hε)∩Êε

h2
π (θζ,z (ζ ′)) , κ+

ζ,z := sup
ζ′∈∆(ζ,hε)∩Êε

h2
π (θζ,z (ζ ′)) .

Тогда для любых ζ ∈ Êπ, z ∈ π−1 (ζ) \ Eπ и ζ ′ ∈ ∆(ζ;hζ,z) ∩ Êπ при достаточно больших |ζ|
выполняются оценки (18), в которых z выбрано произвольно из π−1 (ζ) \ Eε, z′ — произвольный
элемент слоя π−1 (ζ), лежащий в множестве ∆(z; ρε) \ Eε,

κ−
ζ := min

z∈π−1(ζ)\Eε

κ−
ζ,z, κ+

ζ := max
z∈π−1(ζ)\Eε

κ+
ζ,z

и κε > 1 выбраны из условия: κ−1
ε < h(θ) < κε для любого θ. При этом в силу непрерывности

индикатора hπ(θ)

κ+
ζ − κ−

ζ 6 max
z∈π−1(ζ)\Eε

(
sup

z′∈∆(z;ρε)

h2
π (θ′) − inf

z′∈∆(z;ρε)
h2

π (θ′)

)
→ 0

при ζ → ∞, ζ ∈ Êε. Здесь θ′ := arg z′. Таким образом, выбранная функция π (z) удовлетворяет всем
условиям сильного ограничения.
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Factorization of Entire Symmetrical Functions of Exponential Type

A. B. Shishkin

Shishkin Andrey Borisovich, Kuban State University, 149, Stavropolskaya st., Krasnodar, Russia, 350040, Shishkin-home@mail.ru

Let π be an entire function of minimal type of order 1. The entire function F is called π-symmetric if it is represented in the

form of a composition f ◦ π, where the f is an entire function. The article deals with the following question. Can we present

every π-symmetric function of exponential type as a product of two functions with a close growth, each of which is itself an entire

π-symmetric function? This question is answered in the affirmative, but under certain restrictions on for the subordinate function π.

For example, an entire function of completely regular growth at proximate order ρ(r) ≈ ρ ∈ (0; 1) with constant positive indicator

is subject to these restrictions. Other examples relate to the reversibility of the entire function in the circles of constant radius whose

centers lie outside some exceptional set.

Key words: factorization of entire functions, zero at the order, proximate weight, logarithmic weight, entire symmetric functions.

References

1. Ehrenpreis L. Solution of some problems division.
IV. Amer. J. Math., 1960, vol. 82, pp. 522–588.

2. Dicson D. G. Factoring Fourier transforms with
zeros in a strip. Proc. Amer. Math. Soc., 1989,
vol. 106, pp. 107–114.

3. Yulmukhametov R. S. Solution of the Ehrenpreis
factorization problem. Sb. Math., 1999, vol. 190,
no. 4, pp. 597–629. DOI: 10.4213/sm400.

4. Shishkin A. B. Projective and injective descriptions
in the complex domain. Duality. Izv. Saratov Univ.

(N.S.), Ser. Math. Mech. Inform., 2014, vol. 14,
iss. 1, pp. 47–64 (in Russian).

5. Volkovaya T. A., Shishkin A. B. Lokal’noe opisanie
tselykh funktsii [Local description of entire func-
tions]. Issledovaniia po matematicheskomu anal-

izu. Itogi nauki. Iug Rossii. Mat. forum [Research

67



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 1

on mathematical analysis. The results of science.
South of Russia. Mat. forum]. Vladikavkaz, UMI
VSC RAS, 2014, vol. 8, pt. 1, pp. 218–230 (in Rus-
sian).

6. Volkovaya T. A., Shishkin A. B. Lokal’noe opisanie
tselykh funktsii. Podmoduli ranga 1 [Local descrip-
tion of entire functions. Submodules of rank 1].
Vladikavkaz. Mat. Zh., 2014, vol. 16, no. 2, pp. 14–
28 (in Russian).

7. Krasichkov-Ternovskii I. F. Invariant subspaces of
analytic functions. I. Spectral analysis on convex
regions. Math. USSR-Sb., 1972, vol. 16, no. 4,
pp. 471–500.

8. Azarin V. S. On the decomposition of an entire
function of finite order into factors having giv-
en growth. Math. USSR-Sb., 1973, vol. 19, no. 2,
pp. 225–226.

9. Krasichkov-Ternovskii I. F. Spectral synthesis in
a complex domain for a differential operator with
constant coefficients. IV : Synthesis. Russian

Acad. Sci. Sb. Math., 1993, vol. 76, no. 2, pp. 407–
426.

10. Khabibullin B. N. Teoremy sravneniia i odnorod-

nosti dlia subgarmonicheskikh funktsii. Dis. ...
kand. fiz.-mat. nauk [Comparison theorems for sub-
harmonic functions : Dr. phys. and math. sci. diss.].
Rostov-on-Don, 1985. 103 p. (in Russian).

11. Krasichkov I. F. Sravnenie tselykh funktsii tselo-
go poriadka po raspredeleniiu ikh kornei [Compar-
ison of entire functions of finite order by means
of the distribution of their roots]. Mat. Sb., 1966,
vol. 70(112), no. 2, pp. 198–230 (in Russian).

12. Pis’mennyi R. G. Factoring of an entire function
into two equivalent functions. Izv. Saratov Univ.

(N.S.), Ser. Math. Mech. Inform., 2009, vol. 9,
iss. 1, pp. 19–30 (in Russian).

13. Pis’mennyi R. G., Shishkin A. B. Rasshcheplenie
tselykh funktsii konechnogo poriadka na ekviva-
lentnye mnozhiteli [Splitting entire func-
tions of finite order in the equivalent fac-
tors]. Vest. Adyg. gos. un-ta. Ser. Estestvenno-

matematicheskie i tekhnicheskie nauki, 2010,
no. 2(61), pp. 23–28 (in Russian).

14. Volkovaya T. A. Synthesis in the Polynomial Kernel
of Two Analytic Functionals. Izv. Saratov Univ.

(N.S.), Ser. Math. Mech. Inform., 2014, vol. 14,
iss. 3, pp. 251–262 (in Russian).

15. Leont’ev A. F. Riady eksponent [Exponential se-
ries]. Moscow, Nauka, 1976, 536 p. (in Russian).

16. Gol’dberg A. A., Ostrovskii I. V. O proizvodnykh
i pervoobraznykh tselykh funktsii vpolne regu-
liarnogo rosta [Derivatives and primitives of entire
functions of completely regular growth]. Teoriia

funktsii, funkts. analiz i ikh pril. (Kharkiv), 1973,
no. 18, pp. 70–81 (in Russian).

УДК 517.984

ОБ ОБРАТНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ
ДЛЯ ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ

В. А. Юрко

Юрко Вячеслав Анатольевич, доктор физико-математических наук, заведующий кафедрой математической физики и вы-

числительной математики, Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чер-
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Исследуется обратная спектральная задача для операторов Штурма – Лиувилля на конечном интервале с периодическими

краевыми условиями в центрально-симметричном случае, когда потенциал симметричен относительно середины интерва-

ла. Обсуждается постановка обратной задачи, приводится алгоритм ее решения, а также необходимые и достаточные

условия разрешимости этой нелинейной обратной задачи.

Ключевые слова: дифференциальные операторы, периодические краевые условия, обратные спектральные задачи.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-1-68-75

ВВЕДЕНИЕ

Исследуется обратная спектральная задача для оператора Штурма–Лиувилля:

ℓy := y′′ + q(x)y, x ∈ (0, π),

на конечном интервале (0, π) с периодическими краевыми условиями. Обратные задачи заключаются в
восстановлении коэффициентов дифференциальных операторов по их спектральным характеристикам.
Такие задачи часто возникают в математике и приложениях. Обратные задачи для дифференциальных

c© Юрко В. А., 2016
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операторов с распадающимися краевыми условиями достаточно полно изучены (см. монографии [1–5]
и списки литературы). Более трудные обратные задачи для операторов Штурма–Лиувилля с нерас-
падающимися краевыми условиями изучались в [6–17] и других работах. В частности, периодическая
краевая задача рассматривалась в [6, 7, 9, 14]. И. В. Станкевич [6] предложил постановку обратной
задачи и доказал соответствующую теорему единственности. В. А. Марченко и И. В. Островский [7]
дали характеризацию спектра периодической краевой задачи в терминах специального конформного
отображения. Условия, предложенные в [7], трудны для проверки. Другой метод, использованный
в [9], позволил получить более удобные для проверки необходимые и достаточные условия разре-
шимости обратной задачи в периодическом случае. Аналогичные результаты получены в [9] и для
другого типа краевых условий, а именно

y′(0) − ay(0) + by(π) = y′(π) + dy(π) − by(0) = 0.

Позднее похожие результаты получены в [12, 13].
В данной статье исследуется случай, когда потенциал q симметричен относительно середины

интервала, т. е. q(x) = q(π−x) п.в. на (0, π). Симметричный случай требует нетривиальных изменений
в методе и позволяет задавать меньше спектральной информации, чем в общем случае. Некоторые
результаты для симметрического случая получены в [10] и [17]. В данной статье для симметрического
случая мы строим решение обратной спектральной задачи и даем характеризацию спектра. Для
удобства читателей в п. 1 мы кратко приводим известные результаты для общего (несимметрического)
случая.

1. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

Рассмотрим дифференциальное уравнение:

−y′′ + q(x)y = λy, x ∈ (0, π), (1)

где λ — спектральный параметр и q(x) ∈ L2(0, T ) — вещественнозначная функция, которая называется
потенциалом. Пусть C(x, λ), S(x, λ) и ψ(x, λ) — решения уравнения (1) при начальных условиях
C(0, λ) = S′(0, λ) = −ψ′(π, λ) = 1, C ′(0, λ) = S(0, λ) = ψ(π, λ) = 0. При каждом x функции C(ν)(x, λ),
S(ν)(x, λ) и ψ(ν)(x, λ), ν = 0, 1, являются целыми по λ порядка 1/2, причем

〈C(x, λ), S(x, λ)〉 ≡ 1, (2)

где 〈y, z〉 := yz′ − y′z — вронскиан функций y и z. Обозначим

∆(λ) = (C(π, λ) + S′(π, λ))/2, δ(λ) = (C(π, λ) − S′(π, λ))/2, p(λ) = 1 − ∆(λ).

Нули Λ = {λn}n>0 целой функции p(λ) совпадают с собственными значениями краевой задачи
L = L(q) для уравнения (1) с периодическими краевыми условиями:

y(0) − y(π) = y′(0) − y′(π) = 0.

Функция p(λ) называется характеристической функцией для L. Для удобства читателей приведем
здесь кратко известные результаты, относящиеся к краевой задачи L (подробнее см. [6,7,9]).

1. Все собственные значения λn вещественны и

λ0 < λ1 6 λ2 < λ3 6 λ4 < . . . , (3)

λ2n = (2n)2 + α + κ2n, λ2n−1 = (2n)2 + α + κ2n−1, {κn} ∈ l2, (4)

где α = 1
π

∫ π

0
q(t) dt. Здесь и далее один и тот же символ {κn} обозначает различные последователь-

ности из l2. Задание Λ однозначно определяет характеристическую функцию p(λ) по формуле

p(λ) =
π2

2
(λ − λ0)

∞∏

n=1

λ2n − λ

(2n)2

∞∏

n=1

λ2n−1 − λ

(2n)2
. (5)
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Кроме того,
max

λ∈[λ2n,λ2n+1]
p(λ) > 2, n > 0. (6)

2. Пусть Λ+ = {λ+
n }n>1 — нули целой функции p+(λ) := p(λ) − 2. Тогда {λ+

n }n>0 вещественны и

λ0 < λ+
1 6 λ+

2 < λ1 6 λ2 < λ+
3 6 λ+

4 < λ3 6 λ4 . . . , (7)

λ+
2n = (2n − 1)2 + α + κ2n, λ+

2n−1 = (2n − 1)2 + α + κ2n−1, {κn} ∈ l2. (8)

Обозначим: a2n = [λ2n−1, λ2n], a2n−1 = [λ+
2n−1, λ

+
2n], n > 1. Отрезки an называются лакунами.

3. Положим d(λ) := 〈ψ(x, λ), S(x, λ)〉 = S(π, λ) = ψ(0, λ). Нули γ = {γn}n>1 целой функции d(λ)

совпадают с собственными значениями краевой задачи L0 = L0(q) для уравнения (1) с краевыми
условиями Дирихле y(0) = y(π) = 0. Числа γn вещественны, γn ∈ an, и

γ1 < γ2 < γ3 < . . . ; γn = n2 + α + κn, {κn} ∈ l2. (9)

Задание спектра γ однозначно определяет функцию d(λ) по формуле

d(λ) = π

∞∏

n=1

γn − λ

n2
. (10)

Числа αn :=
∫ π

0
S2(x, γn) dx называются весовыми числами, а совокупность чисел {γn, αn}n>1 назы-

вается спектральными данными для краевой задачи L0. Имеем

αn = ḋ(γn)S′(π, γn), ḋ(λ) :=
d

dλ
d(λ), (11)

αn > 0; αn =
π

2n2

(
1 +

κn

n

)
, {κn} ∈ l2, (12)

ḋ(γn) =
(−1)nπ

2n2

(
1 +

κn

n

)
, {κn} ∈ l2, sign ḋ(γn) = (−1)n. (13)

Функции S(x, γn) и ψ(x, γn) являются собственными функциями для L0, причем

ψ(x, γn) = βnS(x, γn), βn 6= 0. (14)

Лемма 1. Справедливо соотношение

αnβn = −ḋ(γn). (15)

Доказательство. Так как

−ψ′′(x, λ) + q(x)ψ(x, λ) = λψ(x, λ), −S′′(x, γn) + q(x)S(x, γn) = γnS(x, γn),

то
d

dx
〈ψ(x, λ), S(x, γn)〉 = (λ − γn)ψ(x, λ)S(x, γn),

следовательно,

(λ − γn)

∫ π

0

ψ(x, λ)S(x, γn) dx = 〈ψ(x, λ), S(x, γn)〉
∣∣∣
π

0
= −d(λ).

При λ → λn это дает ∫ π

0

ψ(x, γn)S(x, γn) dx = −ḋ(γn).

Используя (14), приходим к (15). ¤

Обратная задача для краевой задачи L0 формулируется следующим образом.

Обратная задача 1. Даны спектральные данные {γn, αn}n>1, найти потенциал q.

Эта обратная задача относится к случаю распадающихся краевых условий. Известно, что задание
спектральных данных {γn, αn}n>1 однозначно определяет потенциал q. Глобальное решение нели-
нейной обратной задачи 1 может быть построено методом оператора преобразования или методом
спектральных отображений (подробнее см. [1–5]). В частности, эти методы позволяют описать необ-
ходимые и достаточные условия разрешимости обратной задачи 1, которые представлены в следующей
теореме.
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Теорема 1. Для того чтобы вещественные числа {γn, αn}n>1 были спектральными данными

для некоторой краевой задачи L0 с потенциалом q(x) ∈ L2(0, π), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись (9) и (12).

Вернемся теперь к периодической краевой задаче L. Из (2) вытекает, что

∆2(λ) − δ2(λ) − d(λ)d1(λ) ≡ 1, (16)

где d1(λ) := C ′(π, λ). В частности, (16) дает

δ2(γn) = ∆2(γn) − 1. (17)

Обозначим: Ω = {ωn}n>1, ωn = sign δ(γn). Последовательность Ω называется Ω-последовательностью
для q. В силу (17) имеем:

δ(γn) = ωn(∆2(γn) − 1)1/2, (18)

Так как S′(π, γn) = ∆(γn) − δ(γn), то из (11) и (18) следует, что

αn = ḋ(γn)(∆(γn) − ωn(∆2(γn) − 1)1/2). (19)

Обратная задача для периодического случая ставится следующим образом [6].

Обратная задача 2. Даны Λ, γ и Ω, построить потенциал q.

Эта обратная задача изучалась в [6, 7, 9, 14] и других работах. В [6] доказано, что задание Λ, γ

и Ω однозначно определяет потенциал q. Для построения q надо найти функции p(λ) и d(λ) по
формулам (5) и (10) и вычислить {αn}n>1 по формуле (19), где ∆(λ) = 1 − p(λ). Тогда, используя
спектральные данные {γn, αn}n>1, можно построить потенциал q, решая обратную задачу 1.

Лемма 2. Фиксируем n > 1. Соотношение δ(γn) = 0 верно тогда и только тогда, когда γn

лежит на одном из концов лакуны an.

В самом деле, в силу (17), δ(γn) = 0 тогда и только тогда, когда ∆(γn) = ±1, т.е. γn лежит на
одном из концов лакуны an.

Обозначим через J множество последовательностей Ω = {ωn}n>1 таких, что ωn = 0, если γn

лежит на одном из концов лакуны an и ωn = ±1 в противном случае. Ясно, что если Ω является
Ω-последовательностью для L, то Ω ∈ J . Следующая теорема из [9] устанавливает необходимые и
достаточные условия разрешимости обратной задачи 2.

Теорема 2 (см. [9]). Пусть заданы вещественные числа Λ = {λn}n>0, удовлетворяющие (3),
(4). Для того чтобы Λ была спектром некоторой краевой задачи L с вещественным потенци-

алом q(x) ∈ L2(0, π), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (6), где функция

p(λ) построена по формуле (5). Кроме того, если дополнительно задана последовательность

γ = {γn}n>1, γn ∈ an, удовлетворяющая (9), где Λ+ = {λ+
n }n>1 — нули функции p+(λ) = p(λ) − 2

и последовательность Ω = {ωn}n>1 ∈ J , то существует единственная вещественная функция

q(x) ∈ L2(0, π) такая, что Λ и γ являются спектрами задач L и L0 соответственно и Ω является

Ω-последовательностью для L.

Следующая теорема из [9] показывает, что один из концов каждой лакуны можно выбирать про-
извольно, учитывая только асимптотику.

Теорема 3 (см. [9]). Пусть заданы вещественные числа θn вида θn = n2 + α + κn, {κn} ∈ l2,

θn < θn+1. Тогда существует вещественная функция q(x) ∈ L2(0, π) (не единственная!) такая,

что для этого потенциала число θn лежит на одном из концов лакуны an при всех n > 1.
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2. ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫЙ СЛУЧАЙ

В этом параграфе мы рассмотрим случай, когда потенциал q симметричен относительно сере-
дины интервала, т.е. относительно замены x → π − x. Будем говорить, что q(x) ∈ L′

2(0, π), если
q(x) ∈ L2(0, π) и q(x) = q(π − x) п.в. на (0, π).

Теорема 4. q(x) ∈ L′
2(0, π) тогда и только тогда, когда βn = (−1)n−1, n > 1.

Доказательство. 1. Пусть q(x) ∈ L′
2(0, π). Тогда ψ(x, λ) ≡ S(π − x, λ). Используя (14), вычисляем

ψ(x, γn) = βnS(x, γn) = βnψ(π − x, γn) = β2
nS(π − x, γn) = β2

nψ(x, γn).

Следовательно, β2
n = 1. С другой стороны, из (14) вытекает, что βnS′(π, γn) = −1. Используя теорему

Штурма об осцилляции, заключаем, что βn = (−1)n−1, n > 1.
2. Пусть βn = (−1)n−1, n > 1. Положим q̃(x) := q(π − x). Условимся, что здесь и в дальнейшем,

если некоторый символ θ обозначает объект, относящийся к q, то θ̃ будет обозначать аналогичный
объект, относящийся к q̃.

Очевидно, что ψ̃(x, λ) ≡ S(π−x, λ), S̃(x, λ) ≡ ψ(π−x, λ), и следовательно, d(λ) ≡ d̃(λ) и γn = γ̃n,
n > 1. Так как βn = (−1)n−1, то из (14) вытекает, что ψ(x, γn) = (−1)n−1S(x, γn). Кроме того, в
силу (14) ψ̃(x, γn) = β̃nS̃(x, γn), поэтому S(π − x, γn) = β̃nψ(π − x, γn), т. е. β̃n = (βn)−1 = (−1)n−1.
Таким образом, βn = β̃n при всех n > 1. Учитывая (15), заключаем, что αn = α̃n при всех n > 1. Так
как задание спектральных данных {γn, αn}n>1 однозначно определяет потенциал, то получаем, что
q(x) = q̃(x) п. в. на (0, π), т. е. q(x) ∈ L′

2(0, π). ¤

Сначала рассмотрим обратную задачу для L0. В случае q(x) ∈ L′
2(0, π) не надо задавать весовые

числа {αn}n>1; достаточно задавать только один спектр γ.

Обратная задача 3. Дан спектр γ = {γn}n>1, построить потенциал q.

Известно [1–5], что в центрально-симметричном случае задание спектра γ = {γn}n>1 задачи L0

однозначно определяет потенциал q. Для построения q надо вычислить d(λ) по формуле (10) и весовые
числа αn = (−1)nḋ(γn), а затем найти q, решая обратную задачу 1. Характеризация спектра задачи
L0 дается следующей теоремой.

Теорема 5. Для того чтобы вещественные числа {γn}n>1 были собственными значениями

краевой задачи L0 с вещественным потенциалом q(x) ∈ L′
2(0, π), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялось (9).

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть заданы вещественные
числа {γn}n>1, удовлетворяющие (9). Построим функцию d(λ) по формуле (10) и числа {αn}n>1 по
αn = (−1)nḋ(γn). Наш план — использовать теорему 1. Для этого мы должны получить требуемую в
теореме 1 асимптотику чисел αn. Это кажется трудной задачей, так как функция d(λ) по построению
является бесконечным произведением. Но, к счастью, для вычисления αn можно также использовать
теорему 1 в качестве вспомогательного утверждения. В самом деле, в силу теоремы 1 существует
потенциал q̃(x) ∈ L2(0, π) (не единственный) такой, что γ = {γn}n>1 является спектром задачи
L̃0 := L0(q̃) с этим потенциалом. Тогда функция d(λ) является характеристической функцией для
L̃0 и, следовательно, верно (13), а значит, имеет место (12). По теореме 1 существует единственный
потенциал q(x) ∈ L2(0, π) такой, что числа {γn, αn}n>1 являются спектральными данными задачи
L0(q). Так как βn = (−1)n−1, n > 1, то по теореме 4 заключаем, что q(x) ∈ L′

2(0, π). ¤

Теорема 6 (см. [9]). q(x) ∈ L′
2(0, π) тогда и только тогда, когда γn лежит на одном из концов

лакуны an при всех n > 1.

Доказательство. 1) Пусть q(x) = q(π − x) п. в. на (0, π). Используя лемму 4 из [8], получаем
C(π, λ) ≡ S′(π, λ), т.е. δ(λ) ≡ 0. В силу леммы 2 заключаем, что γn лежит на одном из концов
лакуны an при всех n > 1.

2. Пусть γn лежит на одном из концов лакуны an при всех n > 1. По лемме 1 имеем δ(γn) = 0

при всех n > 1. Тогда функция F (λ) := δ(λ)/d(λ) является целой по λ и убывает на бесконечности.
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Это означает, что F (λ) ≡ 0 и, следовательно, C(π, λ) ≡ S′(π, λ). Используя лемму 4 из [8], получаем,
что q(x) = q(π − x) п. в. на (0, π). ¤

Будем писать an ∈ I0, если длина лакуны an равна нулю и an ∈ I1 в противном случае.
Рассмотрим теперь обратную задачу для периодической краевой задачи L. В общем случае в

обратной задаче 2 мы должны задавать Λ, γ и Ω. В случае центральной симметрии не надо зада-
вать γ. С другой стороны, последовательность Ω = {ωn}n>1 не несет никакой информации, потому
что в случае центрально-симметричного потенциала ωn = 0 при всех n > 1. К сожалению, в от-
личие от случая распадающихся условий, в периодическом случае задание спектра Λ не определяет
потенциал q однозначно, и нам необходима дополнительная информация. Для этого введем после-
довательность E = {εn}n>1, где εn = 0, если an ∈ I0, εn = 1, если an ∈ I1 и γn лежит на правом
конце лакуны an, εn = −1, если an ∈ I1 и γn лежит на левом конце лакуны an. Последовательность
E = {εn}n>1 называется E-последовательностью для потенциала q(x) ∈ L′

2(0, π). Обратная задача
для периодической краевой задачи L в случае центральной симметрии формулируется следующим
образом [9].

Обратная задача 4. Даны Λ и E, построить q.

Теорема 7 (см. [9]). Пусть q(x) ∈ L′
2(0, π). Тогда задание Λ и E однозначно определяет

потенциал q. Решение обратной задачи 1 может быть найдено по следующему алгоритму.

Алгоритм 1. Даны Λ и E.

1. Строим p(λ), используя (5).
2. Вычисляем функции ∆(λ) = 1 − p(λ) и p+(λ) = p(λ) − 2.

3. Находим нули Λ+ = {λ+
n }n>1 функции p+(λ).

4. Строим γ = {γn}n>1 по правилу: γn лежит на правом конце лакуны an, если εn = 1;

γn лежит на левом конце лакуны an, если εn = −1, и γn = an, если εn = 0.

5. Используя {γn}, вычисляем потенциал q(x) ∈ L′
2(0, π), решая обратную задачу 3.

Обозначим через J1 множество последовательностей E = {εn}n>1 таких, что εn = 0, если an ∈ I0,
и εn = ±1, если an ∈ I1. Ясно, что если E является E-последовательностью для q, то E ∈ J1.
Следующая теорема из [9] устанавливает необходимые и достаточные условия разрешимости обратной
задачи 4.

Теорема 8 (см. [9]). Пусть заданы вещественные числа Λ = {λn}n>0, удовлетворяющие (3),
(4). Последовательность Λ является спектром некоторой краевой задачи L с веществен-

ным потенциалом q(x) ∈ L′
2(0, π), тогда и только тогда, когда выполняется (6), где функ-

ция p(λ) строится по формуле (5). Кроме того, если дополнительно задана последовательность

E = {εn}n>1 ∈ J1, то существует единственная вещественная функция q(x) ∈ L′
2(0, π) такая,

что Λ совпадает со спектром L, а E является E-последовательностью для q.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть заданы вещественные
числа Λ = {λn}n>0, удовлетворяющие (3), (4). Построим функцию p(λ), используя (5), и вычислим
функции ∆(λ) = 1 − p(λ) и p+(λ) = p(λ) − 2. Пусть выполняется (6). Тогда существуют нули
Λ+ = {λ+

n }n>1 функции p+(λ) и верно (7). Используя (5) и аналогичные рассуждения, как и при
доказательстве теоремы 5 (см. также [4, с. 45]), получаем:

p(λ) = 1 − cos ρπ − a
sin ρπ

ρ
− κ(ρ)

ρ
, (20)

где κ(ρ) ∈ L2(−∞,∞) при вещественных ρ. Так как p+(λ) = p(λ)−2, то из (20) следует, что верно (8).
Пусть задана последовательность E = {εn}n>1 ∈ J1. Введем вещественные числа γ = {γn}n>1

следующим образом: γn лежит на правом конце лакуны an, если εn = 1; γn лежит на левом конце
лакуны an, если εn = −1; γn = an если εn = 0. Ясно, что верно (9). Построим функцию d(λ),
используя (10), и последовательность {αn}n>1 по формуле

αn = ḋ(γn)∆(γn), n > 1. (21)
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Так как ∆(λ) = 1 − p(λ), то из (20) вытекает, что

∆(λ) = cos ρπ + a
sin ρπ

ρ
+

κ(ρ)

ρ
.

Вместе с (9) это дает

∆(γn) = (−1)n
(
1 +

κn

n

)
, {κn} ∈ l2. (22)

Кроме того, верно (13). Из (13), (21) и (22) следует, что верно (12). Нетрудно проверить, что

sign ḋ(γn) = (−1)n, sign∆(γn) = (−1)n. (23)

В силу (21) и (23) заключаем, что αn > 0, n > 1. Тогда по теореме 1 существует единственный
вещественный потенциал q(x) ∈ L2(0, π) такой, что {γn, αn}n>1 являются спектральными данными
для краевой задачи L0 с этим потенциалом. Построим решения C(x, λ), S(x, λ) уравнения (1) с этим
потенциалом. Обозначим

∆̃(λ) = (C(π, λ) + S′(π, λ))/2, p̃(λ) = 1 − ∆̃(λ), p̃+(λ) = p̃(λ) − 2.

Используя (10) и (21), получаем ∆(γn) = ∆̃(γn), n > 1. Тогда функция F0(λ) := (∆(λ) − ∆̃(λ))/d(λ)

является целой по λ и убывает на бесконечности. Это означает, что F0(λ) ≡ 0, т. е. ∆(λ) ≡ ∆̃(λ)

и, следовательно, p(λ) ≡ p̃(λ), p+(λ) ≡ p̃+(λ). В частности, это означает, что последовательность
Λ = {λn}n>0 совпадает со спектром краевой задачи L для потенциала q. Так как γn лежит на одном
из концов лакуны an при всех n > 1, то из теоремы 6 следует, что q(x) ∈ L′

2(0, π). Теперь очевидно,
что E является E-последовательностью для q. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект № 1.1436.2014К)

и РФФИ (проект № 16-01-00015).
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(U -множества) для рядов по системе характеров группы Виленкина. Доказывается достаточное условие для U -множества

на группе Виленкина и строится континуальное замкнутое множество единственности на группе Виленкина для произволь-
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ВВЕДЕНИЕ

Известно [1], что счетное множество является U -множеством для системы Уолша на модифици-
рованном отрезке [0, 1]∗. Этот результат справедлив и для системы Виленкина на группе Виленкина,
причем доказательство полностью повторяет доказательство для системы Уолша. Н. А. Бокаев [2]
доказал достаточное условие для того, чтобы множество было U -множеством для системы Виленкина
на [0, 1]∗. Также Н. А. Бокаев [3] показал, что если у образующей последовательности существует
ограниченная в совокупности подпоследовательность, то для системы Виленкина существует конти-
нуальное замкнутое U -множество на [0, 1]∗. Там же было доказано, что если pn = n+2 для всех n ∈ N,
то континуальное замкнутое множество также существует. Покажем, что данные результаты спра-
ведливы для системы характеров на группе Виленкина для любой образующей последовательности.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть (pk)∞k=0 — произвольная последовательность простых чисел. По последовательности (pk)

построим последовательность (mk) следующим образом: m0 = 1, mk+1 = pkmk. Рассмотрим группу G,
состоящую из бесконечных последовательностей G = {(xk)∞k=0 : xk = 0, pk − 1}. Определим на
группе G операцию ⊕ следующим образом:

x ⊕ y
df
=(xk ⊕ yk)∞k=0, xk ⊕ yk = (xk ⊕ yk)mod pk.

Символом ⊖ будем обозначать операцию, обратную к ⊕. Группу G с такими операциями называют
группой Виленкина. Очевидно, что (Gn/Gn+1)

♯ = pn.
Элементы gn = (0, 0, . . . , 0n−1, 1n, 0n+1, . . .) образуют базисную систему в G, т.е. любой элемент

x ∈ G однозначно представим в виде ряда x =
∞∑

n=0
angn, an = 0, pn − 1. Смежные классы Gn ⊕ h

вместе с пустым множеством образуют полукольцо K . Равенство µ(Gn ⊕ h) = 1/mn определяет
на K меру, которая может быть продолжена по схеме Каратеодори. В результате получается мера,
совпадающая с мерой Хаара на борелевских подмножествах G. По мере µ по схеме Лебега строится
абсолютно сходящийся интеграл, инвариантный относительно сдвига.

Определение 1. Пусть n =
∞∑

k=0

nk

mk+1
∈ N0, nk = 0, pk − 1, z =

∞∑
k=0

zkgk ∈ G, zk = 0, pk − 1.

Функции rk(z) = e2πizk/pk назовем функциями Радемахера. Функции Vn(z) =
∞∏

k=0

(rk(z))εk назовем

функциями Виленкина на группе G.

Функции Виленкина Vn(z) являются характерами группы Виленкина G и образуют ортонормиро-
ванную систему в L2(G).
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Определение 2. Множество E ∈ G называется U -множеством для системы характеров {Vn(x)},
если из сходимости ряда

f(x) =

∞∑

n=0

cnVn(x) (1)

к нулю всюду вне E следует, что cn = 0 при всех n.

Теорема 1. Множество E ∈ G будет U -множеством для системы характеров {Vn(x)}, если
для него найдется последовательность функций Fk(x), k ∈ Z, обладающая свойствами:

1. Fk(x) =
sk∑

n=0
γ

(k)
n Vn(x), причем

а)
sk∑

n=0
|γ(k)

n | 6 B < ∞;

б) |γ(k)
0 | > A > 0;

в) γ
(k)
n → 0 при k → ∞, n > 2.

2. Fk(x) = 0 на E, кроме, быть может, точек множества Ek ⊂ E, про которое заранее

известно, что оно является U -множеством для системы {Vn(x)}.

Доказательство. Пусть ряд (1) сходится к нулю вне E. Покажем, что cn = 0 при всех n.

По условию 2 Fk(x) = 0 на E ⊂ G, следовательно, существует смежный класс Gl+1 ⊕ algl ⊂ G \E

такой, что Fk(x) 6= 0 при x ∈ Gl+1 ⊕ algl. На смежном классе Gl+1 ⊕ algl могут быть лишь точки
множества Ek ⊂ E, но µEk = 0, значит, ряд (1) сходится к нулю почти всюду на Gl+1⊕algl. Рассмотрим

f(x) · Fk(x) =

∞∑

n=0

cnVn(x) ·
sk∑

l=0

γ
(k)
l Vl(x) =

∞∑

n=0

sk∑

l=0

cnγ
(k)
l Vn⊕l(x) =

∞∑

j=0


 ∑

l⊕n=j

cnγ
(k)
l


 Vj(x).

Обозначим

a
(k)
j =

∑

l⊕n=j

cnγ
(k)
l =

sk∑

l=0

cj⊖lγ
(k)
l = cjγ

(k)
0 +

sk∑

l=1

cj⊖lγ
(k)
l .

По условию f(x) сходится к нулю вне E, а Fk(x) = 0 на E \ Ek, причем µEk = 0. Следовательно,
f(x) ·Fk(x) сходится к нулю вне Ek, которое является U -множеством, значит, для любого j a

(k)
j = 0.

Таким образом, cjγ
(k)
0 +

sk∑
l=1

cj⊖lγ
(k)
l = 0, т. е.

cj = − 1

γ
(k)
0

sk∑

l=1

cj⊖lγ
(k)
l .

Так как f(x) сходится к нулю, то для любого ε1 > 0 существует номер L такой, что для любого

l > L |cj⊖l| <
ε1A

2B
. Обозначим C = max

l
|cj⊖l|. Из условия 1, в) следует, что для любого ε2 > 0

существует номер K такой, что при k > K |γ(k)
l | <

ε2A

2CL
. Рассмотрим

|cj | =
1∣∣∣γ(k)
0

∣∣∣

∣∣∣∣∣

sk∑

l=1

cj⊖lγ
(k)
l

∣∣∣∣∣ 6
1

A

∣∣∣∣∣

L∑

l=1

cj⊖lγ
(k)
l

∣∣∣∣∣ +
1

A

∣∣∣∣∣

sk∑

l=L+1

cj⊖lγ
(k)
l

∣∣∣∣∣ 6

6
1

A
· ε2A

2CL

∣∣∣∣∣

L∑

l=1

cj⊖l

∣∣∣∣∣ +
1

A
· ε1A

2B

∣∣∣∣∣

sk∑

l=L+1

γ
(k)
l

∣∣∣∣∣ =
ε2

2CL
· C · L +

ε1

2B
· B =

ε2

2
+

ε1

2
< ε,

где ε = max{ε1, ε2}. Следовательно, для любого фиксированного j |cj | < ε при достаточно большом k,
т. е. для любого j cj = 0.

Теорема доказана.
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2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 2. Для системы характеров {Vn(x)} на группе Виленкина существует континуальное

замкнутое U -множество.

Доказательство. Множество E будем строить следующим образом.
На первом шаге разбиваем группу G = G0 на смежные классы G1 ⊕ a0g0 ранга p0 и удаляем

все смежные классы, кроме двух крайних, для определенности. Полученное множество обозначим
E0 = G1∪ (G1⊕ (p0−1)g0). Оставшиеся два смежных класса разбиваем на смежные классы G2⊕a1g1

ранга p1 и удаляем все смежные классы, кроме двух крайних. Получим множество

E1 = G2 ∪ (G2 ⊕ (p1 − 1)g1) ∪ (G2 ⊕ (p0 − 1)g0) ∪ (G2 ⊕ (p1 − 1)g1 ⊕ (p0 − 1)g0)

и т. д. Получившееся в результате этого процесса множество обозначим E, причем из построения
следует, что

µE0 =
2

p0
=

2

m1
, µE1 =

22

p0p1
=

22

m2
, . . . , µEs−1 =

2s

p0p1 . . . ps−1
=

2s

ms
.

Если последовательность {pn} содержит бесконечно много pn > 2, то µEs =
2

p0

2

p1
. . .

2

ps
→ 0

при s → ∞. Следовательно, µE = 0. В качестве последовательности функций {Fs(x)} рассмотрим
полиномы вида Fs(x) = (1 − Vms

(x))(1 − e2πi/psVms
(x)) и проверим выполнение условий теоремы 1.

Имеем:
Fs(x) = 1 − (1 + e2πi/ps)Vn(x) + e2πi/psV 2

mn
(x),

тогда сумма модулей коэффициентов при Vmn
(x) имеет следующую оценку:

νs∑

n=0

|γ(s)
n | = 1 + |1 + e2πi/ps | + |e2πi/ps | 6 4 < ∞,

а модуль нулевого коэффициента — |γ(s)
0 | = 1 > 0 для любого s. Условие 1, в) очевидно, так как

γ
(s)
n = 0 при s → ∞, n ∈ N . Функции Fs(x) = 0 на E, так как если x из левого промежутка, то

Vms
(x) = 1 и первый сомножитель равен 0; если из правого, то Vms

(x) = e2π(ps−1)/ps , и второй
сомножитель равен нулю. В качестве множества Es можно взять ∅.

Если же последовательность {pn} содержит бесконечно много pn = 2, тогда выделим ограничен-
ную в совокупности подпоследовательность {pnk

: pnk
= 2} и построим множество E следующим

образом.
На первом шаге из группы G0 убираем промежутки, образованные точками x, в разложении ко-

торых xn0
= 0, а остальные xj любые. Оставшееся множество обозначим как E0. Затем из мно-

жества G \ E0 убираем промежутки, образованные точками x, в разложении которых xn1
= 0,

а остальные xj — любые. Оставшееся множество обозначим как E1. На k-м шаге из множества
G \ Ek−1 убираем промежутки, образованные точками x, в разложении которых xnk

= 0, а осталь-

ные xj — любые. Оставшееся множество обозначим как Ek и т. д. Положим E =
∞⋂

k=0

Ek, где

Ek = {x : xn0
= xn1

= . . . = xnk
= 1}. Из построения следует, что

µE0 =
1

mn0

, µE1 =
pn0

mn1

=
2

mn1

, . . . , µEk =
pn0

pn1
. . . pnk−1

mnk

=
2k

mnk

.

Следовательно, µE = 0.
В качестве последовательности функций {Fs(x)} рассмотрим полиномы вида

Fs(x) =

pns−1∑

j=0

Vjmns
(x)

и проверим выполнение условий теоремы 1.
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Имеем Fs(x) =
pns−1∑
j=0

Vjmns
(x), тогда сумма модулей коэффициентов при Vjmns

(x) имеет следую-

щую оценку:
pns−1∑

n=0

|γ(s)
n | 6

pns−1∑

n=0

1 = pns
= 2 < ∞,

а модуль нулевого коэффициента — |γ(s)
0 | = 1 > 0 для любого s. Условие 1, в) очевидно, так как

γ
(s)
n = 0 при s → ∞, n ∈ N . По построению функции

Fs(x) =

pns−1∑

j=0

Vjmns
(x) =

pns−1∑

j=0

rj
ns

(x) =

pns−1∑

j=0

e
2πi

xk
pns

j
=

pns−1∑

j=0

e
2πi 1

pns
j

= 0

на E как сумма корней из единицы. В качестве множества Es можно взять ∅.
Теорема доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00102).
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Исследуются новые и известные алгоритмы работы бесплатформенных инер-

циальных навигационных систем, предназначенные для высокоточного опре-

деления параметров ориентации движущегося объекта (параметров Родрига –

Гамильтона (Эйлера)) в инерциальной системе координат. В основе построения

новых алгоритмов лежит использование классического кватерниона поворота Га-

мильтона, кватерниона с нулевой скалярной частью, который ставится в соответ-

ствие классическому кватерниону поворота с помощью кватернионного аналога

формулы Кэли, а также используется новое кватернионное дифференциальное

уравнение инерциальной ориентации движущегося объекта. Новые алгоритмы

построены с помощью метода последовательного приближения Пикара. В этих

алгоритмах в качестве входной информации используется интегральная первич-

ная информация об абсолютном угловом движении объекта. Показывается, что

новые алгоритмы имеют преимущества перед известными алгоритмами анало-

гичного порядка в смысле точности и сложности.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе для нахождения параметров инерциальной
ориентации движущегося объекта (твердого тела) с помощью бес-
платформенной инерциальной навигационной системы (БИНС) ис-
пользуется дифференциальное нелинейное кватернионное или мат-
ричное кинематическое уравнение типа Риккати [1]. Переменная в
этом уравнении — кватернион с нулевой скалярной частью (ассоци-
ированный кватернион) или четырехмерная кососимметрическая
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матрица, которые ставятся в соответствие классическому кватерниону конечного поворота или ква-
тернионной матрице поворота с помощью формул Кэли. Эта переменная отвечает четырехмерному
кососимметрическому оператору, который соответствует трехмерному вектору конечного поворота
θ = tg (ϕ/4)e движущегося объекта (ϕ — эйлеров угол поворота, e — единичный вектор эйлеровой
оси поворота объекта).

В статье рассмотрены новые кватернионный одношаговый алгоритм третьего порядка точности и
кватернионные двухшаговые алгоритмы третьего и четвертого порядков точности в четырехмерных
кососимметрических операторах, предназначенные для вычисления параметров инерциальной ори-
ентации объекта. Алгоритмы построены с помощью метода последовательного приближения Пикара,
используют в качестве входной информации интегральную первичную информацию измерителей абсо-
лютной угловой скорости объекта (приращения интегралов от проекций вектора абсолютной угловой
скорости объекта на связанные с ним координатные оси (квазикоординаты)). С помощью матема-
тического моделирования показывается, что эти алгоритмы имеют преимущества перед известными
алгоритмами аналогичного порядка в смысле точности и сложности. Статья является развитием ра-
бот [2–5].

1. КВАТЕРНИОННЫЕ КИНЕМАТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ОРИЕНТАЦИИ ТИПА РИККАТИ

Ортогональная кватернионная матрица поворота n = n(λ) [1], сопоставляемая кватерниону пово-
рота Гамильтона λ, связана с четырехмерной кососимметрической матрицей k формулами Кэли [1,6]:

n = (E − k)(E + k)−1, (1)

k = (E − n)(E + n)−1, (2)

n(λ) =




λ0 −λ1 −λ2 −λ3

λ1 λ0 λ3 −λ2

λ2 −λ3 λ0 λ1

λ3 λ2 −λ1 λ0


 , k =




0 −k1 −k2 −k3

k1 0 k3 −k2

k2 −k3 0 k1

k3 k2 −k1 0


 , (3)

n = n(λ) = n(λ0 + λv) = n(cos(ϕ/2) + e sin(ϕ/2)), eξ = ex = e1i1 + e2i2 + e3i3.

Здесь E — четырехмерная единичная матрица, запись вида n(λ) означает, что кватернионная матрица
n сопоставляется кватерниону λ, записанному в круглых скобках; ex и eξ — отображения единич-
ного вектора e на связанный с объектом базис X и инерциальный базис ξ соответственно, ei —
проекции вектора e на оси систем координат X и ξ (одинаковые при условии, что в начальном поло-
жении одноименные оси систем координат X и ξ совпадали); i1, i2, i3 — векторные мнимые единицы
Гамильтона.

Кососимметрическая матрица k имеет вид

k = −tg (ϕ/4)




0 −e1 −e2 −e3

e1 0 e3 −e2

e2 −e3 0 e1

e3 e2 −e1 0


 . (4)

Отметим, что если трехмерной кососимметрической матрице, связанной с матрицей направляющих
косинусов формулой Кэли, соответствует вектор k = −tg (ϕ/2)e, то четырехмерной кососимметриче-
ской матрице k, связанной этой формулой с кватернионной матрицей поворота n, соответствует, как
это следует из (4), вектор k = −tg (ϕ/4)e. При этом если трехмерная кососимметрическая матрица и
соответствующий ей вектор k не определены для углов ϕ = ±π, то четырехмерная кососимметриче-
ская матрица k и соответствующий ей вектор k не определены для углов ϕ = ±2π.

Матричное кинематическое уравнение, использующее в качестве переменной четырехмерную ко-
сосимметрическую матрицу k, определяемую формулой (4), может быть записано в одной из двух
следующих форм, имеющих вид матричных уравнений Риккати [1]:

4k• = −(E + k)Ω(E − k), (5)
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4k• = kΩk + Ωk − kΩ − Ω. (6)

В этих уравнениях верхняя точка — символ дифференцирования по времени, Ω — четырехмер-
ная кососимметрическая матрица, сопоставляемая отображению ωx вектора ω абсолютной угловой
скорости объекта на связанный базис X, имеющая вид

Ω =




0 −ω1 −ω2 −ω3

ω1 0 ω3 −ω2

ω2 −ω3 0 ω1

ω3 ω2 −ω1 0


 , (7)

где ωi — проекции вектора ω на оси связанной системы координат X.
Отметим, что в задачах определения ориентации движущегося объекта используется также [7,8]

матричное кинематическое уравнение, где в качестве переменной берется трехмерная кососиммет-
рическая матрица k, получаемая вычеркиванием первой строки и первого столбца в четырехмерной
матрице k, определяемой второй из формул (3). Это уравнение формально отличается от уравне-
ния (6) числовым коэффициентом, стоящим перед производной от используемой переменной (вместо
коэффициента 4 стоит коэффициент 2):

2k• = kΩk + Ωk − kΩ − Ω.

Матрица Ω в этом случае — трехмерная кососимметрическая матрица угловых скоростей, полу-
чаемая вычеркиванием первой строки и первого столбца в четырехмерной матрице Ω, определяемой
формулой (7), а трехмерная кососимметрическая матрица k связана с матрицей c направляющих
косинусов углов формулой Кэли [1]: c = (E − k)(E + k)−1.

Кососимметрические матрицы третьего (нечетного) и четвертого (четного) порядков имеют каче-
ственно различные свойства: если кососимметрические матрицы третьего порядка являются особыми
(их определители равны нулю), то кососимметрические матрицы четвертого порядка — нет (их опре-
делители всегда отличны от нуля). Кроме того, если многочлен любой степени от кососимметрической
матрицы третьего порядка сводится к многочлену второй степени, то многочлен любой степени от
кососимметрической матрицы четвертого порядка сводится к многочлену первой степени. Последнее
обстоятельство делает использование матричного кинематического уравнения (6) в четырехмерных
кососимметрических операторах при построении алгоритмов определения ориентации движущихся
объектов с помощью БИНС более эффективным по сравнению с использованием кинематического
уравнения в трехмерных кососимметрических операторах.

В кватернионной записи кватернионные аналоги формул Кэли, связывающие кватернион пово-
рота λ с соответствующим трехмерным вектором k (точнее, с кватернионом k, имеющим нулевую
скалярную часть), имеют вид

λ = (1 + k)−1 ◦ (1 − k) = (1 − k) ◦ (1 + k)−1, (8)

k = (1 + λ)−1 ◦ (1 − λ) = (1 − λ) ◦ (1 + λ)−1, (9)

где

λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3 = λ0 + λv = cos(ϕ/2) + sin(ϕ/2)(e1i1 + e2i2 + e3i3),

k = k1i1 + k2i2 + k3i3 = −tg (ϕ/4)(e1i1 + e2i2 + e3i3),

центральный кружок — символ кватернионного произведения.
Из этих формул следует, что четырехмерной кососимметрической матрице k, порождаемой фор-

мулой Кэли, отвечает кватернион k = −tg (ϕ/4)(e1i1 + e2i2 + e3i3) с нулевой скалярной частью.
Кватернионные кинематические уравнения типа Риккати, соответствующие матричным уравнени-

ям (5) и (6), имеют следующий вид [1]:

4k• = −(1 − k) ◦ ωx ◦ (1 + k), (10)
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4k• = k ◦ ωx ◦ k + k ◦ ωx − ωx ◦ k − ωx = k ◦ ωx ◦ k − 2ωx × k − ωx, (11)

где кватернионная переменная k = k1i1 + k2i2 + k3i3 и кватернион угловой скорости ωx = ω1i1 +

+ω2i2 +ω3i3 — кватернионы с нулевыми скалярными частями, × — символ векторного произведения.
Отметим, что векторы конечных поворотов θ = tg (ϕ/4)e и θ = ctg (ϕ/4)e и соответствующие им

векторные кинематические уравнения рассматривались в [9].
Кроме того, отметим аддитивное вхождение матрицы угловых скоростей Ω в матричное кинемати-

ческое уравнение (6), кватерниона угловой скорости ωx — в кватернионное кинематическое уравне-
ние(11), а вектора угловой скорости ω — в часто используемое векторное кинематическое уравнение
для вектора ϕ = ϕe эйлерова конечного поворота твердого тела. Поэтому первое приближение реше-
ний этих уравнений на шаге интегрирования, построенное методом последовательного приближения
Пикара, есть приращение интеграла на шаге интегрирования от вектора абсолютной угловой скоро-
сти объекта, непосредственно измеряемое на борту движущегося объекта большинством современных
датчиков угловой скорости. Это делает указанные уравнения более удобными для построения алго-
ритмов определения инерциальной ориентации движущегося объекта, использующих интегральную
первичную информацию об угловом движении объекта, по сравнению с классическим кватернионным
кинематическим уравнением:

2λ• = λ ◦ ωx,

использующим в качестве переменной кватернион ориентации λ.
Известно, что компонента λ∗

0 скалярной части и компоненты λ∗
i (i = 1, 2, 3) векторной части

кватерниона приращения λ∗ кватернионной переменной λ, вычисляемые на шаге интегрирования, от-
личаются на несколько порядков: величина λ∗

0 близка к единице, в то время как величины λ∗
i имеют

порядок, равный 10−5 и меньше (в зависимости от вида углового движения объекта и шага интегри-
рования). Близость компоненты λ∗

0 приращения λ∗ кватернионной переменной λ, вычисляемого на
шаге интегрирования, к единице может приводить к потере точности определения ориентации при
малой ограниченной разрядной сетке бортового вычислителя. Поэтому при построении алгоритмов
численного интегрирования классического кватернионного кинематического уравнения целесообразно
вместо переменной λ∗

0 использовать новую переменную, равную 1−λ∗
0. Во многих алгоритмах, предло-

женных зарубежными и отечественными авторами, величины λ∗
j вычисляются через промежуточные

кинематические параметры ϕi, являющиеся проекциями вектора ϕ = ϕe эйлерова конечного поворота
объекта на связанные координатные оси. Нами предлагается вычислять величины λ∗

j через другие
промежуточные кинематические параметры ki, являющиеся проекциями вектора k = −tg (ϕ/4)e ко-
нечного поворота объекта на связанные координатные оси.

2. АЛГОРИТМЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНЕРЦИАЛЬНОЙ ОРИЕНТАЦИИ

В основе решения задач автономного определения ориентации движущегося объекта лежит чис-
ленное интегрирование дифференциальных уравнений инерциальной ориентации объекта на его бор-
ту. Для интегрирования этих уравнений могут быть использованы стандартные методы численного
интегрирования дифференциальных уравнений, такие как метод Рунге –Кутта, метод прогноза и
коррекции и другие стандартные методы, использующие мгновенную информацию о проекциях ωi

вектора ω абсолютной угловой скорости объекта на связанные координатные оси, а также числен-
ные методы, специально разработанные для интегрирования уравнений инерциальной ориентации и
использующие либо мгновенную информацию о проекциях ωi, либо интегральную информацию (при-
ращения интегралов от проекций ωi угловой скорости объекта на связанные координатные оси).

Выбор того или иного метода интегрирования зависит от того, для какого класса движущихся
объектов он предназначен (зависит от законов и параметров ожидаемых вращательных движений
объекта). Критериями при выборе метода служат требуемая точность вычисления параметров ори-
ентации и объем необходимых вычислений. Ниже приводятся новые алгоритмы [2–5], построенные
методом последовательного приближения Пикара с использованием формул Кэли и кватернионного
кинематического уравнения типа Риккати (11). Отметим, что порядок точности алгоритма, например
второй, означает, что методическая накапливающаяся погрешность алгоритма пропорциональна h2,

где h — шаг интегрирования.
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Алгоритмы инерциальной ориентации движущегося объекта (как правило, алгоритмы вычисле-
ния кватерниона λ инерциальной ориентации) строятся по общей рекуррентной схеме, имеющей в
кватернионной записи следующий вид:

λ(tn) = λ(tn−1) ◦ λ∗, (12)

λ = λ0 + λv = λ0 +

3∑

k=1

λkik, λ∗ = λ∗
0 + λ∗

v = λ∗
0 +

3∑

k=1

λ∗
kik.

Здесь λ∗
j — приращения параметров Эйлера (Родрига – Гамильтона) λj на шаге интегрирования

h = tn − tn−1; λv,λ
∗
v — векторные части кватернионов λ и λ∗.

Приращения λ∗
0, λ

∗
i (i = 1, 2, 3) (или λ∗

0,λ
∗
v) параметров Эйлера вычисляются на каждом шаге ин-

тегрирования по соотношениям, вид которых зависит от выбранного метода численного интегрирова-
ния. Часто, как уже отмечалось, приращения λ∗

j вычисляются через промежуточные кинематические
параметры ϕi, являющиеся проекциями вектора ϕ = ϕe эйлерова конечного поворота объекта на
связанные координатные оси, по формулам

λ∗
0 = cos(ϕ/2), λ∗

k = ϕ−1ϕk sin(ϕ/2) (k = 1, 2, 3), ϕ = (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3)

1/2. (13)

В свою очередь, переменные ϕi находятся по одному из выбранных алгоритмов численного инте-
грирования (с нулевыми начальными условиями) матричного дифференциального уравнения Стьюль-
пнагеля [7,8] (J. Stuelpnagel):

k• = Ω − 1

2
(Ωk − kΩ) +

1

ϕ2
(1 − ϕ

2
ctg (ϕ/2))(k2Ω + Ωk2 − 2kΩk),

в котором k и Ω — трехмерные кососимметрические матрицы, сопоставляемые векторам ϕ и ω

соответственно (построены из проекций этих векторов на связанные координатные оси), или эквива-
лентного ему векторного дифференциального уравнения Борца [10] (J. E. Bortz):

ϕ• = ω +
1

2
ϕ × ω +

1

ϕ2
(1 − ϕ

2
ctg (ϕ/2))ϕ × (ϕ × ω). (14)

Каждое из этих уравнений является существенно нелинейным и содержит особую точку ϕ = ±2π.

Отметим, что при построении многих предложенных алгоритмов ориентации приращение век-
тора ϕ на шаге интегрирования вычисляется с помощью интегрирования уравнения Борца
(14), в котором отбрасывается или упрощается [11, 12] третье нелинейное слагаемое, содержа-
щее двойное векторное произведение. Так, в [11] в третьем слагаемом уравнения (14) полага-
ется (1/ϕ2)(1 − (ϕ/2)ctg (ϕ/2)) ≈ 1/12, а затем получающееся в этом уравнении выражение
(1/2)ϕ × ω + (1/12)ϕ × (ϕ × ω) упрощается. Такие упрощения допустимы лишь при построении
алгоритмов, не выше третьего порядка точности. Нами приращения параметров Эйлера предлагается
вычислять через другие промежуточные кинематические параметры — проекции xi вектора конечного
поворота x = −k = tg (ϕ/4)e на связанные координатные оси по формулам

λ∗ = (1 − x2 + 2x)/(1 + x2), x2 = x • x = x2
1 + x2

2 + x2
3 (15)

или по эквивалентным им формулам

λ∗
0 = (1 − x2)/(1 + x2), λ∗

v = 2x/(1 + x2), x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3. (16)

В свою очередь, переменные xi находятся по одному из выбранных алгоритмов численного инте-
грирования (с нулевыми начальными условиями) нового кватернионного кинематического уравнения
типа Риккати (10) или (11), принимающего с учетом введенной новой переменной x вид (17) или (18):

4x• = ωx + x ◦ ωx − ωx ◦ x − x ◦ ωx ◦ x, (17)

4x• = ωx − 2ωx × x − x ◦ ωx ◦ x. (18)
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Соотношения (15) (или (16)), связывающие приращение λ∗ кватерниона поворота λ на шаге инте-
грирования с вектором поворота x, и дифференциальное уравнение (18) для вектора x гораздо проще
соотношений (13), связывающих приращение λ∗ с вектором поворота ϕ, и дифференциального урав-
нения (14) для вектора ϕ (уравнения Борца). Поэтому нами для построения алгоритмов ориентации
БИНС предлагается использовать уравнение (18) и соотношения (15) (или (16)).

Приведем исследуемые новые алгоритмы вычисления приращений λ∗
j параметров Эйлера λj на

шаге интегрирования, построенные (с помощью метода последовательного приближения Пикара) с
использованием формул Кэли и кватернионного кинематического уравнения типа Риккати [2–5].

2.1. Одношаговые алгоритмы третьего порядка точности

Алгоритм 1.

λ∗
0 = (1 − x2)/(1 + x2), λ∗

v = 2x/(1 + x2), x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3,

x = aγ + bγ∗ × γ − cγ ◦ γ∗ ◦ γ, (19)

γ =

tn∫

tn−1

ω(t)dt, γ∗ =

tn−1∫

tn−2

ω(t)dt.

Алгоритм 2. В этом алгоритме кватернионная переменная x с нулевой скалярной частью вычис-
ляется по формуле

x = aγ + bγ∗ × γ + d(γ∗2γ∗ + γ2γ), (20)

γ2 = γ • γ = γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 , γ∗2 = γ∗ • γ∗ = γ∗2

1 + γ∗2
2 + γ∗2

3 .

Остальные соотношения алгоритма 1 не изменяются.

2.2. Двухшаговый алгоритм третьего порядка точности

λ∗
0 = (1 − x2)/(1 + x2), λ∗

v = 2x/(1 + x2), x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3,

x = a(γ
′

+ γ
′′

) + eγ
′ × γ

′′ − ℓγ
′′ ◦ γ

′ ◦ γ
′′

, (21)

γ
′

=

tn−1+h/2∫

tn−1

ω(t)dt, γ
′′

=

tn−1+h∫

tn−1+h/2

ω(t) dt.

2.3. Двухшаговый алгоритм четвертого порядка точности

Первый вариант:

λ∗
0 = (1 − x2)/(1 + x2), λ∗

v = 2x/(1 + x2), x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3,

x = a(γ
′

+ γ
′′

) + eγ
′ × γ

′′

+ b(γ
′2γ

′

+ γ
′′2γ

′′

) = (a + bγ
′2)γ

′

+ (a + bγ
′′2)γ

′′

+ eγ
′ × γ

′′

. (22)

Второй вариант:

λ∗
0 = (1 − x2)/(1 + x2), λ∗

v = 2x/(1 + x2), x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3,

x = a(γ
′

+ γ
′′

) + eγ
′ × γ

′′

+ b(γ
′2γ

′

+ γ
′′2γ

′′

) + b[(γ
′ · γ′′

+ γ
′′2)γ

′ − (γ
′ · γ′′

+ γ
′2)γ

′′

] =

= [a + b(γ
′2 + γ

′ · γ′′

+ γ
′′2)]γ

′

+ [a + b(γ
′′2 − γ

′ · γ′′ − γ
′2)]γ

′′

+ eγ
′ × γ

′′

. (23)

В этих алгоритмах a, b, c, d, e, ℓ — числовые коэффициенты.

Замечание 1. Термины «одношаговый», «двухшаговый» и «четырехшаговый» алгоритм означают,
что шаг интегрирования равен соответственно дискретности, удвоенной дискретности и учетверен-
ной дискретности выдачи интегральной первичной информации гироскопов (измерителей абсолютной
угловой скорости движущегося объекта).
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3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ

С применением математического моделирования работы БИНС исследованы известные (приведен-
ные в [1]) алгоритмы определения инерциальной ориентации движущегося объекта, использующие
интегральную первичную информацию о вращательном движении объекта: метод средней скоро-
сти [1, формулы (7.18)], имеющий второй порядок точности; одношаговый [1, формулы (7.20)] и двух-
шаговый [1, формулы (7.22)] алгоритмы третьего порядка точности; двухшаговый алгоритм четвертого
порядка точности [1, с. 355] и четырехшаговый алгоритм четвертого порядка точности А. П. Пано-
ва [9, с. 157, 158]:

λ∗
0 = cos(ϕ/2), λ∗

k = ϕ−1ϕk sin(ϕ/2) (k = 1, 2, 3), ϕ = (ϕ2
1 + ϕ2

1 + ϕ2
1)

1/2, (24)

ϕ =
4∑

i=1

γ(i) +
22

45
[Γ(1) + Γ

(2)][γ(3) + γ(4)] +
32

45
[Γ(1)γ(2) + Γ

(3)γ(4)], (25)

ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), γ(i) = (γ
(i)
1 , γ

(i)
2 , γ

(i)
3 ) (i = 1, 2, 3, 4) — векторы-столбцы,

Γ
(i) =




0 −γ
(i)
3 γ

(i)
2

γ
(i)
3 0 −γ

(i)
1

−γ
(i)
2 γ

(i)
1 0


 ,

γ
(1)
k =

tn−1+h/4∫

tn−1

ωk(t) dt, γ
(2)
k =

tn−1+h/2∫

tn−1+h/4

ωk(t)dt,

γ
(3)
k =

tn−1+3h/4∫

tn−1+h/2

ωk(t) dt, γ
(4)
k =

tn−1+h∫

tn−1+3h/4

ωk(t)dt (k = 1, 2, 3), (26)

получающийся (используются наши обозначения) из его алгоритма [9, формулы (3.3.38), (3.3.39),
(3.3.45)] шестого порядка точности вычисления вектора ϕ (опечатка: вместо (32/55) в формулах
(3.3.45) из [9] должно быть (32/45)), а также новые алгоритмы ориентации, приведенные в дан-
ной статье: одношаговые алгоритмы третьего порядка точности (19), (20) и двухшаговый алгоритм
четвертого порядка точности (22).

Отметим, что известный одношаговый алгоритм третьего порядка точности [1, формулы (7.20)]
был приведен ранее в работах [13,14] (он также приводится в [12]), а двухшаговый алгоритм третьего
порядка точности [1, формулы (7.22)] (см. также [12]) и двухшаговый алгоритм четвертого поряд-
ка точности были получены в [1, с. 355] на основе двухшагового алгоритма вычисления координат
вектора ориентации ϕ = ϕe четвертого порядка точности, приведенного в [9], при учете связей ко-
ординат этого вектора с параметрами Эйлера. Эти алгоритмы ориентации отличаются простотой и
хорошей точностью. Метод средней скорости, приведенный и исследованный ранее в [15–17], отно-
сится к алгоритмам второго порядка точности, которые широко использовались в алгоритмах БИНС
космических кораблей «Союз Т/ТМ/ТМА», «Прогресс М/М1» [12]. Аналогичные алгоритмы второго
порядка точности использовались и для орбитальных станций «Мир», Международной космической
станции (МКС) [12]. Четырехшаговый алгоритм четвертого порядка точности А. П. Панова реализо-
ван в алгоритмах БИНС, построенных на лазерных гироскопах.

Одной из отличительных черт проведенного исследования заключается в изучении точности
(вычислительного дрейфа) алгоритмов ориентации при наличии высокочастотных (порядка 100
или 400 гц) колебаний основания с учетом частоты съема первичной интегральной информации
1000 или 2000 гц.

Исследование проведено с помощью объемного математического моделирования. При моделирова-
нии движения объекта предполагается, что он совершает по каждой из угловых переменных ψ, ϑ, γ

(типа самолетных углов) отдельные гармонические колебания или совершает по каждой из угловых
переменных композицию нескольких гармонических колебаний с разными амплитудами и частотами.
Задание таких законов движения объекта позволяет наиболее полно выявить точностные возможности
исследуемых алгоритмов (традиционно при исследовании алгоритмов ориентации движение объекта
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задается в виде конического движения, т.е. моделируется колебательное движение объекта по двум,
а не трем угловым переменным). Вычисления проводились с 32- или 64-разрядной сеткой (последняя
использовалась при моделировании алгоритмов четвертого порядка точности). Шаг интегрирования h

выбирался из интервала [0.0005 c ÷ 0.1 c]. Время движения объекта (интегрирования) — 600 с
(10 мин).

Моделирование поводилось как для отдельных низкочастотных угловых гармонических колебаний
объекта (частоты колебаний fψ = fγ = 1 гц, fϑ = 0.5 гц) с малыми (ψ+ = 1 град, ϑ+ = 2 град,
γ+ = 3 град) и большими (ψ+ = 15 град, ϑ+ = 5 град, γ+ = 15 град) амплитудами (а также для
других вариантов отдельных низкочастотных угловых гармонических колебаний объекта с бо́льшими
амплитудами и частотами), так и для композиций высокочастотных и низкочастотных гармонических
колебаний объекта, в частности для следующих параметров гармоник:

первая высокочастотная гармоника: частоты — fψ = 380 гц, fϑ = 400 гц, fγ = 420 гц; амплитуды
(одинаковые) – ψ+ = ϑ+ = γ+ = 2.5 угл. с или ψ+ = ϑ+ = γ+ = 25 угл. с;

вторая высокочастотная гармоника: частоты — fψ = 60 гц, fϑ = 80 гц, fγ = 100 гц; амплитуды —
ψ+ = 1 угл. мин, ϑ+ = 1.5 угл. мин, γ+ = 2 угл. мин или ψ+ = 10 угл. мин, ϑ+ = 15 угл. мин,
γ+ = 20. угл. мин;

третья низкочастотная гармоника: частоты — fψ = fϑ = fγ = 1 гц (одинаковые) или fψ = 1 гц,
fϑ = 2 гц, fγ = 3 гц; амплитуды — ψ+ = 6 град, ϑ+ = 8 град, γ+ = 10 град.

Отметим, что приведенные ниже погрешности алгоритмов численного интегрирования, использу-
ющих интегральную информацию о движении объекта, включают в себя погрешности вычисления
приращений интегралов от проекций вектора абсолютной угловой скорости объекта (т. е. включа-
ют погрешности формирования входной интегральной информации алгоритмов ориентации), вели-
чины которых зависят от числа M точек разбиения интервалов вычисления приращений интегралов
(M = 11, 21, 41, ...) и от задаваемых угловых движений объекта (эта погрешность существенно влияет
на точность определения ориентации с помощью алгоритмов третьего и выше порядков точности).

Приведем основные выводы, касающиеся точностных характеристик алгоритмов ориентации для
различных угловых движений объекта (для отдельных трехчастотных гармонических колебаний объ-
екта по углам Эйлера –Крылова и для их композиций).

3.1. Отдельные трехчастотные гармонические колебания объекта по углам Эйлера – Крылова

3.1.1. Случай, когда частоты колебаний fψ = fγ = 1 гц, fϑ = 0.5 гц, а амплитуды колебаний
либо малые: ψ+ = 1 град, ϑ+ = 2 град, γ+ = 3 град, либо большие: ψ+ = 15 град, ϑ+ = 5 град,
γ+ = 15 град.

1. Анализ изменения во времени методических погрешностей определения углов ориентации объ-
екта показывает, что погрешность вычисления каждого из углов ориентации имеет две составляющие:
медленно изменяющуюся составляющую, монотонно возрастающую во времени, и быстро изменяющу-
юся периодическую составляющую, период изменения которой определяется периодом гармонических
колебаний объекта (для отдельных низкочастотных угловых гармонических колебаний объекта этот
период равен 2 с или 1 с).

2. Погрешность вычисления углов ориентации при совершении объектом угловых колебаний с
большими амплитудами увеличивается в среднем на два порядка по сравнению с погрешностями для
угловых колебаний с малыми амплитудами.

3. При увеличении шага интегрирования на порядок погрешности вычисления углов ориентации
увеличиваются на 2÷ 3 и более порядков; при совершении объектом угловых колебаний с большими
амплитудами худшие результаты для шага интегрирования h = 0.1 с дает одношаговый алгоритм
третьего порядка точности [1, формулы (7.20)], использующий информацию из предыдущего шага
интегрирования, а наименьшую — новый двухшаговый алгоритм четвертого порядка точности (22) и
четырехшаговый алгоритм четвертого порядка точности А. П. Панова (24), (25); причем эти алгорит-
мы для этого большого шага интегрирования в отличие от других исследуемых алгоритмов остаются
работоспособными, имея по угловым переменным ψ, ϑ, γ накопленные методические погрешности, рав-
ные 2.92 ·10−2 град, 4.52 ·10−3 град, 1.63 ·10−2 град и 2.09 ·10−2 град, 3.93 ·10−3 град, 1.48 ·10−2 град
соответственно.
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Замечание 2. Отметим, что при сравнении потенциальной точности двухшагового и четырех-
шагового алгоритмов четвертого порядка точности нужно сравнивать результаты интегрирования,
полученные с помощью четырехшагового алгоритма для шага интегрирования, вдвое превосходящего
шага интегрирования дифференциальных уравнений ориентации объекта с помощью двухшагового
алгоритма, так как двухшаговый алгоритм может быть реализован с частотой, вдвое превосходящей
частоту реализации четырехшагового алгоритма. Для шага интегрирования h = 0.2 с четырехшаговый
алгоритм (24), (25) имеет по угловым переменным ψ, ϑ, γ накопленные методические погрешности,
равные 3.20 · 10−1 град, 1.20 · 10−1 град, 4.72 · 10−1 град соответственно. Эти погрешности более чем
на порядок превосходят погрешности нового двухшагового алгоритма (22) для шага интегрирования
h = 0.1 с.

4. Для моделируемых низкочастотных угловых движений объекта с малыми амплитудами метод
средней скорости [1, (7.18)] имеет хорошую точность, поэтому он, как известно [12], широко исполь-
зуется для определения ориентации космических аппаратов. При шаге интегрирования h = 0.001 с его
погрешности составляют величины 9.73·10−7 град, 1.25·10−7 град и 5.74·10−7 град по переменным ψ,
ϑ, γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.01 с эти погрешности составляют величины
9.75 · 10−5 град, 1.20 · 10−5 град и 5.97 · 10−4 град соответственно (при одинаковом числе M = 11

точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении интегралов от проекций угло-
вой скорости объекта), т. е. увеличиваются на два порядка. Новый одношаговый алгоритм третьего
порядка точности (19) имеет в этих случаях погрешности, равные 3.30 · 10−8 град, 1.95 · 10−8 град,
9.99 ·10−8 град и 4.65 ·10−6 град, 2.58 ·10−6 град, 1.62 ·10−5 град по переменным ψ, ϑ, γ соответственно
(при том же числе M = 11 точек разбиения шага интегрирования).

Для моделируемых низкочастотных угловых движений объекта с большими амплитудами погреш-
ности метода средней скорости увеличиваются в среднем на 2 порядка и составляют (при шагах
интегрирования, равных 0.001 с и 0.01 с) величины 1.17 · 10−4 град, 4.33 · 10−5 град, 1.68 · 10−4 град
и 1.20 · 10−2 град, 4.50 · 10−3 град, 1.72 · 10−2 град по переменным ψ, ϑ, γ соответственно, в то время
как новый одношаговый алгоритм третьего порядка точности (19) имеет при шаге интегрирования
h = 0.01 с значительно меньшие погрешности, равные 2.49 ·10−4 град, 2.67 ·10−3 град, 9.12 ·10−4 град
по переменным ψ, ϑ, γ соответственно.

5. Для моделируемых низкочастотных угловых движений объекта с большими амплитудами из
всех одношаговых алгоритмов ориентации наименьшую методическую погрешность имеет новый од-
ношаговый алгоритм третьего порядка точности (19). При шаге интегрирования h = 0.001 с его
погрешности составляют величины 3.53 · 10−7 град, 2.73 · 10−6 град и 4.12 · 10−7 град по перемен-
ным ψ, ϑ, γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.002 с эти погрешности составляют
величины 9.89 · 10−7 град, 2.14 · 10−5 град и 6.03 · 10−6 град соответственно, т. е. при увеличении
шага интегрирования в 2 раза погрешность по переменной ψ увеличивается примерно в 3 раза, по
переменной ϑ — в 8 раз, а по переменной γ — в 15 раз. При шаге интегрирования h = 0.001 с погреш-
ности известного одношагового алгоритма третьего порядка точности [1, (7.20)] составляют величины
6.29 · 10−7 град, 8.03 · 10−6 град и 1.26 · 10−6 град по переменным ψ, ϑ, γ соответственно, а при шаге
интегрирования h = 0.002 с эти погрешности составляют величины 3.57 · 10−6 град, 6.42 · 10−5 град
и 1.30 · 10−5 град соответственно, т. е. при увеличении шага интегрирования в 2 раза погрешность
по переменной ψ увеличивается примерно в 6 раз, по переменной ϑ — в 8 раз, а по переменной γ —
в 10 раз. Число точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении интегралов от
проекций угловой скорости объекта, для шага интегрирования h = 0.001 бралось равным 21, а для
шага интегрирования h = 0.002 бралось равным 41.

6. Из всех многошаговых алгоритмов ориентации наименьшую методическую погрешность имеет
новый двухшаговый алгоритм четвертого порядка точности (22) и четырехшаговый алгоритм четвер-
того порядка точности А. П. Панова (24), (25). При шаге интегрирования h = 0.001 с погрешности
двухшагового алгоритма (22) составляют величины 4.13 · 10−7 град, 1.47 · 10−7 град и 5.40 · 10−7 град
по переменным ψ, ϑ, γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.002 с эти погрешности со-
ставляют величины 1.66 ·10−6 град, 5.87 ·10−7 град и 2.16 ·10−6 град соответственно (при одинаковом
числе M = 21 точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении интегралов от
проекций угловой скорости объекта). При шаге интегрирования h = 0.002 с погрешности четырехша-
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гового алгоритма (24), (25) составляют величины 4.16 ·10−7 град, 1.47 ·10−7 град и 5.42 ·10−7 град по
переменным ψ, ϑ, γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.004 с эти погрешности состав-
ляют величины 1.70·10−6 град, 5.95·10−7 град и 2.19·10−6 град соответственно (при одинаковом числе
M = 41 точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении интегралов от проек-
ций угловой скорости объекта). Погрешности нового двухшагового алгоритма (22) и четырехшагового
алгоритма четвертого порядка точности А. П. Панова (24), (25) для этого случая движения объекта
оказались примерно равными (с незначительным преимуществом нового алгоритма, см. замечание 2).

Погрешности известного алгоритма четвертого порядка точности [1, с. 355] при шаге интегри-
рования h = 0.001 с составляют величины 6.85 · 10−7 град, 2.64 · 10−7 град и 8.07 · 10−7 град по
переменным ψ, ϑ, γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.002 с эти погрешности состав-
ляют величины 4.83 · 10−6 град, 1.63 · 10−6 град и 5.31 · 10−6 град соответственно (при одинаковом
числе M = 21 точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении интегралов от
проекций угловой скорости объекта).

Замечание 3. При реализации четырехшагового алгоритма четвертого порядка точности А. П. Па-
нова (24), (25) может происходить потеря точности при переходе от вектора ориентации, вычисляемого
по этому алгоритму, к параметрам Родрига – Гамильтона (Эйлера). Точные формулы этого перехода
содержат такие трансцендентные функции, как синус, косинус, квадратный корень. Аппроксимация
этих формул отрезками рядов с удержанием лишь величин третьего порядка малости приводит в
анализируемом случае к существенной потере точности определения ориентации. Погрешности алго-
ритма в этом случае при h = 0.002 с равны 1.22 · 10−4 град, 6.03 · 10−5 град и 2.24 · 10−4 град по
переменным ψ, ϑ, γ соответственно, что больше погрешностей одно- и двухшаговых алгоритмов на
3 порядка. Этот переход с использованием стандартных подпрограмм вычисления трансцендентных
функций существенно повышает точность определения ориентации для моделируемых слабочастот-
ных и высокочастотных угловых движений объекта с большими амплитудами и делает ее, как уже
отмечалось, сравнимой с точностью определения ориентации с помощью нового двухшагового ал-
горитма четвертого порядка точности (22). Однако алгоритм (22) имеет преимущество в смысле
объема необходимых вычислений в 1.5 ÷ 2 раза из-за его большей простоты. Кроме того, двухшаго-
вый алгоритм (22) позволяет выполнять определение ориентации с бо́льшей частотой (по сравнению
с четырехшаговым алгоритмом (24), (25)) и, следовательно, бо́льшей точностью.

Замечание 4. Число точек разбиения шага интегрирования, используемых при вычислении ин-
тегралов от проекций угловой скорости объекта, существенно влияет на точность определения ори-
ентации объекта. Так, при увеличении этого числа в 2 раза погрешности нового алгоритма (22) при
шаге интегрирования h = 0.002 с и M = 41 составляют величины 4.22 · 10−7 град, 1.50 · 10−7 град
и 5.46 · 10−7 град соответственно, а погрешности алгоритма (24), (25) при шаге интегрирования
h = 0.004 с и M = 81 составляют величины 4.85 · 10−7 град, 1.6 · 10−7 град и 5.89 · 10−7 град
соответственно. Видно (см. п. 6), что точность как первого, так и второго алгоритма существенно по-
высилась. Отметим, что в этом случае при увеличении шага интегрирования в 2 раза погрешности как
первого, так и второго алгоритма определения ориентации увеличились незначительно, что говорит
о меньшей чувствительности этих алгоритма к шагу интегрирования (об их лучшей вычислительной
устойчивости).

3.1.2. Отдельные трехчастотные гармонические колебания объекта по углам Эйлера –Крылова с
различными (бо́льшими) амплитудами и частотами.

В табл. 1 приведены результаты моделирования алгоритмов четвертого порядка точности (нового
(22) и известного [1, с. 355] двухшаговых алгоритмов, а также четырехшагового алгоритма А. П. Па-
нова (24), (25)) для следующих вариантов отдельных трехчастотных гармонических колебаний объ-
екта по углам Эйлера –Крылова с бо́льшими частотами ωψ, ωγ , ωϑ и амплитудами ψ+, ϑ+, γ+ на
интервале времени t = [0, 600c]:

1) ωψ = ωγ = 2π рад/с, ωϑ = π рад/с; ψ+ = 15 град, ϑ+ = 5 град, γ+ = 15 град;
2) ωψ = ωγ = 2π рад/с, ωϑ = π рад/с; ψ+ = 30 град, ϑ+ = 10 град, γ+ = 30 град;
3) ωψ = ωγ = 4π рад/с, ωϑ = 2π рад/с; ψ+ = 15 град, ϑ+ = 5 град, γ+ = 15 град;
4) ωψ = ωγ = 4π рад/с, ωϑ = 2π рад/с; ψ+ = 30 град, ϑ+ = 10 град, γ+ = 30 град;
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5) ωψ = ωγ = 2π рад/с, ωϑ = π рад/с; ψ+ = 60 град, ϑ+ = 20 град, γ+ = 60 град;
6) ωψ = ωγ = 2π рад/с, ωϑ = π рад/с; ψ+ = 120 град, ϑ+ = 40 град, γ+ = 120 град.

Таблица 1

Погрешности алгоритмов для гармонических колебаний объекта с различными амплитудами и частотами

Метод интегрирования h, c M Вар.
Погрешности вычисления углов, град

∆ψ ∆ϑ ∆γ

Новый двухшаговый алгоритм четвер-
того порядка (22)

0.001 21

1 4.135 · 10−7 1.468 · 10−7 5.401 · 10−7

2 3.787 · 10−6 1.387 · 10−6 2.617 · 10−6

3 6.446 · 10−7 1.954 · 10−7 6.673 · 10−7

4 1.513 · 10−6 7.630 · 10−7 1.551 · 10−6

5 6.886 · 10−5 3.835 · 10−6 1.231 · 10−5

6 1.826 · 10−3 5.421 · 10−4 7.067 · 10−4

0.002 21 1 1.657 · 10−6 5.873 · 10−7 2.161 · 10−6

0.01 21

1 4.390 · 10−5 1.494 · 10−5 5.501 · 10−5

2 4.156 · 10−4 1.342 · 10−4 2.521 · 10−4

3 6.409 · 10−5 1.898 · 10−5 6.541 · 10−5

4 1.498 · 10−4 8.944 · 10−5 1.432 · 10−4

0.1 21 1 2.922 · 10−2 4.522 · 10−3 1.635 · 10−2

Четырехшаговый алгоритм А. П. Па-
нова четвертого порядка (24), (25)

0.002 41

1 4.164 · 10−7 1.473 · 10−7 5.420 · 10−7

2 3.814 · 10−6 1.387 · 10−6 2.617 · 10−6

3 6.443 · 10−7 1.947 · 10−7 6.669 · 10−7

4 1.511 · 10−6 7.717 · 10−7 1.545 · 10−6

5 6.944 · 10−5 4.544 · 10−6 1.289 · 10−5

6 1.885 · 10−3 6.009 · 10−4 7.832 · 10−4

0.004 41 1 1.704 · 10−6 5.953 · 10−7 2.193 · 10−6

0.02 41

1 7.352 · 10−5 1.996 · 10−5 7.475 · 10−5

2 6.922 · 10−4 1.378 · 10−4 2.521 · 10−4

3 6.358 · 10−5 2.355 · 10−5 6.482 · 10−5

4 1.657 · 10−4 1.756 · 10−4 1.145 · 10−4

0.2 41 1 3.190 · 10−1 1.193 · 10−1 4.721 · 10−1

Двухшаговый алгоритм четвертого по-
рядка [1, с. 355]

0.001 21

1 6.850 · 10−7 2.640 · 10−7 8.072 · 10−7

2 1.958 · 10−5 5.941 · 10−6 1.829 · 10−5

3 1.072 · 10−5 3.796 · 10−6 1.080 · 10−5

4 3.558 · 10−4 1.217 · 10−4 3.560 · 10−4

5 5.528 · 10−4 1.854 · 10−4 4.956 · 10−4

6 1.376 · 10−2 6.380 · 10−3 1.240 · 10−2

0.002 21 1 4.827 · 10−6 1.631 · 10−6 5.311 · 10−6

0.01 21

1 5.397 · 10−4 1.752 · 10−4 5.501 · 10−4

2 1.673 · 10−2 5.644 · 10−3 1.656 · 10−2

3 1.121 · 10−2 3.774 · 10−3 1.122 · 10−2

4 3.613 · 10−1 1.234 · 10−1 3.614 · 10−1

Примечание. h — шаг интегрирования, с; M — число точек вычисления приращения интеграла.
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Из анализа результатов моделирования, приведенных в табл. 1, следует, что для моделируемых
угловых движений объекта наименьшие сопоставимые между собой погрешности имеют новый двух-
шаговый алгоритм четвертого порядка точности (22) и известный четырехшаговый алгоритм чет-
вертого порядка точности А. П. Панова (24), (25). Двухшаговый алгоритм (22) имеет небольшое
преимущество по точности перед четырехшаговым алгоритмом (24), (25) (см., однако, замечания 2
и 3).

3.2. Композиции высокочастотных и низкочастотных угловых гармонических колебаний объекта по каждому
из углов Эйлера – Крылова

3.2.1. Первая композиция высокочастотных и низкочастотных угловых гармонических колебаний
объекта по каждой из угловых переменных, состоящая из первой высокочастотной гармоники (часто-
ты — fψ = 380 гц, fϑ = 400 гц, fγ = 420 гц; амплитуды — ψ+ = ϑ+ = γ+ = 2.5 угл. сек (одинаковые)),
второй высокочастотной гармоники (частоты — fψ = 60 гц, fϑ = 80 гц, fγ = 100 гц; амплитуды —
ψ+ = 1 угл. мин, ϑ+ = 2 угл. мин, γ+ = 2 угл. мин) и третьей низкочастотной гармоники (частоты —
fψ = fϑ = fγ = 1 гц (одинаковые); амплитуды — ψ+ = 6 град, ϑ+ = 8 град, γ+ = 10 град); время
движения T = 600 c (табл. 2).

Таблица 2

Первая композиция высокочастотных и низкочастотных колебаний объекта

Метод интегрирования h, c M f , гц
Погрешности вычисления углов, град

∆ψ ∆ϑ ∆γ

Четырехшаговый алгоритм А. П. Панова
четвертого порядка (24), (25)

0.002 41 2000 8.326 · 10−5 2.799 · 10−6 3.693 · 10−6

0.004 81 1000 1.654 · 10−3 1.416 · 10−5 5.031 · 10−6

Метод средней скорости (второго поряд-
ка) (7.18) [1]

0.0005 11 2000 2.461 · 10−6 2.98 · 10−6 4.102 · 10−6

0.001 21 1000 7.672 · 10−6 4.798 · 10−6 5.386 · 10−6

Одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка (7.20) [1]

0.0005 11 2000 1.478 · 10−6 2.438 · 10−6 3.807 · 10−6

0.001 21 1000 2.784 · 10−6 3.617 · 10−6 4.109 · 10−6

Двухшаговый алгоритм третьего поряд-
ка (7.22) [1]

0.001 21 2000 1.273 · 10−6 2.236 · 10−6 3.697 · 10−6

0.002 41 1000 1.232 · 10−3 1.139 · 10−5 4.209 · 10−6

Одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка (19)

0.0005 11 2000 1.442 · 10−6 2.332 · 10−6 3.808 · 10−6

0.001 21 1000 2.006 · 10−6 2.75 · 10−6 4.003 · 10−6

Двухшаговый алгоритм четвертого по-
рядка (22)

0.001 21 2000 1.315 · 10−6 2.272 · 10−6 3.755 · 10−6

0.002 41 1000 1.232 · 10−3 1.113 · 10−5 4.793 · 10−6

Примечание. h — шаг интегрирования, с; M — число точек вычисления приращения интеграла; f — частота
cъёма интегральной первичной информации об угловом движении объекта, гц.

Из анализа результатов моделирования, приведенных в табл. 2, можно сделать следующие выводы.
1. Из одношаговых алгоритмов наименьшие методические погрешности имеет (для шагов инте-

грирования h = 0.0005 с и 0.001 с) алгоритм (19), построенный на основе кватернионного уравнения
типа Риккати. Двухшаговые алгоритмы имеют практически одинаковые погрешности, причем при
увеличении шага интегрирования в два раза (с 0.001 с до 0.002 с) погрешность по переменной ψ

увеличивается на 3 порядка, по переменной ϑ — на 1 порядок, а по переменной γ увеличивается
не значительно. Таким образом, для этих параметров угловых движений объекта имеет место вы-
числительная неустойчивость по переменной ψ (эта неустойчивость обусловлена неустойчивостью
вычисления параметра Эйлера λ2).
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2. Наименьшие (примерно равные) методические погрешности имеют при шаге интегрирования
0.001 с двухшаговые алгоритмы, которые составляют по переменным ψ, ϑ и γ величины, равные
1.3·10−6 град, 2.3·10−6 град и 3.7·10−6 град соответственно (отметим, что методические погрешности
одношаговых алгоритмов при шаге интегрирования 0.0005 с имеют несколько бо́льшие величины).

3. Четырехшаговый алгоритм имеет (по сравнению с одно- и двухшаговыми алгоритмами) бо́льшие
методические погрешности (см. замечание 2). Для шага интегрирования 0.002 с, реализуемом при
частоте съема информации 2000 гц, погрешность этого алгоритма по переменной ψ больше почти на
1.5 порядка.

4. Методические погрешности метода средней скорости сопоставимы с погрешностями одно- и
двухшаговых алгоритмов (имеют одинаковый порядок, равный 10−6).

3.2.2. Вторая композиция высокочастотных и низкочастотных угловых гармонических колебаний
объекта по каждой из угловых переменных (частоты высокочастотных гармоник те же, что и для
первой композиции, однако их амплитуды больше на порядок; частоты низкочастотной гармоники
больше частот для первой композиции: fψ = 1 гц, fϑ = 2 гц, fγ = 3 гц, амплитуды те же самые);
время движения T = 600 c (табл. 3).

Таблица 3

Вторая композиция высокочастотных и низкочастотных колебаний объекта

Метод интегрирования h, c M f , гц
Погрешности вычисления углов, град

∆ψ ∆ϑ ∆γ

Четырехшаговый алгоритм А. П. Панова
четвертого порядка (24), (25)

0.002 41 2000 8.220 · 10−3 5.870 · 10−5 4.087 · 10−5

0.004 41 1000 1.647 · 10−1 5.087 · 10−4 2.151 · 10−4

Метод средней скорости (второго поряд-
ка) (7.18) [1]

0.0005 11 2000 1.235 · 10−4 3.605 · 10−4 6.899 · 10−5

0.001 21 1000 5.038 · 10−4 1.369 · 10−3 1.652 · 10−4

0.002 41 1000 3.692 · 10−1 5.326 · 10−3 9.006 · 10−4

Одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка (7.20) [1]

0.0005 11 2000 1.867 · 10−5 2.666 · 10−5 3.803 · 10−5

0.001 21 2000 5.715 · 10−5 4.378 · 10−5 4.869 · 10−5

0.002 41 1000 5.099 · 10−1 2.345 · 10−4 1.983 · 10−4

Двухшаговый алгоритм третьего поряд-
ка (7.22) [1]

0.001 21 2000 2.04 · 10−5 3.429 · 10−5 4.976 · 10−5

0.002 41 1000 1.231 · 10−1 1.140 · 10−4 1.417 · 10−4

Одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка (19)

0.0005 11 2000 1.866 · 10−5 2.606 · 10−5 3.828 · 10−5

0.001 21 1000 5.715 · 10−5 4.378 · 10−5 4.869 · 10−5

0.002 41 1000 5.099 · 10−1 2.798 · 10−4 1.223 · 10−4

Одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка (20)

0.0005 11 2000 1.866 · 10−5 2.522 · 10−5 3.835 · 10−5

0.001 21 1000 5.692 · 10−5 3.964 · 10−5 4.946 · 10−5

Двухшаговый алгоритм четвертого по-
рядка (22)

0.001 21 2000 1.560 · 10−5 2.340 · 10−5 3.890 · 10−5

0.002 21 1000 1.229 · 10−1 1.193 · 10−4 1.658 · 10−4

Примечание. h — шаг интегрирования, с; M — число точек вычисления приращения интеграла; f — частота
cъёма интегральной первичной информации об угловом движении объекта, гц.

Из анализа результатов моделирования, приведенных в табл. 3, можно сделать следующие выводы.
1. Методические погрешности одношаговых алгоритмов (при h = 0.0005 с и h = 0.001 с), а также

двухшаговых алгоритмов (при h = 0.001 с) увеличились на порядок по сравнению с погрешностя-
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ми для первой композиции. При h = 0.002 с методические погрешности двухшаговых алгоритмов
увеличились по переменной γ в 30 раз, по переменной ϑ – на порядок, а по переменной ψ — на
2 порядка.

2. Наименьшие методические погрешности имеет новый двухшаговый алгоритм (22). При шаге
интегрирования 0.001 с его погрешности составляют по переменным ψ, ϑ и γ величины, равные
1.56 · 10−5 град, 2.34 · 10−5 град и 3.89 · 10−5 град соответственно (отметим, что методические по-
грешности одношаговых алгоритмов при шаге интегрирования 0.0005 с имеют несколько большие
величины).

3. Четырехшаговый алгоритм (24), (25) имеет (для шага интегрирования 0.002 с, реализуемом
при частоте съема информации 2000 гц) по сравнению с новым двухшаговым алгоритмом (22) (для
шага интегрирования 0.001 с, реализуемом при той же частоте съема информации 2000 гц) бо́льшие
методические погрешности (по переменной ψ, бо́льшие на 2 порядка) (см. замечание 2).

4. Для рассматриваемых параметров угловых движений объекта при h = 0.004 с для четырех-
шагового алгоритма и при h = 0.002 с для всех других алгоритмов имеет место вычислительная
неустойчивость по переменной ψ (при увеличении шага интегрирования с 0.002 с до 0.004 с для
четырехшагового алгоритма и с 0.001 с до 0.002 с для всех других алгоритмов погрешность по этой
переменной увеличивается на 3–4 порядка).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам проведенного математического моделирования можно сделать следующие основные
выводы.

1. Из всех рассмотренных алгоритмов наименьшие методические погрешности имеет новый двух-
шаговый алгоритм четвертого порядка точности (22), построенный на основе нового кватернионного
дифференциального кинематического уравнения типа Риккати. Этот алгоритм обладает лучшей вы-
числительной устойчивостью и имеет простую структуру. При шаге интегрирования h = 0.01 с его
погрешности для моделируемых низкочастотных угловых движений объекта с большими амплитуда-
ми составляют 1.29·10−5град, 3.93·10−6 град и 1.45·10−5 град по переменным ψ, ϑ и γ соответственно,
что на 1 ÷ 2 порядков меньше (для этого же шага интегрирования), чем погрешности всех других
рассмотренных одно- и двухшаговых алгоритмов (см. п. 3.1.1). При шаге интегрирования h = 0.001 с
погрешности двухшагового алгоритма (22) для этих угловых движений объекта составляют величины
4.13 · 10−7 град, 1.47 · 10−7 град и 5.40 · 10−7 град по переменным ψ, ϑ и γ соответственно, а при шаге
интегрирования h = 0.002 с эти погрешности составляют величины 1.66 · 10−6 град, 5.87 · 10−7 град
и 2.16 · 10−6 град соответственно.

2. Из всех рассмотренных одношаговых алгоритмов ориентации наименьшую методическую по-
грешность имеет новый одношаговый алгоритм третьего порядка точности (19), построенный на ос-
нове кватернионного уравнения типа Риккати. Известные одно- и двухшаговый алгоритмы третьего
порядка точности [1, формулы (7.20), (7.22)], а также новый двухшаговый алгоритм третьего порядка
точности (21), имеют хорошие (сопоставимые между собой) точностные характеристики. Эти алго-
ритмы для большинства рассмотренных угловых движений объекта не намного уступают по точности
алгоритму четвертого порядка точности (22) и, следовательно, с успехом могут быть использованы
для решения ряда задач определения ориентации движущихся объектов.

3. Известный четырехшаговый алгоритм четвертого порядка точности А. П. Панова (24), (25)
имеет точность, сопоставимую с точностью нового двухшагового алгоритма четвертого порядка точ-
ности (22), если фигурирующие в этом алгоритме трансцендентные функции (синус, косинус, квад-
ратный корень) вычисляются по высокоточным алгоритмам (реализуемым, например, в стандартных
подпрограммах вычисления этих функций). Однако новый двухшаговый алгоритм четвертого поряд-
ка точности имеет преимущество в смысле объема необходимых вычислений в 1.5 ÷ 2 раза в силу
его большей простоты. Кроме того, новый двухшаговый алгоритм позволяет выполнять определение
ориентации с большей частотой (по сравнению с четырехшаговым алгоритмом) и, следовательно, с
большей точностью.
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4. Вычислительные дрейфы всех алгоритмов для высокочастотных колебаний объекта с малыми
амплитудами (наиболее интересный для практики случай) имеют порядок 10−6 град.

5. Наличие высокочастотных составляющих в угловых колебаниях объекта может приводить к
потере вычислительной устойчивости алгоритмов ориентации при неверном выборе шага интегриро-
вания. Так, для второй из рассмотренных композиций высокочастотных и низкочастотных угловых
гармонических колебаний объекта потеря вычислительной устойчивости алгоритмов ориентации на-
блюдалась уже при шаге интегрирования, равном 0.002 с.

Отметим, что выбор того или иного алгоритма определения ориентации движущегося объекта в ко-
нечном счете определяется классом движущихся объектов (параметрами углового движения объекта,
временем его движения), требуемой точностью решения задачи определения ориентации и характе-
ристиками используемого вычислителя.
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An Investigation of Algorithms for Estimating the Inertial Orientation of a Moving Object
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The new and known strapdown INS algorithms for high-precision estimation of the orientation parameters of a moving object

(Rodrigues – Hamilton (Euler) parameters) in the inertial frame are investigated. The new algorithms are based upon using the

classical Hamilton rotation quaternion, quaternion with zero scalar part, which is correlated to the classical rotation quaternion via

the quaternion equivalent of Cayley formula, and also the new quaternion differential equation for the inertial orientation of a moving

object. The new algorithms are developed using the Picard successive approximation method. These algorithms use the integral raw

information about absolute angular motion of an object as input data. It is demonstrated that the new algorithms are superior to the

known algorithms of the same order regarding accuracy and complexity.

Key words: moving object, Rodrigues – Hamilton (Euler) parameters, inertial orientation, Hamilton quaternion, quaternion matrix,

Cayley formula, four-dimensional skew-symmetric operator.
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Современный уровень развития нейроинформатики позволяет использовать

искусственные нейронные сети для решения различных прикладных задач.

Однако многие применяемые на практике нейросетевые методы не имеют

строгого формального математического обоснования, являясь эвристическими

алгоритмами. Это накладывает определенные ограничения на развитие ней-

росетевых методов решения задач. В то же время существует широкий класс

математических моделей, хорошо изученных в рамках таких дисциплин, как тео-

рия абстрактных алгебр, теория графов, теория конечных автоматов. Возмож-

ность использовать результаты, полученные в рамках этих дисциплин, примени-

тельно к нейросетевым моделям может быть хорошим подспорьем в изучении

искусственных нейронных сетей, их свойств и возможностей. В данной рабо-

те даны формулировки и определения нейросетевых моделей с точки зрения

универсальной алгебры и теории графов. Приведены основные теоремы уни-

версальной алгебры в нейросетевой трактовке. В статье также предлагает-

ся способ формального описания нейросети граф-схемой, которая позволяет

использовать результаты теории графов для анализа нейросетевых структур.

Ключевые слова: нейронные сети, гомоморфизм, конгруэнция, граф-схема ней-

росети, вычисления на графе.
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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АБСТРАКТНОЙ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ

В [1–5] приведены различные определения искусственной нейрон-
ной сети, в которых нейронная сеть рассматривается как некая вы-
числительная система, получающая на вход значения и преобразую-
щая их в процессе своего функционирования в выходные значения.
Такой подход эффективен при рассмотрении прикладных нейросете-
вых задач, однако он неудобен для изучения математических свойств
нейронных сетей, так как не универсален и часто не основан на стро-
гих формализованных понятиях математики. Эти недостатки можно
преодолеть, определив дополнительно понятие абстрактной ней-

ронной сети как алгебраической системы, которая при уточнении
определения становится неотличимой от искусственной нейронной
сети, определённой традиционным способом.

Абстрактной нейронной сетью (абстрактной нейросетью) бу-
дем называть алгебраическую систему (A,F ), в которой носитель
алгебры

A = S × X × Y, (1)

— непустое множество, определяемое декартовым произведением
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множества векторов состояний, входных векторов и выходных векторов, F — набор операций на
этом множестве, который включает операцию g, вычисляющую выходное значение, и операцию h,
вычисляющую новое состояние:

g : S × X → Y, h : S × X × Y → S. (2)

Можно говорить, что абстрактная нейронная сеть является трёхосновной алгеброй [6, c. 212]

N = (S,X, Y, g, h), (3)

где множества S, X, Y — основные множества, а g, h — операции из F , которые мы в дальнейшем
будем называть функциями. Множество F может содержать и другие операции. Например, нам мо-
жет понадобиться функция, осуществляющая некую «оценку» результата работы нейросети: og(y),
y ∈ Y , или функция, осуществляющая «оценку» текущего состояния нейросети: oh(s), s ∈ S, или нам
могут понадобиться нульарные операции, фиксирующие некоторое входное значение x0 и начальное
значение состояния s0. Такие операции могут быть определены при необходимости для уточнения
понятия абстрактной нейросети.

Определение абстрактной нейросети как трёхосновной алгебры позволяет ввести аналоги кон-
струкций универсальной алгебры. Например, непосредственным переносом мы можем определить
для абстрактной нейросети понятие устойчивости системы подмножеств, подсети, пересечения

подсетей.
Пусть N = (S,X, Y, g, h) — абстрактная нейросеть с непустыми множествами допустимых состо-

яний, входных и выходных векторов нейросети. Система подмножеств S∗ ⊆ S, X∗ ⊆ X, Y ∗ ⊆ Y

называется устойчивой в нейросети, если для функций g и h и ∀ s∗ ∈ S∗, x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗ элемен-
ты g(s∗, x∗) ∈ Y ∗, h(s∗, x∗, y∗) ∈ S∗. Ограничивая функции g, h для нейросети N на подмножествах
S∗, X∗, Y ∗ получаем подсеть N∗ = (S∗, X∗, Y ∗, g, h).

Пересечением подсетей N1 = (S1, X1, Y1, g, h), N2 = (S2, X2, Y2, g, h) абстрактной нейросети
N = (S,X, Y, g, h) будем называть абстрактную нейросеть N1 ∩ N2 = (S1 ∩ S2, X1 ∩ X2, Y1 ∩ Y2, g, h),
функциями которой являются функции из N , ограниченные на соответствующих множествах.

Легко доказывается, что пересечение любого семейства подсетей снова будет абстрактной нейро-
сетью, и, следовательно, совокупность Sub(N) всех подсетей нейросети N будет полной решёткой1,
при условии, что её наименьшим элементом будет нейросеть с пустыми множествами и пустыми
операциями. Действительно, если Ni = (Si, Xi, Yi, g, h) — подсеть N = (S,X, Y, g, h), то

g(s, x) ∈ Yi&h(s, x, y) ∈ Si ⇒ g(s, x) ∈ ∩Yi&h(s, x, y) ∈ ∩Si. (4)

Замыканием множеств S∗ ∈ S, X∗ ∈ X, Y ∗ ∈ Y относительно функций g, h называется множество
всех элементов (включая элементы из S∗, X∗, Y ∗), которые можно получить из этих множеств,
применяя функции g, h.

Пусть N1 = (S1, X1, Y1, g1, h1), N2 = (S2, X2, Y2, g2, h2) — две нейросети. Семейство отображений

Γ = (ΓS ,ΓX ,ΓY ), ΓS : S1 → S2, ΓX : X1 → X2, ΓY : Y1 → Y2 (5)

будем называть гомоморфизмом абстрактной нейросети N1 в абстрактную нейросеть N2, если оно
согласовано с операциями gi и hi, i = 1, 2, в том смысле, что

ΓS(h1(s, x, y)) = h2(ΓS(s),ΓX(x),ΓY (y)), (6)

ΓY (g1(s, x)) = g2(ΓS(s),ΓX(x)), ∀ s ∈ S1, ∀ x ∈ X1, ∀ y ∈ Y1. (7)

Нейросеть N2, являющаяся гомоморфным образом абстрактной нейросети N1, можно представить
как некоторую огрублённую модель абстрактной нейросети N1. Сохраняя принципы функционирова-
ния своего прообраза, нейросеть N2 теряет часть информации о входных векторах, векторах состояний
и выходных векторах.

1Полная решётка — частично упорядоченное множество, в котором всякое непустое подмножество имеет точную верхнюю
и точную нижнюю грань [6, c. 157]
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Так как g отображает S × X исключительно в Y , а h отображает S × X × Y в S, то пару
отображений (g, h) мы можем рассматривать как отображение F : S × X × Y → S × Y :

F (s, x, y) = (h(s, x, y), g(s, x)), ∀ s ∈ S, x ∈ X, y ∈ Y. (8)

Такие обозначения позволяют нам использовать более короткую запись определения гомоморфизма
нейросети N1 в N2:

Γ(F1(s, x, y)) = F2(Γ(s, x, y)), ∀ (s, x, y) ∈ S × X × Y, (9)

или в префиксной операторной форме записи (Γ◦F1)(s, x, y) = (F2◦Γ)(s, x, y). Из такой записи видно,
что для поиска гомоморфизмов нейросети N1 в N2 нужно решить операторное уравнение Γ◦F1 = F2◦Γ
относительно параметров отображения Γ.

Гомоморфизм Γ называют инъективным, сюръективным, биективным, если соответствующим свой-
ством обладает каждая его компонента ΓS , ΓX , ΓY . Биективный гомоморфизм абстрактной нейросети
будем называть изоморфизмом. Выходные значения и значения состояний, вычисленные изоморфны-
ми нейросетями, совпадают при одинаковых входных значениях и начальных состояниях. При этом
внутренняя структура и способ вычисления значений этими нейросетями могут различаться.

Если Γ : N1 → N2 и E : N2 → N3 — гомоморфизмы нейросетей, то можно определить композицию
(произведение) этих гомоморфизмов, полагая

Γ ◦ E := (Γ1 ◦ E1,Γ2 ◦ E2,Γ3 ◦ E3). (10)

Без труда можно перенести все алгебраические свойства гомоморфизмов многоосновных алгебр,
связанные с произведением, на случай абстрактных нейросетей. Докажем теорему о связи между
подсетями и гомоморфизмами.

Теорема 1. Пусть Γ : N1 → N2 — гомоморфизм нейросети N1 в нейросеть N2. Ес-

ли N ′
1 = (S′

1, X
′
1, Y

′
1 , g1, h1) — подсеть в N1, то Γ(N ′

1) := (ΓS(S′
1),ΓX(X ′

1),ΓY (Y ′
1), g2, h2) —

подсеть в N2. Если N ′
2 = (S′

2, X
′
2, Y

′
2 , g2, h2) — подсеть в N2, то подсетью в N1 будет

Γ−1(N ′
2) := (Γ−1

S (S′
2),Γ

−1
X (X ′

2),Γ
−1
Y (Y ′

2), g1, h1).

Доказательство. Пусть N ′
1 — подсеть N1 и s2 ∈ ΓS(S′

1), x2 ∈ ΓX(X ′
1), y2 ∈ ΓY (Y ′

1) — про-
извольные элементы. Тогда найдутся s1 ∈ S′

1 и x1 ∈ X ′
1 такие, что s2 = ΓS(s1),x2 = ΓX(x1).

Так как g1(s1, x1) ∈ Y ′
1 и h1(s1, x1, y1) ∈ S′

1, то поскольку Γ — гомоморфизм, имеем: g2(s2, x2) =

= g2(ΓS(s1),ΓX(x1)) = ΓY (g1(s1, x1)) ∈ ΓY (Y ′
1), h2(s2, x2, y2) = h2(ΓS(s1),ΓX(x1),ΓY (y1)) =

= ΓS(h1(s1, x1, y1)) ∈ ΓS(S′
1), и, значит, Γ(N ′

1) — подсеть N2.
Пусть теперь N ′

2 — подсеть N2. Если хотя бы одно из множеств Γ−1
S (S′

2), Γ−1
X (X ′

2), Γ−1
Y (Y ′

2) пусто,
то Γ−1(N ′

2) — подсеть N1. Допустим, что Γ−1
S (S′

2) 6= ∅, Γ−1
X (X ′

2) 6= ∅,Γ−1
Y (Y ′

2) 6= ∅. Используя то, что
N ′

2 подсеть N2, а Γ — гомоморфизм из N1 в N2, получаем:

ΓY (g1(s1, x1)) = g2(ΓS(s1),ΓX(x1)) ∈ Y ′
2 ,

ΓS(h1(s1, x1, y1)) = h2(ΓS(s1),ΓX(x1),ΓY (y1)) ∈ S′
2,

откуда g1(s1, x1) ∈ Γ−1
Y (Y ′

2) и h1(s1, x1, y1) ∈ Γ−1
S (S′

2) и, значит, Γ−1(N ′
2) — подсеть N1. ¤

Конгруэнцией абстрактной нейросети N = (S,X, Y, g, h) будем называть семейство Θ = ΘS ⊆
⊆ S×S,ΘX ⊆ X×X, ΘY ⊆ Y × Y эквивалентностей на множествах S, X, Y , обладающее свойством
устойчивости относительно операций g и h:

h : S × X × Y → S : (s1, s2) ∈ ΘS&(x1, x2) ∈ ΘX&(y1, y2) ∈ ΘY ⇒ (h(s1, x1, y1), h(s2, x2, y2)) ∈ ΘS ,

g : S × X → Y : (s1, s2) ∈ ΘS&(x1, x2) ∈ ΘX ⇒ (g(s1, x1), g(s2, x2)) ∈ ΘY . (11)

Факторсеть N/Θ мы определим как абстрактную нейросеть (S/ΘS , X/ΘX , Y/ΘY , g, h), операции
которой выражаются через одноимённые операции нейросети N по формуле

h(ΘS(s),ΘX(x),ΘY (y)) := ΘS(h(s, x, y)), g(ΘS(s),ΘX(x)) := ΘY (g(s, x)).

Непосредственным переносом из теории многоосновных алгебр мы можем получить следующие важ-
ные теоремы.

98 Научный отдел



И. И. Слеповичев. Алгебраические свойства абстрактных нейронных сетей

Теорема 2. Пусть Γ = (ΓS ,ΓX ,ΓY ), ΓS : S1 → S2, ΓX : X1 → X2, ΓY : Y1 → Y2 —

гомоморфизм нейросети N1 = (S1, X1, Y1, g, h) в N2 = (S2, X2, Y2, g, h). Тогда его ядро2

Ker Γ := {Ker ΓS ,Ker ΓX ,Ker ΓY } является конгруэнцией нейросети N1. С другой стороны, ес-

ли Θ = {ΘS ,ΘX ,ΘY } — конгруэнция на N1, то семейство отображений {nat ΘS , nat ΘX , nat ΘY }
будет гомоморфизмом нейросети N1 на факторсеть N1/Θ.

Теорема 3 (теорема о гомоморфизмах нейросети). Если Γ : N1 → N2 — сюръективный гомо-

морфизм нейросети, то факторсеть N1/Ker Γ изоморфна нейросети N2.

Доказательства этих теорем получаются непосредственным переносом соответствующих рассуж-
дений из [6, § 2.1].

Пусть N1 = (S1, X1, Y1, g1, h1), N2 = (S2, X2, Y2, g2, h2) — две абстрактные нейросети. Их прямым
произведением называется абстрактная нейросеть N1 × N2 := (S1 × S2, X1 × X2, Y1 × Y2, g, h), где

g((s1, s2), (x1, x2)) := (g1(s
1, x1), g2(s

2, x2)),

h((s1, s2), (x1, x2), (y1, y2)) := (h1(s
1, x1, y1), h2(s

2, x2, y2)),

для любых (s1, x1, y1) ∈ S1 × X1 × Y1, (s2, x2, y2) ∈ S2 × X2 × Y2.

2. ОПИСАНИЕ НЕЙРОСЕТИ С ПОМОЩЬЮ ГРАФ-СХЕМ

Определение абстрактной нейросети, приведённое выше, даёт нам наиболее общий класс мате-
матических моделей нейросетей. Это позволяет без существенных усилий перенести аналогичные
алгебраические понятия в теорию нейросетей. Однако для решения прикладных задач нейросеть ис-
пользуется как устройство, вычисляющее выходное значение по входным значениям и текущему со-
стоянию. При таком подходе понятие нейросети необходимо уточнить, определив свойства множеств
S,X, Y и способ задания функций g, h из (2).

Основные множества нейросети могут быть дискретными или непрерывными. Если множества S,
X, Y — конечные непустые множества состояний, входных и выходных символов соответственно,
а h и g задают функции переходов и выходов, то нейросеть N = (S,X, Y, g, h), по сути, является
автоматом Мили, свойства которого хорошо изучены и могут быть применены к такой нейронной
сети. В случае непрерывности множеств S, X, Y , некоторые вопросы требуют особого рассмотрения
с переосмыслением ряда важных свойств нейросети.

Для решения прикладных задач наиболее востребованы нейросети с множествами S ⊆ Rn,
X ⊆ Rm, Y ⊆ Rp, где Rn, Rm, Rp — линейные векторные пространства размерности n, m и p

соответственно над полем действительных чисел. Одна из таких задач — распознавание образов.
В этой задаче необходимо по набору внешних признаков некоторого объекта определить, к какому
классу он относится. В более общем смысле задача распознавания образов заключается в поиске си-
стемы правил, которая позволила бы в полностью автоматическом режиме (т. е. без участия эксперта)
распознавать входные образы. Нейросетевое решение этой задачи предполагает построение нейросе-
ти, которая по входному вектору признаков объекта вычисляет вектор значений, идентифицирующий
распознаваемый объект, или определяет его принадлежность некоторому классу. Для такой нейросе-
ти S — это множество допустимых внутренних параметров, X — множество допустимых векторов
признаков распознаваемых объектов, а Y — множество возможных ответов (классов). Функция g

из определения выступает в роли решающего правила, а функция h используется для настройки
параметров нейросети под конкретные условия задачи. В силу непрерывности к множествам S, X,
Y неприменимы многие из методов дискретной математики (например, булевозначные матрицы для
описания переходов между состояниями).

Ещё один класс нейросетей — нейросети, моделирующие нечёткий вывод [3]. Основная задача
таких нейросетей — вычисления нечёткого вывода для некоторых фиксированных значениях нечёт-
ких переменных. В таких нейросетях множества носителя обычно следующие: S ⊆ Rn, X ⊆ Rm,
Y ⊆ [0, 1]p , где [0, 1]p — векторы с действительными значениями на единичном кубе размерности p.

2Ядро отображения f : A → B — это отношение Ker f := {(a1, a2) ∈ A × A|f(a1) = f(a2)} [6, c. 60].
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Есть много других задач, где используется модель нейросети как основной метод построения
вычислений. Общим для большинства таких задач является применение методов условной или без-
условной оптимизации, а также численных методов решения уравнений для поиска оптимальных
параметров нейросети. Это накладывает на множества S, X, Y условие непрерывности, а на функ-
цию g(s, x) — условие непрерывности и дифференцируемости по всем аргументам.

Рассмотрим теперь способы представления функций нейросети. Функция g задаёт выход нейросети
и может быть задана различными способами. Наиболее популярно определение g в виде формулы
векторно-матричных операторов или граф-схемы функциональных элементов. Первый вариант удобен
при моделировании работы нейросети на компьютере при заранее известной функции g. Второй способ
удобен на стадии решения задачи синтеза нейросети из заданных «простых элементов».

Граф-схему функциональных элементов для функции выхода определим в два этапа: на первом
этапе приведём структурную часть этого понятия, на втором этапе — функциональную. Для начала
определим понятие набора базовых операций — элементарных «блоков», из которых будет строиться
вычислительная модель нейросети.

Предположим, что у нас имеется набор операций B = {β1, β2, . . . , βq}. Это могут быть операции,
вычисляющие сумму, произведение, возведение в квадрат значений или любые другие операции от
любого числа переменных, не превосходящего r := n + m + p3. Обычно набор операций определя-
ется рядом конкретных требований, однако он должен быть достаточным для реализации любой из
возможных функций нейросети. Например, в данном наборе должны быть нульарные операция при-
своения значения переменным. Для обозначения операции присвоения мы можем использовать символ
переменной, которой присваивается значение. Кроме того, полезной может оказаться тождественная
функция скалярного аргумента: β(x) := x. Базовая операция может быть вектор-функцией, т. е. функ-

цией, значениями которой являются векторы размерности
более 1. Например, это может быть унарная операция, ко-
торая формирует вектор, используя некоторое скалярное
входное значение (рис. 1): β(x) := (x, x, . . . , x)︸ ︷︷ ︸

n раз

.

Доказана теорема [7], согласно которой для реализа-
ции любой непрерывной действительной функции мно-
гих переменных достаточно бинарной операции умноже-
ния, сложения, определённых стандартным образом над
полем действительных чисел, а также некоторой нели-
нейной унарной операции. В общем случае подбор ми-
нимального набора базовых операций является сложной
задачей и выходит за рамки данной статьи. Перейдём к
определению структуры нейросети.

Рис. 1. Вершина графа vi, помеченная
символом операции βi(αl1i, αl2i, . . . , αlui)

и символом переменной zi

I этап. Определение граф-схемы из функциональных элементов с точки зрения её структу-

ры. Структуру граф-схемы можно задать, используя понятие ориентированного графа [6, c. 227].
Граф-схемой функции выхода нейросети (схемой функционирования нейросети)4 над бази-

сом B = {β1, β2, . . . , βq} будем называть ориентированный граф5 Σg = (Vg, Eg), между вершинами
которого и множеством переменных {s1, s2, . . . , sn, x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yp} существует взаимно
однозначное соответствие. При этом вершины и дуги графа помечаются следующим образом:

1. Каждая вершина помечена символом операции βi ∈ B. Количество и порядок дуг, за-
ходящих в вершину vi, должен соответствовать количеству и порядку аргументов функции βi,
i = 1, 2, . . . , n + m + p. При этом источники графа не могут быть помечены символами операций
присвоения выходных переменных yk.

2. Каждая дуга (vi, vj) ∈ Eg помечена символом переменной αij .

3r := n + m + p — это размерность множества S × X × Y .
4В литературе, посвящённой нейросетям, часто используют другой термин — «структура» или «архитектура» нейросе-

ти. Термин «схема» порождён аналогиями нейроинформатики с дисциплинами, изучающими схемы функциональных элемен-
тов [8,9], а термин «структура» обычно используется в системном анализе [10].

5В общем случае граф-схема нейросети может содержать циклы, но в данной статье такие нейросети с обратными связями
рассматриваться не будут, поэтому далее будем рассматривать только ациклические графы
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Кортеж всех переменных граф-схемы будем обозначать

z = (s1, s2, . . . , sn, x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yp) := (z1, z2, . . . , z(n + m + p)). (12)

Отдельная вершина графа Σg изображена на рис. 1 прямоугольником.
Другими словами, граф-схема Σg = (Vg, Eg) — ориентированный граф, который состоит из вершин

vi := (zi, βi) ∈ Vg и дуг eij = (vi, vj , αij) ∈ Eg, i, j = 1, 2, . . . , n + m + p.
II этап. Определение вычислений на граф-схеме Σg. Граф-схеме Σg сопоставим в соответствие

систему функций




αijk
= βik(αl1i, αl2i, . . . , αlui),

i = 1, 2, . . . , n + m + p, k = 1, 2, . . . , d+(vi), u = d−(vi))





, (13)

где n,m, p — размерности S,X, Y соответственно, (vi, vjk
, αijk

), (vlu , vi, αlui) ∈ Eg, βik — значение
k-й компоненты результата функции βi(αl1i, αl2i, . . . , αlui). Вычисления на этом графе определим по
индукции.

Базис индукции. Сначала вычисляются значения для вершин vi, помеченных нульарными опе-
рациями присвоения значений переменных βi ∈ {s1, s2, . . . , sn, x1, x2, . . . , xm} ∈ B. По определению
это будут источники графа, так как количество входящих в вершину дуг равно количеству аргу-
ментов операции, приписанной этой вершине. Вычисленные по формулам (13) значения присваиваем
переменным αij1 , αij2 ,. . . , αijr

, которыми помечены исходящие из вершин vi дуги:

αijk
= βik, k = 1, 2, . . . , d+(vi), ∀ i таких, что d−(vi) = 0. (14)

Индуктивный переход. Если для некоторой вершины vi определены все значения переменных αl1i,
αl2i, . . . , αlui для дуг, заходящих в эту вершину, то вычисляем значение соответствующей операции в
этой вершине. Полученное значение присваиваем переменным aij1 , aij2 , . . . , aijk

, которыми помечены
исходящие из vi дуги:

αijk
= βik(αl1i, αl2i, . . . , αlui), k = 1, 2, . . . , d+(vi), ∀ i таких, что d−(vi) > 0. (15)

Данное определение задаёт естественный порядок вычислений на графе: вычисления начинаются
для вершин источников с присвоения значений переменных x и s. Далее вычисляются значения для
тех вершин, все заходящие дуги которых являются окончанием маршрутов от источников единичной
длины. Потом вычисляются значения в вершинах, все заходящие дуги которых являются окончанием
маршрутов от источников длины 2 и т.д. Очевидно, что если в графе нет циклов, то вычисления
заканчиваются в вершинах с максимальной длиной маршрута от источников (рис. 2). В случае нали-
чия циклов для остановки вычислений на графе необходим дополнительный критерий, который будет
проверяться на каждой итерации вычислений.

Аналогичным образом задаётся граф-схема функции переходов h, с тем лишь отличием, что на-
чальными значениями в вычислениях могут быть также и значения выходных переменных y.

Граф-схемой функции переходов (схемой обучения нейросети) над базисом B = {β1, β2, . . . , βq}
будем называть ориентированный упорядоченный граф Σh = (Vh, Eh), между вершинами которого и
множеством переменных {s1, s2, . . . , sn, x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yp} существует взаимно однозначное
соответствие. При этом вершины и дуги графа помечаются следующим образом.

1. Каждая вершина помечена символом операции βi ∈ B. Заходящие в вершину vi дуги упорядо-
чены в соответствии с порядком аргументов βi. Количество и порядок аргументов βi соответствует
количеству и порядку заходящих в вершину vi дуг.

2. Каждая дуга (vi, vj) ∈ Eh помечена символом переменной αij .
Вершины-источники граф-схемы функции перехода могут быть помечены любыми операциями

множества B. Граф-схему, не меняющую вектор выхода или вектор состояния, будем обозначать
единицей. Такая граф-схема соответствует тождественным функциям выхода и перехода (рис. 3):

1g : g(s, x) := x;
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1h : h(s, x) := s.

Как видно из определения, граф-схемы нейросети характеризуются структурой — графом опреде-
лённого вида и функционированием — законом преобразования входных векторов и векторов состоя-
ния в выходные. Это позволяет нам для определения нейросети использовать следующие обозначения:

N = (S,X, Y,Σg,Σh, B), (16)

где S,X, Y — множества состояний, входных векторов и выход-
ных векторов соответственно, Σg и Σh — граф-схемы функцио-
нирования и обучения соответственно, а B = {β1, β2, . . . , βq} —
базисный набор операций. При этом вычисления на графах Σg,
Σh производятся по правилам (13)–(15).

Пример. Пусть у нас есть нейросеть, вычисляющая квадрат
аргумента N = (∅, R,R, g(a, b) = 2a2 + b, 1h). Переменные со-
стояния у этой нейросети отсутствуют, а граф-схему функции
выхода можно определить, как показано на рис. 2.

Задание функций нейросети граф-схемами более конструк-
тивно, чем через формулы в том смысле, что даёт удобное пред-
ставление порядка вычислений в нейросети. Однако такое опи-
сание нейросети не равнозначно определению (1)–(3), так как
одна и та же функция может быть задана несколькими различ-
ными способами (граф-схемами).

Например, функцию выхода, заданную формулой g(x) = x2,
можно определить двумя разными графами вычислений
(рис. 3). Первый способ использует базис B = {x2, x} и граф с
одной дугой и двумя вершинами, а во втором — B = {∗, x} и
граф с двумя дугами и двумя вершинами.

Ещё один важный вопрос — любое ли отображение в опре-
делении абстрактной нейросети представимо с помощью граф-
схем? Ответ на этот вопрос утвердительный. Действительно,
если у нас есть нейросеть N = (S,X, Y, g, h), то мы можем
выбрать базисный набор операций B = {g, h, s1, s2, . . . , sn, x1,

x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yp} и определить граф-схемы, как пока-
зано на рис. 4.

Рис. 2. Граф-схема функции выхо-
да g(a, b) = 2a2 + b. В вершинах
указана формула для получения ре-
зультата операции над значениями

переменных a, b

Рис. 3. Две различных граф-схемы,
вычисляющие одну и ту же функ-

цию выхода g(x) = x2

Рис. 4. Тривиальные граф-схемы для реализации функций g и h

Таким образом, мы доказали

Утверждение. Для любой нейросети N = (S,X, Y, g, h) функции g, h можно задать с помощью

граф-схем Σg,Σh соответственно, однако такое представление может быть не единственным.
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Algebraic Properties of Abstract Neural Network
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The modern level of neuroinformatics allows to use artificial neural networks for the solution of various applied problems. However

many neural network methods put into practice have no strict formal mathematical substantiation, being heuristic algorithms. It

imposes certain restrictions on development of neural network methods of the solution of problems. At the same time there is a wide

class of mathematical models which are well studied within such disciplines as theory of abstract algebras, graph theory, automata

theory. Opportunity to use results received within these disciplines in relation to neural network models can be a good help in studying

of artificial neural networks, their properties and functionality. In this work formulations and definitions of neural network models from

the point of view of universal algebra and the theory of graphs are given. The main theorems of universal algebra are provided in

neural network treatment. In article is also offered the way of the formal description of a neuronet by graph-schemes which allows to

use results of graph theory for the analysis of neural network structures.

Key words: neural net, homomorphism, congruence, graph-scheme of a neural network, computation on a graph.
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В работе рассмотрены принципы построения квантовых алгоритмов и их основные особенности. Показано отличие кван-
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ВВЕДЕНИЕ

Как уже отмечалось в первой части [1], современные квантовые технологии могут поддерживать
совершенно новые алгоритмы вычислений (квантовые алгоритмы), основанные на принципах кван-
товой механики, и для их реализации необходимы квантовые компьютеры. Но в настоящее время
нет универсального квантового компьютера, а есть только экспериментальные образцы, реализующие
отдельные подходы к его созданию. При этом одним из главных направлений деятельности в области
квантовых вычислений становится разработка квантовых алгоритмов для решения как классических,
так и квантовых задач (в том числе и моделирование квантовых систем). Это один из интенсивных
путей развития квантовых вычислений, по которому уже существует более 50 доступных реализа-
ций [2], охватывающих самые широкие области вычислений. В этой связи квантовые вычисления
являются крайне интересной и перспективной областью исследований для специалистов в области
информационных технологий (IT-специалистов). А для этого нужна более совершенная методическая
база для обучения таких IT-специалистов. Она должна быть математически строгой и в то же вре-
мя как можно проще описывать модели квантовых вычислений, балансируя на грани «ликбеза» по
квантовой механике.

1. РАЗРАБОТКА КВАНТОВЫХ АЛГОРИТМОВ

Разработка квантовых алгоритмов отличается от разработки классических алгоритмов, так как
парадигма квантовой информатики требует сдвига в сторону парадоксов и «переформатирования»
мышления, потому что квантовая механика по своей сути контринтуитивна [3]. Среда разработки
(design flow) квантовых алгоритмов должна переводить высокоуровневые квантовые программы в
эффективные устойчивые к ошибкам реализации на различных квантовых средах. При этом она
должна содержать языки программирования, компиляторы, оптимизаторы, симуляторы, дебаггеры и
другие инструменты с хорошо определенными интерфейсами и инкорпорированной устойчивостью к
исправлению квантовых ошибок (рис. 1).

Для квантовых компьютеров уже сейчас разработаны языки квантового программирования
(табл. 1). Они основываются на языках функционального программирования1 и реализуют квантовые

1Языки функционального программирования (Lisp, Erlang, APL (MatLab), Scala, Miranda, ML, Haskell и т. д.) относятся к
декларативным и определяют вычисления как строгие абстрактные понятия и методы символьной обработки данных. В отличие
от языков императивного программирования на основе инструкций, изменяющих состояние данных, они не предполагают
явного хранения состояния программы. Теоретической моделью этих вычислений является лямбда-исчисление, формализующее
понятие вычислимости.
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алгоритмы, используя векторную и матричную алгебру. Кроме того, на классических компьютерах
можно решать симуляционные задачи, используя фреймворки функциональных языков (например,
языка Haskell). Однако реализовать реальные квантовые алгоритмы при помощи таких фреймворков
нельзя, поскольку потребуются гигантские вычислительные ресурсы для манипуляции необходимым
количеством кубитов и для применения к ним унитарных преобразований. Такие ресурсы не обеспе-
чат даже суперкомпьютеры эксафлопсной производительности, поэтому необходимы именно кванто-
вые компьютеры, которые на физическом (аналоговом) уровне будут выполнять квантовые операции,
что значительно эффективнее вычислительной модели на классическом компьютере.

Рис. 1. Среда разработки квантовых алгоритмов

Таблица 1

Языки квантового программирования

Языки QC Основа
языка

Парадигма
языка

Адрес в сети Примечание

QCL C ИП http://www.itp.tuwien.ac.at/∼oemer/qcl.html Первый язык QC

LanQ Java ИП http://lanq.sourceforge.net Синтаксис языка C

Q-gol C ИП http://www.ifost.org.au/ ∼gregb/q-gol Поддержка графики

Q C++ ИП http://q-lang.sourceforge. net Поддержка прекра-
щена

Pure C ИП http://purelang.bitbucket. org Приемник языка Q

GCL C ИП http://mirror.tochlab.net/ pub/gnu/gcl GNU Common Lisp

QPL, QFC ФП http://www.vcpc.univie.ac. at/∼ian/hotlist/qc/
programming.shtml

Языки квантовых
схем и симуляторы

QML Haskell ФП http://arxiv.org/abs/quant-ph/0409065 Поддержка графики

Quipper Haskell ФП http://www.mathstat.dal.ca/∼selinger/quipper Последний язык QC

Библиотеки
моделиро-
вания

C,
Java,
PHP,
Python,
и т. д.

– http://www.quantiki.org/wiki/List-of-QC-
simulators

Компьютерная алгеб-
ра и основные языки

В настоящее время языки квантового программирования условно можно разделить на два типа:
языки, направленные на практическое применение (моделирование квантово-механических систем,
программирование квантовых схем и т. д.); языки анализа квантовых алгоритмов. Языки второго
типа в основном используются, когда невозможно формально доказать корректность и эффектив-
ность алгоритма, так как он может быть основан на недоказанных математических предположениях
или эвристических методах. В этом случае чаще всего требуется тестирование алгоритма и его ста-
тистический анализ даже без квантового компьютера, используя квантовые виртуальные машины
(quantum virtual machine) и библиотеки симуляции квантовых компьютеров. В этом случае, работая
с небольшими размерами входных данных, можно осмыслить возможности и проблемы алгоритма.
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Это позволяет найти нужные алгоритмы при помощи метода проб и ошибок, а затем перенести их на
квантовые компьютеры. Более интересной является архитектура программного обеспечения первого
типа, где высокоуровневые языки программирования, позволяют реализовать квантовые алгоритмы
(рис. 2).

Рис. 2. Программное обеспечение, реализующее квантовые алгоритмы

Алгоритм может быть реализован на независимом от квантовой технологии высокоуровневом язы-
ке программирования (например, Quipper). Код программы транслируется фронт-ендом в квантовое
промежуточное представление (QIP) на основе квантовой схемы. При этом поддерживается категори-
альная грамматика (categorial grammatical, CG) и оптимизатор, который выполняет преобразования и
оптимизацию кода, независящую от использования квантовых технологий (например, удаление двух
последовательных гейтов Адамара). В ходе преобразования QIP описание квантовых схем представ-
ляется низкоуровневым описанием на языке квантового ассемблера (QASM). На следующем шаге,
уже зависящим от квантовой технологии, оптимизатор преобразует программу на QASM в инструк-
ции квантового языка физических операций (QPOL). Набор этих инструкций QPOL отправляется
для вычислений либо квантовому компьютеру, либо симулятору для исполнения. Такая архитекту-
ра программного обеспечения позволяет осуществить независимую разработку каждого слоя. Таким
образом, разные языки квантового программирования могут использовать различные фронтенды, но
один и тот же оптимизатор кода. При этом изменение технологии квантовых вычислений приведёт
лишь к замене зависящей от технологии части оптимизатора. Это позволяет независимо проектиро-
вать программное обеспечение и гарантировать его интероперабельность.

Для эффективных вычислений в квантовых алгоритмах могут использоваться так называе-
мые оракулы — квантовые аналоги черных ящиков, реализующие, например, унитарные пре-

образования Uf : {0, 1}k1+k2 → {0, 1}k1+k2 функции
f : {0, 1}k1 → {0, 1}k2. При этом считается, что существу-
ет некоторый физический процесс, вычисляющий обратимым
образом эту функцию f , выполняя квантово-механическое
унитарное преобразование. В оракуле (рис. 3) k1-кубитный
регистр x содержит входные данные для функции f , а k2-
кубитный регистр y является вспомогательным (обычно он
инициализирован нулями). На выходе результат вычисления
функции складывается с этим регистром по модулю 2.Рис. 3. Оракул Uf
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При создании оракула используется метод конструирования коммуникационной квантовой схемы
из базисных блоков, реализующей обратимое унитарное преобразование, которое можно использовать
в алгоритме.

2. СТРАТЕГИЯ ПОСТРОЕНИЯ КВАНТОВОГО АЛГОРИТМА

Общая стратегия построения квантового алгоритма основана на выборе унитарного оператора
преобразования U размерности 2k × 2k:

|ψi+1〉 = U(2k × 2k)|ψi〉 (1)

и измерениях. В алгоритмах, кроме оператора выражения (1), могут учитываться исходные квантовые
состояния и распределения вероятностей. Кроме того, алгоритмы должны исключать копии произволь-
ных квантовых состояний из-за запрета клонирования2, когда копирование содержимого переменных
не допускается в принципе [4]. Квантовая схемотехника создания квантовых алгоритмов — это ме-
тодология анализа и синтеза схем квантовых вычислений на основе следующей структуры: входные
данные, преобразования, выходные данные. В этой связи задачи квантовой схемотехники сводятся к
следующему.

1. Прямой анализ, когда по схеме входа и описанию вычислительного процесса определяется схе-
ма выхода. Математически входная схема — это описание множества возможных значений на входе
квантового вычислительного процесса. Поскольку квантовый регистр (набор кубитов) представляется
в виде вектора, а каждый гейт в квантовой схеме представляется унитарной матрицей, то задача пря-
мого анализа сводится к последовательному умножению матриц на вектор. Выполнив эту процедуру
на всех возможных значениях входа, можно получить все возможные выходные значения, объединив
их в схему. Этот процесс затруднителен для классического компьютера, так как при увеличении
количества кубитов размерность векторов и матриц растет экспоненциально.

2. Обратный анализ в модели квантовых вычислений тривиально сводится к задаче прямого ана-
лиза, так как эти вычисления являются обратимыми, а матрицы всех гейтов — унитарными. Поэтому
для обратного анализа квантовой схемы достаточно обратить её, то есть перекоммутировать гейты в
обратном порядке, сделав выход входом, а вход — выходом, при этом сами гейты преобразовываются
в эрмитово-сопряжённые. После всего этого проводится процедура прямого анализа. Это справед-
ливо только для квантовых схем, где нет операций измерения, которые являются необратимыми.
Но измерения в большинстве квантовых алгоритмов применяются в конце квантовых вычислений,
когда необходимо получить классический результат, а поэтому обращение можно осуществлять, не
обращая внимание на измерения. Однако существуют квантовые алгоритмы, в которых измерение
производится в середине процесса вычислений (квантовая телепортация). В таких алгоритмах и их
квантовых схемах описанный метод обратного анализа использовать нельзя, а нужно использовать
иные методы, если они вообще существуют, так как в классических компьютерах задача обратного
анализа неразрешима [5].

3. Синтез квантовой схемы по заданным входным и выходным данным усложняется по срав-
нению с классическим компьютером обратимостью вычислений. В общем виде произвольный вычис-
лительный процесс может быть описан как двоичная функция, обрабатывающая входные данные и
возвращающая выходные. Такая функция в классическом варианте строится при помощи базисного
набора логических элементов. Далее классическая схема, используемая при синтезе, может быть све-
дена к задаче построения квантового оракула. Однако это не единственное решение задачи синтеза.
Другой способ основан на построении одной унитарной матрицы для представления классической
функции. Эта задача решается при помощи системы уравнений, получаемой из произведения матри-
цы на вектор. При этом количество уравнений и неизвестных растёт экспоненциально от количества
кубитов (векторов) и решать такую систему на классическом компьютере проблематично.

В общем виде квантовая схема — это только основа для построения квантового алгоритма, которая
позволяет решать на квантовом компьютере произвольную вычислительную задачу. Разработка же

2Согласно запрета клонирования невозможно создать идеальную копию произвольного неизвестного квантового состояния.
Это вытекает из того, что клонирование является операцией, в результате которой создается состояние, являющееся тензорным
произведением идентичных состояний подсистем, а идентичности в квантовых системах достичь нельзя.
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квантового алгоритма — это дело творческое и нетривиальное, где кроме необходимых знаний и
таланта не малую роль играет интуиция. В настоящее время большинство разработанных квантовых
алгоритмов (рис. 4) создаются на нескольких базовых, которые именно так и были найдены [6].

Рис. 4. Диаграмма квантовых алгоритмов

Квантовые алгоритмы отличаются от классических и базируются на следующих принципах.

1. Обратимость (реверсивность) вычислений во времени позволяет восстановить исходные дан-
ные по результатам вычислений. Для любой квантовой схемы, лежащей в основе алгоритма, можно
построить реверсивную схему, которая, получая на входе результат работы первоначальной схемы,
возвращает исходные данные для неё. Такую реверсивную схему можно создать, перевернув ее спра-
ва налево, а все унитарные преобразования заменить на эрмитово-сопряжённые. Из этого принципа
вытекает следующее — квантовые вычисления структурно избыточны3. Следовательно, в процессе
работы квантового алгоритма будут накапливаться «мусорные» данные, которые нужно удалять, но

3Структурная избыточность обычно сводится к лишним (не нужным) входам-выходам и базовым элементам (гейтам).
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при этом вычисления станут необратимыми и будет выделяться тепло, что повысит декогеренцию.
Однако можно создать реверсивную схему и минимизировать накопление мусора за счет специаль-
но разработанных методов уничтожения «мусора» [7]. Обычно они собирают все неиспользованные
выходы и преобразуют их специальным образом так, чтобы они использовались (например, для вы-
числения обратной функции), а весь процесс вычислений и его квантовая схема были полностью
реверсивными. В этом случае за экспоненциальное ускорение решения некоторых задач, которое даёт
модель квантовых вычислений, придётся заплатить экспоненциальным увеличением размера памяти.
Кроме того, обратимость не разрешает в квантовых схемах циклы и возвраты назад. Кубиты как
бы двигаются по гейтам, проходя через них и преобразовываясь в соответствии со схемой. Выпол-
нение квантовой программы происходит от начала только вперёд. Единственный способ выполнения
алгоритма — унитарные преобразования, а единственный способ получения результата — измерение,
уничтожающее суперпозицию, в которой находятся кубиты.

2. Квантовый параллелизм обеспечивает параллельное решение одной и той же задачи для
экспоненциально больших данных путем прохождения их через гейты унитарных преобразований.
Параллелизм обеспечивается суперпозицией базисных состояний кубитов, и с ростом числа куби-
тов размерность базиса растёт в степенной зависимости. Поэтому квантовый параллелизм обладает
огромной вычислительной мощью, которой алгоритмы должны правильно воспользоваться.

3. Интерференция, тесно связанная с принципом параллелизма, широко используется в квантовых
алгоритмах для взаимного усиления требуемых результатов и ослабления результатов нежелатель-
ных. Повторяя несколько раз последовательность параллельной обработки с учетом интерференции
состояний кубитов, в алгоритме можно так усилить амплитуду (вероятность) искомого состояния,
что в дальнейшем при измерении получится требуемый результат с высокой вероятностью. При этом,
варьируя количеством повторений и шагом интерференции, можно управлять вероятностями, доводя
их до любого заданного значения.

4. Квантовая запутанность — наименее изученный принцип, который не поддается рациональ-
ному осмыслению уже в течение века. Но именно этот принцип является ключевым фактором многих
квантовых алгоритмов, позволяющим решать неразрешимые классическими компьютерами задачи.

Из вышеперечисленного следует, что не обязательно ждать появления реального универсального
квантового компьютера или его облачной реализации (quantum cloud) [8, 9]. Можно уже сейчас,
изучая квантовые вычисления, разрабатывать квантовые алгоритмы, делая это поэтапно (рис. 5).

Рис. 5. Этапы разработки квантовых алгоритмов

Во-первых, проанализировать моделируемую физическую систему и ее математическое описание
(модель), обратив особое внимание на возможность дискретизации и параллелизма. Тем самым создав
вычислительную модель — основу разрабатываемого квантового алгоритма, учитывающего особен-
ности квантовых вычислений. Во-вторых, реализовать будущий квантовый алгоритм на одном из
языков функционального программирования (Lisp, Erlang, Scala, Miranda, ML, Haskell) или с по-
мощью систем компьютерной алгебры (Maple, Mathematica, Maxima, MatLab, Octave), симуляторов
и соответствующих фреймворков (Eqcs-0.0.8, Q++, QCLib, QCSim, Quantum Computer Simulator,
Quantum Network Computing, QC Simulator, QCAD, Quantum Qudit Simulator, QSim, jQuantum,
Quantum Algorithm Designer, Quantum eXpress, Haskell Simulator of Quantum Computer и т. д.).
В-третьих, используя существующие языки квантового программирования (QCL, LanQ, Q-gol, Q,
Pure, GCL, QPL, QML, Quipper), реализовать алгоритмы. При этом нужно учитывать, что размер-
ности используемых в вычислениях векторов (квантовых регистров) и матриц унитарных преобра-
зований (гейтов) растут экспоненциально в зависимости от количества кубитов, используемых в
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алгоритме. На современных классических суперкомпьютерах пока можно реализовать квантовые ал-
горитмы, требующие не более 15 кубитов [7,10]. Современные эмуляторы квантовых алгоритмов, реа-
лизованные на классических компьютерах, по сравнению с классическими алгоритмами преимуществ
не дают, а для некоторых алгоритмов, использующих небольшие данные, классические алгоритмы
работают значительно быстрее. Преимущества квантовых вычислений проявляются только на кван-
товом компьютере и на больших данных. Поэтому работы по квантовым вычислениям в большинстве
своем ведутся пока только в интересах теоретической информатики и фундаментальных исследова-
ний. Однако некоторые алгоритмы, приведенные на рис. 4, имеют уже и чисто прикладное значение.
Например, алгоритм Шора позволил скомпрометировать криптографический алгоритм RSA и прото-
кол обмена ключами Деффи–Хеллмана, а алгоритмы Гровера, квантового блуждания, нахождения
глобального минимума позволили значительно повысить эффективность неструктурированного по-
иска. Кроме того, фундаментальность и глубина алгоритмов об идеалах, скрытых абелевых групп,
дискретных логарифмов дает основание предполагать, что они могут стать основой для решения при-
кладных задач в ближайшем будущем. Именно такой путь прошли классические вычисления, когда
сначала были разработаны алгоритмы с совершенно непонятными структурами данных, а уже потом
прикладные программисты реализовывали современное программное обеспечение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Квантовые алгоритмы уже сейчас начинают воплощаться в реально функционирующих экспери-
ментальных устройствах, а квантовые вычисления являются довольно развитой областью знаний. В
неё вовлечены многие лучшие умы в области физики и информатики [7,11], а количество публикаций
растёт день ото дня. Интенсивно создаются новые алгоритмы и способы их применения к решению
прикладных задач. Поэтому всем тем, кто хочет заниматься квантовыми вычислениями, уже сегодня
надо полноценно погружаться в эту область и изучать её фундаментальные основы.

При создании программного обеспечения (software) квантового компьютера необходимо, прежде
всего, решить следующие задачи:

– подготовить алгоритмы унитарных преобразований (решения задачи), исключающие копии про-
извольных квантовых состояний, циклы и возвраты назад, обеспечивающие сборку и удаление «му-
сорных» данных, а также коррекцию квантовых ошибок, поддержку квантового параллелизма для
экспоненциально больших данных, повторяющие несколько раз параллельную обработку, с учетом
интерференции состояний кубитов и повышающие вероятность результата;

– написать и отладить программу на языке функционального или квантового программирования,
реализующую подготовленный алгоритм (подготовку и отладку программ можно выполнять и на
классическом компьютере, компиляторы которого совместимы с компиляторами квантового компью-
тера, кроме того, необходимо учитывать ограничения на размеры обрабатываемых данных и наличие
«драйверов» для низкоуровневого доступа к квантовому компьютеру);

– предусмотреть вывод результата на классическом компьютере, работающем как элемент кван-
тового компьютера или с использованием квантовых облачных технологий.

Современный этап развития квантовых вычислений является этапом фундаментальных иссле-
дований и экспериментального подтверждения результатов этих исследований (табл. 2). Этот этап
позволит выбрать из нескольких прототипов квантовых компьютеров, реализуемых по разным техно-
логиям создания квантовой среды, лучший. Его преимущества будут проявляться, прежде всего, в
эффективности решения вышеперечисленных проблем.

Собственно говоря, квантовый компьютер ничего не будет вычислять в обычном смысле. Он как
бы заранее будет знать все возможные решения. Останется только отбросить неверные результаты
посредством квантовых алгоритмов. Кроме того, на этом этапе необходимо будет решать, как задачи
создания программного обеспечения, так и задачи подготовки специалистов в области квантовых вы-
числений. Этим специалистам придется создавать образцы пока трудно реализуемой гипотетической
аналогово-цифровой вычислительной системы, создавать новые и использовать уже появляющиеся
квантовые алгоритмы.
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Таблица 2

Исследования по созданию квантового компьютера

Компании Квантовая среда Особенности

IBM Исследования квантовой среды на основе

схем из сверхпроводящих металлов

Очень высокая вероятность квантовых оши-

бок, что не позволяет создавать полноцен-

ные квантовые компьютеры

Miсrosoft Исследование теоретически более надежной

квантовой среды и создание топологическо-

го кубита∗

Существование квазичастиц, используемых

в топологическом кубите, пока не доказано

Alcatel-Lucent

(Bell Labs)

Исследования конденсированного состоя-

ния вещества с целью создания топологи-

ческого кубита

Создание топологического кубита на основе

дробного квантового эффекта Холла пока в

стадии исследований

D-Wave

Systems

Исследования по созданию квантового ком-

пьютера на основе сверхпроводящего чипа,

содержащего 512 кубитов

Пока не доказано, что чипы построены на

основе квантовых эффектов

Google Разноплановые исследования компьютеров

D-Wave Systems, построенных на основе

контактов Джозефсона

Google адаптирует свои технологии под воз-

можности квантовых компьютеров

Примечание. ∗Топологический кубит — это теоретический кубит на основе двухмерных квазичастиц (анио-

нов), являющихся более стабильными, что позволяет уменьшить ошибки декогеренции. Это одно из трех направ-

лений уменьшения ошибок в квантовых компьютерах (первое — коррекция, второе — подавление декогеренции).

Топологическое состояние анионов подразумевает неизменность топологии при изменении их состояния, бази-

рующейсе на принципе запрета Паули (две частицы не могут находиться в одинаковом состоянии). Состояния

из нескольких анионов соответствуют переплетению топологий, аналогично пряже. Это позволяет построить

математическую теорию соответствующих групп и алгебр, называемых не абелевыми. На этих состояниях в

результате переплетения, можно построить квантовый компьютер.
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The paper discusses principles of construction for quantum algorithms and their main features. Distinction of quantum parallelism from

classical methods of high-performance computing is shown. Quantum algorithms design strategy is presented based on quantum
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to implement unitary transformations based on the oracle method is described.
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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К НEЧЕТКОМУ ЛОГИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ
ЦИФРОВЫХ УСТРОЙСТВ

Д. В. Сперанский

Сперанский Дмитрий Васильевич, доктор технических наук, профессор кафедры высшей и прикладной математики, Мос-

ковский государственный университет путей сообщения, Speranskiy.dv@gmail.com

В статье исследуется проблема двоичного нечеткого моделирования цифровых устройств (ЦУ). В отличие от аналогичной

классической проблемы предполагается, что входные сигналы ЦУ являются нечеткими. В реальных ЦУ для каждого

входа (0 или 1) существует определенный диапазон в вольтах. Если входной сигнал выходит за этот диапазон, то

корректность его идентификации не гарантируется. Нечеткость входного сигнала означает, что наблюдаемые его значения

могут быть либо внутри определенного диапазона, или вне его. Известно, что логическое моделирование каждого ЦУ

состоит в вычислении значения определенного логического выражения. Это выражение есть математическая модель

ЦУ. Кроме того, это логическое выражение может всегда быть представлено в терминах трех логических операций, а

именно И, ИЛИ, НЕ. В статье предлагается метод сведения исследуемой проблемы к проблеме нечеткого моделиро-

вания систем в пространстве вещественных чисел. Метод основан на представлении логического выражения с исполь-
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зованием бесконечнозначной (непрерывной) логики. Вычисление в этой логике сводится к вычислению выражения в

пространстве вещественных чисел. Предложенная в статье процедура намного менее трудоемка, чем ранее известная

процедура для нечеткого моделирования, использующая нечеткую арифметику в пространстве вещественных чисел.

Ключевые слова: непрерывная логика, цифровые устройства, нечеткое логическое моделирование.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, логическое моделирование цифровых устройств (ЦУ) широко применяется для ре-
шения многих задач, к числу которых относится, в частности, проектирование ЦУ, включающее раз-
работку структурной и функциональной схем ЦУ, анализ схемотехнической реализации, разработку
его принципиальной электрической схемы и т.д. Упомянутое моделирование может осуществляться с
различной степенью детализации, которая существенно зависит от преследуемой при моделировании
цели.

Напомним, что обычно логическое моделирование ЦУ основано на применении классического
математического аппарата, подразумевающего выполнение операций с точными значениями данных.
Вместе с тем для реальных ЦУ такие данные часто являются неточными (нечеткими) по объективным
причинам (неточность измерений, нечеткость в описании функционирования ЦУ и т. п.). Очевидно,
что это приводит к огрублению результатов моделирования. Понятно, что для отражения нечеткости
данных нужно иметь подходящие средства, созданию которых способствовало введение Л. Заде [1]
концепции нечетких множеств.

Названная концепция послужила толчком к появлению и развитию таких новых разделов ма-
тематики и ее приложений, как нечеткая арифметика, нечеткая алгебра, нечеткая логика, теория
нечеткого управления и т. п. Не останавливаясь на обзоре работ в этих направлениях, поскольку это
лежит за рамками нашей статьи, назовем лишь некоторые из известных публикаций [2–5], связанных
с рассматриваемыми ниже вопросами.

В предлагаемой статье рассматривается нечеткое двоичное логическое моделирование ЦУ, ори-
ентированное, в частности, на решение задач контроля и диагностирования ЦУ, идентификации ЦУ
и т. п.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В качестве ЦУ как комбинационных, так и с памятью далее рассматриваются устройства, вы-
ходные сигналы которых по заданным входным сигналам вычисляются с использованием логических
выражений. Это означает, что совокупность таких выражений представляет собой математическую
модель рассматриваемого ЦУ. Предполагается, что каждое логическое выражение в общем случае
может содержать различные логические операции, включая отрицание, конъюнкцию, дизъюнкцию,
сумму по модулю 2 и др. Известно [6], что, например, первые три названные операции образуют
полную систему булевых функций (базис), т. е. любая другая логическая функция может быть пред-
ставлена в виде логического выражения, содержащего только функции из этого базиса.

Поскольку реальные ЦУ комбинационного типа чаще всего состоят из микросхем, реализующих
функции упомянутого базиса, математической моделью таких ЦУ являются описывающие их функ-
ционирование логические выражения. Известно также [7], что любое ЦУ с памятью всегда можно
преобразовать в эквивалентную ему итеративную комбинационную сеть. Таким образом, и для ЦУ
с памятью соответствующее ему логическое выражение также является адекватной математической
моделью. Исходя из сказанного, далее для простоты изложения в качестве объекта исследования
будет рассматриваться комбинационное ЦУ (хотя это и не принципиально) с несколькими входами и
одним выходом.

В классической модели ЦУ при традиционном двоичном логическом моделирования на каждом
его входном и выходном полюсе может появиться только точный двоичный сигнал «0» или «1».
Исследуемая здесь задача предполагает, что поступающие на входы ЦУ сигналы являются нечеткими.
Понятно, что получаемые при этом выходные сигналы ЦУ также являются нечеткими.
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Сформулируем теперь рассматриваемую нами задачу. Пусть заданы логическое выражение, реа-
лизуемое исследуемым ЦУ, и входной набор ЦУ, состоящий из нечетких сигналов. На основе этой
информации требуется осуществить нечеткое логическое моделирование ЦУ и определить двоичное
значение выходного сигнала (0 или 1), являющееся максимальным приближением к вычисленному в
результате моделирования нечеткому значению.

Использованные выше термины «нечеткий сигнал» и «нечеткое моделирование» требуют уточне-
ния. Напомним [8], что использование логической модели ЦУ предполагает некоторую идеализацию
реальных сигналов. Поведение каждого из реальных элементов ЦУ описывается в терминах пере-
менных, отображающих значения меняющихся во времени физических величин. При этом у значения
переменной всегда имеется область неопределенности, обусловленная инерционностью элементов. На
диаграммах изменения сигнала это изображается трапецеидальной его формой, а не абсолютно пря-
моугольной.

Так, изменение сигнала от одного уровня до другого (за время переходного процесса) в действи-
тельности различается и составляет, как правило, приблизительно 10% при изменении 0 → 1 и 90%
при изменении 1 → 0 от максимального значения сигнала. Уровни сигнала (0 и 1) должны находиться
в некоторых заранее допустимых пределах и при выходе за эти пределы сигнал иногда не может быть
отождествлен ни с 1, ни с 0. Заметим, что в ЦУ значения сигналов отображаются соответствующими
уровнями напряжения. Так, например, в КМОП-схемах это 0.0 ÷ 1.5 В для отображения сигнала 0
и 3.5 ÷ 5.0 В для сигнала 1; в ТТЛ-схемах для тех же сигналов эти уровни таковы: 0.0 ÷ 0.8 В и
2.0 ÷ 5.0 В.

2. ПРИЛОЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОЙ ЛОГИКИ К НЕЧЕТКОМУ ЛОГИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ ЦУ

Классическая двузначная логика во многих случаях является недостаточной, что привело к разра-
ботке рядом авторов (Лукасевичем, Постом, Тарским, Яблонским и др.) так называемых многозначных
логик. Такие логики относятся к разряду дискретных логик, в которых имеется конечное множество
значений истинности высказывания на заданном отрезке числовой оси. При осуществлении предель-
ного перехода, заключающегося в устремлении к бесконечности числа значений истинности высказы-
вания, в итоге получаем бесконечнозначную логику, называемую также непрерывной логикой. Таким
образом, непрерывную логику можно рассматривать как обобщение дискретной логики.

Основная идея предлагаемого ниже подхода к нечеткому логическому моделированию базируется
на применении для этой цели математического аппарата нечеткой логики.

Отметим, что приложениям непрерывной логики к исследованию динамики, надежности и дру-
гих проблем ЦУ посвящен целый ряд работ В. И. Левина, среди которых назовем, например, [9, 10].
Решение некоторых из перечисленных проблем требует применения моделирования. Однако такое мо-
делирование предполагает исследование функционирования ЦУ, во-первых, в динамике, когда на его
входы подаются последовательности символов, а не отдельные символы, и, во-вторых, когда входные
воздействия являются точными (четкими). Рассматриваемая нами задача отличается наличием нечет-
ких входных воздействий и необходимостью вычисления реакции ЦУ только на отдельные входные
воздействия. Понятно, что такая «статическая» задача менее сложна и есть основания рассчитывать
на разработку более простого метода ее решения, чем применение достаточно сложного и трудоемкого
аппарата «динамического» моделирования.

Напомним некоторые положения непрерывной логики, с основами которой можно ознакомиться,
например, по книге С. А. Гинзбурга [11]. Значения истинности в этой логике образуют ограниченное
множество вещественных чисел, содержащее свою верхнюю грань B и нижнюю грань A. Предпо-
лагается, что это множество является симметричным относительно точки C = (A + B)/2, которую
можно назвать центром множества значений высказываний. Основными логическими операциями в
непрерывной логике являются обобщенные дизъюнкция, конъюнкция и отрицание — аналоги со-
ответствующих операций в классической двузначной логике. Значения истинности перечисленных
обобщенных операций определяются следующим образом:

x ∨ y = max(x, y), (1)

x ∧ y = min(x, y), (2)
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x̄ = A + B − x = 2C − x, (3)

где x и y — значения истинности соответствующих высказываний. Формула (3) означает, что значения
истинности двух противоположных высказываний представляют собой две точки на отрезке [A,B],
расположенные симметрично относительно центра множества значений.

Отметим, что для непрерывной логики так же, как и для двузначной логики, оказываются спра-
ведливыми следующие общие законы:

x ∨ x = x, x ∧ x = x (тавтология);

x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x (коммутативность);

(x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) (ассоциативность);

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∨ (x ∨ z) (дистрибутивность);

x ∨ y = x̄ ∧ ȳ, x ∧ y = x̄ ∨ ȳ (законы де Моргана).

Помимо приведенных законов для непрерывной логики справедливыми являются также следую-
щие:

x ∨ A = x, x ∧ B = x,

x ∨ B = x, x ∧ A = A.

Понятно, что поскольку аргументами логических функций непрерывной логики являются непре-
рывные величины, то и значениями таких функций также являются непрерывные величины. Поэтому
естественно, что логические операции могут здесь сочетаться с операциями обычной алгебры — сло-
жением, умножением, вычитанием. Такое в принципе возможно и для дискретной логики, но для нее
результаты выполнения логических и алгебраических операций должны обязательно принадлежать
множеству принятых дискретных значений. Что касается непрерывной логики, то в ней результат опе-
раций должен удовлетворять единственному ограничению — находиться в пределах отрезка [A,B].

Очевидно, что при сочетании логических операций с алгебраическим суммированием и умно-
жением оказываются справедливыми некоторые законы, на которых мы здесь не останавливаемся,
поскольку их приложения лежат за рамками нашей статьи.

3. СТРУКТУРНАЯ МОДЕЛЬ НЕЧЕТКОГО ЛОГИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Проблемы нечеткого моделирования, необходимость исследования которых возникла с 70-х го-
дов прошлого века в связи с появлением обширных приложений теории нечетких множеств, сейчас
оказались в зоне интересов многих ученых. Значительное внимание было проявлено в первую оче-
редь к нечетким моделям процессов, описываемых различного рода уравнениями и соотношениями,
включающими переменные со значениями из поля вещественных чисел. Соответствующие методы и
многие аспекты такого моделирования в настоящее время достаточно хорошо разработаны. В част-
ности, проблемы и методы нечеткого моделирования в поле вещественных чисел подробно изложены
в монографии А. Пегата [12], терминология и понятия из которой используются нами в дальнейшем
изложении.

Как известно [12], нечеткое моделирование в поле вещественных чисел потребовало разработки
нечеткой арифметики (определения всех четырех арифметических действий над нечеткими числа-
ми), нечеткой математики (определения операторов объединения, пересечения, понятий нечеткого
отношения и импликации). Кроме того, значительных усилий потребовала разработка структуры и
операций в нечетких моделях и различных их типов, и, наконец, методов нечеткого моделирования.
Результатом указанных разработок явилось создание достаточно эффективной, но весьма трудоемкой
в применении математической теории.

Для решения рассматриваемой нами задачи упомянутая выше теория безусловно может быть
использована. Вместе с тем специфика этой задачи позволяет уменьшить в значительной степени
трудоемкость процесса нечеткого логического моделирования ЦУ, теоретически обоснованного в [12].
Так, этому способствует отсутствие необходимости использования нечеткой арифметики, аппарата
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нечеткой математики и возможность значительного упрощения типовой структуры нечеткой модели,
описанной в [12]. Остановимся подробнее на отмеченных особенностях.

Условимся, что используемая нами математическая модель ЦУ (логическое выражение, описы-
вающее его функционирование) содержит переменные, представленные в единицах электрического
напряжения (в вольтах). Конкретные значения переменные приобретают в результате измерений в
процессе штатного функционирования ЦУ и являются нечеткими.

Проиллюстрируем предлагаемый метод на примере ТТЛ-схемы. Как было отмечено выше, сигналу
«0» в таких схемах соответствует диапазон напряжения 0÷0.8 В, а сигналу «1» — диапазон 2.0÷5.0 В.
Между этими диапазонами расположена так называемая мертвая зона, в пределах которой не гаран-
тируется корректное восприятие уровня сигнала. Для ТТЛ-схем это диапазон 0.8 ÷ 2.0 В. Середина
этой зоны (в нашем случае напряжение 1.4 В) является так называемым пороговым уровнем сигнала.
Если сигнал ниже этого уровня, то он может восприниматься как «0», если выше, то как «1» или как
некорректный.

Условимся, что при нечетком логическом моделировании ЦУ на его входы подаются сигналы
из двух нечетких множеств A0 = «примерно 0» и A1 = «примерно 1». Пусть графики функций
принадлежности этих множеств есть ломаные, изображенные на рисунке.
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Функции принадлежности нечетких сигналов A0 и A1

Ломаная PMS на рисунке соответствует множеству A0, а ломаная QNR — множеству A1. По оси
абсцисс выписаны напряжения, определяющие эти множества и мертвую зону [0.8 ÷ 2.0].

Перейдем к интерпретации перечисленных величин применительно к нашей задаче в терминах
непрерывной логики. Значения возможных значений на выходе ЦУ образуют ограниченное множе-
ство вещественных чисел, лежащих на отрезке [0.0; 5.0]. Зону «нечеткости» входных и выходных
сигналов ЦУ образуют значения, лежащие на отрезке [A,B], где A = 0.8 и B = 2.0. Центром этого
множества является точка C = (A + B)/2 = (0.8 + 2.0)/2 = 1.4, которая выполняет роль порогового
значения сигнала. Степень принадлежности µ(y) сигнала y множествам A0 и A1, где 0 6 µ(y) 6 1,
определяется с помощью функции принадлежности, графически представленной на рисунке.

Для выполнения нечеткого логического моделирования воспользуемся типовой структурой нечет-
кой модели, ориентированной на применение в поле вещественных чисел, которая детально описана
в [12, гл. 5]. Напомним, что структура этой модели в общем случае состоит из трех последовательно
соединенных блоков, выполняющих следующие функции.

1. Блок фазификации (fuzzification) для поступающих на него нечетких значений входов вычисляет
их степени принадлежности µ(y) входным нечетким множествам.

2. Блок вывода (inference) на входе получает степени принадлежности, вычисленные предыдущим
блоком, и на выходе вычисляет так называемую результирующую функцию µres(y) принадлежности
выходного значения сигнала модели. Для выполнения вычислений этот блок включает в себя базу
правил, механизм вывода и функции принадлежности выходного значения y.

3. Блок дефазификации (defuzzification) на основе µres(y) вычисляет значение y∗ выхода по его
нечетким входным значениям. Этот блок включает в себя вычисление степеней выполнения условий
отдельных правил, определения активизированных функций принадлежности заключений этих правил
и результирующей функции принадлежности вывода из всех правил, входящих в базу.
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Имеющийся опыт проведения нечеткого моделирования ряда реальных процессов, описанных в
литературе, подтверждает высокую трудоемкость реализации такого моделирования. Основную часть
в нем составляют затраты на реализацию алгоритмов в блоках вывода и дефазификации.

Перейдем теперь к описанию предлагаемой нами процедуры нечеткого логического моделирова-
ния ЦУ, существенно менее трудоемкой по сравнению с трудоемкостью реализации приведенной выше
типовой структурной модели.

Суть этой процедуры кратко изложим на примере простого комбинационного устройства с тремя
входами x1, x2, x3, значение на выходе которого описывается следующей структурной формулой:

y = (x1 ∧ x̄2) ∨ (x2 ∧ x3). (4)

Используя равенства (1)–(3), представим логическое выражение (4) в терминах обобщенных операций
инверсии, конъюнкции и дизъюнкции:

y = max(min(x1, A + B − x2),min(x2, x3)). (5)

При вычислении значения сигнала y на выходе ЦУ при конкретных значениях нечетких переменных
x1, x2, x3, являющихся вещественными числами, применяются стандартные правила арифметики ве-
щественных чисел для нахождения максимума и минимума. Результат этих вычислений есть нечеткое
вещественное число. Описанные действия применительно к предлагаемой нами процедуре моделиро-
вания эквивалентны действию блоков фазификации и вывода типовой структуры нечеткой модели.

Следующий этап предлагаемой процедуры эквивалентен блоку дефазификации типовой структуры
нечеткой модели. Сформулируем теперь предлагаемые нами правила, по которым нечеткое значение
выхода ЦУ, полученное на предыдущем этапе при вычислении по формуле типа (5), преобразуется в
четкое значение (0 или 1).

Предварительно введем следующие обозначения: ∆(0) = [0.0; 1.0] — диапазон значений сигнала,
воспринимаемого как «примерно 0»; ∆(1) = [1.7; 5.0] — диапазон значений сигнала, воспринимаемого
как «примерно 1».

Прокомментируем эти диапазоны. Если нечеткое значение выхода ЦУ y ∈ [0.0; 0.8], то оно вос-
принимается как четкий 0, если же y ∈ [0.8 + ε; 1.0], где 0 < ε < 0.2, то по графику функции
принадлежности определяется его степень µ(y) принадлежности сигналу «примерно 0». Аналогичная
ситуация имеет место и для диапазона ∆(1). Если нечеткое значение выхода ЦУ y ∈ [2.0; 5.0], то
оно воспринимается как четкая 1, если же y ∈ [2.0 − δ; 5.0], где 0 < δ < 0.3, то по графику функции
принадлежности определяется его степень µ(y) принадлежности сигналу «примерно 1».

Будем предполагать, что экспертами-технологами в сфере производства ЦУ названы и обоснованы
два значения µ∗(y) и µ̄(y) из диапазона [0; 1], являющиеся пороговыми значениями степени принад-
лежности сигналам соответственно «примерно 0» и «примерно 1». Это означает, если сигнал y ∈ ∆(0)

(y ∈ ∆(1)) со степенью принадлежности µ(y), где µ(y) < µ∗(y) (µ(y) < µ̄(y)), то этот сигнал будет
восприниматься как некорректный, в противном случае — как 0 (как 1).

Отметим, что экспертные оценки, аналогичные упомянутым выше, необходимы и для назначения
правой (левой) границы отрезка ∆(0) (∆(1)).

В терминах этих обозначений сформулируем правила, по которым нечеткое значение на выходе ЦУ,
полученное по формуле типа (5), будет преобразовано в четкое значение (0 или 1).

1. Если нечеткое значение y выхода ЦУ превышает пределы диапазона ∆(0) (∆(1)) и y < C

(y > C), где — пороговое значение сигнала, то этот сигнал считается некорректным, т.е. не воспри-
нимаемым ни как 0, ни как 1.

2. Пусть нечеткое значение выхода ЦУ y ∈ [0.0; 1.0] и пусть степень его принадлежности сигналу
«примерно 0», определяемая по графику (см. рисунок), равно µ(y). Если µ(y) > µ∗(y), то четкое
значение сигнала y полагается равным 0, в противном случае этот сигнал считается некорректным.

3. Пусть нечеткое значение выхода ЦУ y ∈ [1.7; 5.0] и пусть степень его принадлежности сигналу
«примерно 1», определяемое по графику (см. рисунок), равна µ(y). Если µ(y) > µ̄(y), то четкое
значение сигнала y полагается равным 1, в противном случае этот сигнал считается некорректным.

Фигурирующие в приведенных правилах величины µ∗(y) и µ̄(y) — это своего рода пороговые сте-
пени принадлежности нечеткого выходного сигнала ЦУ, которые служат для отделения корректных
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сигналов от некорректных. Отметим, что конкретные значения этих величин диктуются спецификой
различных технологий изготовления микросхем. Аналогичные соображения имеют место при назна-
чении правой (левой) границы диапазона ∆(0) (∆(1)).

Сравнение описанной нами процедуры нечеткого логического моделирования ЦУ с типовой струк-
турой нечеткой модели, представленной в [12], позволяет сделать вывод о существенно меньшей
трудоемкости процедуры, предложенной нами. Действительно, в нашей процедуре отсутствуют блоки
фазификации и вывода, тогда как последний блок в типовой модели представляет собой наиболее
трудоемкую ее часть. Кроме того, преобразование нечеткого значения выходного сигнала в четкое
выполняется по предельно простым правилам в отличие от трудоемких преобразований, необходимых
в типовой структурной модели.

Известно, что в общем случае адекватность разрабатываемых алгоритмов нечеткого моделирова-
ния в поле вещественных чисел и трудоемкость их реализации на основе структурной типовой модели
зависит от многих факторов [12]. К их числу относятся формы представления нечетких чисел, опреде-
ления арифметических операций над ними, выбор способов дефазификации и т.д. В нашей процедуре
все эти факторы либо вообще отсутствуют, либо предельно упрощаются.

Качество алгоритмов нечеткого моделирования вполне естественно оценивать по соотношению
числа правильных и неправильных результатов, получаемого путем сравнения реальных выходов ЦУ
с вычисленными по оцениваемым алгоритмам в процессе проводимых численных или натурных экспе-
риментов. Понятно, что от любого такого алгоритма невозможно требовать, чтобы на любых входных
данных он всегда давал правильный результат, поскольку он оперирует с нечеткими данными. Для
описанного в статье алгоритма нечеткого логического моделирования ЦУ, как нетрудно убедиться
с помощью простых рассуждений и вычислений, для всех входных наборов, когда сигналы 0 и 1
представлены их заявленными по технологии диапазонами напряжений, получаются правильные ре-
зультаты. Вместе с тем на аномальных входных воздействиях, когда они находятся вне пределов
их заданных по технологии диапазонов, гарантии получения только правильных результатов отсут-
ствуют. Понятно, что соотношение числа верных и неверных результатов, получаемых при нечетком
логическом моделировании по предложенной процедуре, в общем случае зависит от используемой кон-
кретной математической модели и технологии изготовления ЦУ. По-видимому, любые статистические
данные для оценки упомянутого соотношения вряд ли могут служить основанием для «глобальных»
оценок качества алгоритмов, а скорее будут «привязаны» к конкретным ЦУ и носить локальный
характер. Поэтому в статье какие-либо данные такого характера не приводятся.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложена процедура нечеткого логического моделирования ЦУ, основанная на приме-
нении математического аппарата непрерывной логики для переменных из ограниченного множества
вещественных чисел. Показано, что эта процедура по сравнению с процедурой, базирующейся на
использовании известной типовой структуры нечеткой модели ЦУ, значительно менее трудоемка.
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An Approach to Fuzzy Modeling of Digital Devices
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In the article the problem of fuzzy binary logic modeling for digital devices (DD) is investigated. In contrast to the similar classic

problem of logical simulation, it is assumed that inputs signals of DD are fuzzy signals. In the real of DD for each input (0 or 1) there is

a certain voltage range. If an input signal is out of the range, the correct signal identification is not guaranteed. The fuzziness of input

signals means that there observed values can be either within of the defined range, or out of it. It is known that the logic modeling

of every DD is the calculation of value of the certain logical expression. This expression is a mathematical model of DD. Also, the

corresponding expression can be always represented in the terms of three logic operations, namely, AND, OR, and NOT. In article,

a method of reducing the investigated problem to the problem of fuzzy modeling systems in the space of real numbers is proposed.

The method is based on the presentation of logical expression using the infinite-valued (continuous) logic. The calculations in this

logic are reduced to the evaluation of the expression in the space of real numbers. The proposed procedure in article is much less

labor intensive than the previously known procedure for fuzzy modeling using fuzzy arithmetic in the space of real numbers.

Key words: continuous logic, digital devices, fuzzy logic modeling.
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