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Stress-strain State of an Elliptical Cylinder with an Ellipsoidal Bottoms
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The algorithm of calculating the construction in the form of an elliptical cylinder with ellipsoidal bottom of different materials based

on the finite element method with the use of scalar and vector fields interpolating movements is described. As part of the sampling

using rectangular curved finite elements with eighteen degrees of freedom in the node. Calculations of a circular cylinder with an

articulated ellipsoid of rotation the verification of the algorithm and shows its effectiveness.
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Д. В. Кондратов и др. Задачи гидроупругости для трубы кольцевого сечения

Рассмотрена механическая модель, представленная в виде трубы кольцевого сечения, образованная двумя поверхностями

соосных цилиндрических оболочек, взаимодействующими с вязкой несжимаемой жидкостью. Построена математическая

модель этой системы, состоящая из дифференциальных уравнений в частных производных, описывающих динамику вязкой

несжимаемой жидкости и упругой ребристой оболочки совместно с граничными условиями.

Ключевые слова: гидроупругость, вязкая жидкость, труба кольцевого сечения, геометрически нерегулярная оболочка.

В настоящее время в различных областях техники используются такие современные конструкции,

которые представляют собой сложные системы, описывающие взаимодействия твердых, упругих и

жидких тел. Такие конструкции могут быть описаны моделью, состоящей из двух цилиндрических

оболочек, вложенных друг в друга, между которыми расположена жидкость. Примерами использо-

вания таких моделей с двумя цилиндрическими оболочками могут служить двигатели внутреннего

сгорания, поплавковые приборы навигации, жидкостные ракетные двигатели [1–5]. В таких моделях

жидкость между оболочками может служить не только для демпфирования собственных колебаний

оболочек, но и для охлаждения этих оболочек. Кроме того, внешняя оболочка может быть геометри-

чески нерегулярной, а внутренняя — абсолютно жесткой.

Рассмотрим механическую модель, представляющую собой круглую трубу кольцевого сечения, об-

разованную двумя поверхностями соосных цилиндрических оболочек, взаимодействующими с вязкой

несжимаемой жидкостью. Такая система
представлена на рис. 1.

Между цилиндрическими оболочка-

ми рассматривается ламинарное течение

вязкой несжимаемой жидкости, причем

внешняя оболочка является упругой гео-

метрически нерегулярной, а внутренняя

оболочка является абсолютно жестким

цилиндром. Ширина h0 цилиндрической

щели кольцевого сечения значительно

меньше внешнего радиуса R2 внутренней

оболочки и внутреннего радиуса R1 и ра-
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Рис. 1. Механическая модель

диуса срединной поверхности R внешней оболочки h0 = 2(R−R1) << R. Радиус срединной поверхно-

сти R значительно больше толщины внешней h0 = 2(R−R1) оболочки. Радиус срединной поверхности

оболочки равен R, а ее толщина на участках, где отсутствуют ребра жесткости, равна h0. Длины

цилиндрических оболочек l — одинаковые, а упругие перемещения внешней оболочки значительно

меньше ширины δ цилиндрической щели. Течение жидкости происходит под действием переменного

по времени перепада давления. Перемещение внутренней оболочки относительно внешней на торцах

отсутствует. Механическая система считается термостабилизированной.

Рассмотрим систему координат O1x1y1z1 и свяжем ее с основанием, к которому крепится

механическая система. Центр системы O1 расположен в геометрическом центре соосных оболочек в

невозмущенном состоянии. Будем полагать, что перемещения вдоль оси O1y1 отсутствуют. Рассмот-

рим дополнительно необходимую далее цилиндрическую систему координат r, θ, y (n̄r, n̄θ, j̄ — орты

цилиндрической системы). Полюс цилиндрической системы координат совпадает с началом коорди-

нат O1x1y1z1 и направления осей Oy, O1y1 цилиндрической

и декартовой систем координат совпадают (рис. 2).

Внешняя поверхность внешней оболочки трубы явля-

ется геометрически нерегулярной и имеет n ребер жест-

кости ступенчато изменяющейся высоты. Ребра представ-

ляют собой внешние шпангоуты. Крепление геометрически

нерегулярной оболочки на торцах имеет свободное опира-

ние. Ребра жесткости характеризуются своей высотой hpj ,

длиной ε∗0j и продольной координатой начала ребра yj . При

этом высота ребра при движении вдоль оболочки изменяет-

ся скачкообразно. Нормальная к координатной поверхности

координата z, внутренней поверхности оболочки постоянна

z1 = −h0/2.
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Рис. 2. Системы координат
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Часть внешней поверхности оболочки постоянна z2 = h0/2, а расположенные вдоль оси Oy в

точках yj (j = 1, 2, . . . , n) ребра ограничены по высоте поверхностями

z2 = hpj − h0 =

(

1 −
h0

hpj

)

hpj .

Таким образом, получается, что внешняя оболочка имеет разрывы в точках оси Oy и в связи с

этим возникает трудность в ее описании. Можно воспользоваться единичной функцией Хевисайда

Γ(y), которая определяется как

Γ(y) =

{

0, если y < 0,

1, если y ≥ 0.

Тогда ступенчатый характер изменения высоты ребра можно описать с помощью разностей функ-

ций Хевисайда по продольной координате. Тогда внешнюю поверхность оболочки можно описать с

помощью общего уравнения:

z2 =
h0

2
+

n
∑

j=1

(

1 −
h0

hpj

)

hpj∆Γyj ,

где ∆Γyj = Γ(y−yj)−Γ(y−yj−ε∗0j), Γ(y) — единичная функция Хевисайда по продольной координате;

yj — точка появления ребра по продольной координате.

Математическая модель рассматриваемой механической системы состоит из дифференциальных

уравнений в частных производных описывающих динамику вязкой несжимаемой жидкости и упругой

ребристой оболочки совместно с граничными условиями. Наличие жидкости в системе приводит к

быстрому затуханию собственных колебаний, и переходный процесс можно не рассматривать, поэтому

рассматриваются только вынуждение колебания.

Течение вязкой несжимаемой жидкости между цилиндрическими оболочками осесимметричное и

описывается уравнениями Навье–Стокса. В цилиндрической системе координат эти уравнения имеют

следующий вид:

∂Vk

∂t
+ Vr

∂Vk

∂r
+ Vy

∂Vk

∂y
= −

1

ρ

∂p

∂k
+ ν

(

∂2Vk

∂r2
+

1

r

∂Vk

∂r
+

∂2Vk

∂y2
− χ

Vr

r2

)

, (1)

∂Vr

∂r
+

Vr

r
+

∂Vy

∂y
= 0.

Здесь k = r или y; χ = 1 при k = r, χ = 0 при k = y; Vy, Vr — компоненты вектора скорости жид-

кости в цилиндрической системе координат (n̄r, j̄), начало O которой находится в центре внутренней

оболочки; p — давление жидкости; ρ — плотность жидкости; ν — кинематический коэффициент

вязкости; y — координата вдоль оси симметрии Oy; r — расстояние от оси Oy; t — время.

Граничные условия для системы (1) представляют собой условия прилипания вязкой жидкости к

поверхностям оболочек и условия для давления на концах механической системы:

Vr =
∂u3

∂t
, Vy = −

∂u1

∂t
при r = R2 + δ + u′

3;

Vr = 0, Vy = 0 при r = R2; p = p+ при y = l/2, p = p− при y = −l/2, где u3 — прогиб внешней обо-

лочки, положительный в сторону, противоположную центру кривизны; u1 — продольное перемещение

оболочек положительное, в сторону противоположную оси Oy.

Для вывода уравнений динамики ребристой оболочки применим вариационный интегральный

принцип Гамильтона. Принцип Гамильтона в цилиндрической системе координат можно записать

в виде

δ

t1
∫

t0

[L + (q̄, ū)] dt = 0, (2)

L =
1

2

∫ z2

z1

∫∫

Ω

[

ρ0

(

∂ ūz

∂t
,
∂ūz

∂t

)

−
(

σsε
z
s + σθε

z
θ + τsθγ

z
yθ

)

]

dz dΩ, (3)
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где L — функция Лагранжа; q̄ — вектор поверхностных усилий; ū = u1n̄y + u2n̄θ + u3n̄ — век-

тор упругих перемещений координатной поверхности оболочки (n̄y, n̄θ, n̄ — продольное и окружное

направления в координатной поверхности оболочки и нормаль к ней); ρ0 — плотность материала обо-

лочки; ūz — вектор упругих перемещений точек оболочки, отстоящих от координатной поверхности

на расстоянии z; σy, σθ, τyθ — компоненты тензора напряжений; εz
y, εz

θ, γz
yθ — компоненты тензора

упругой деформации; dΩ = Rdθ ds.

Согласно гипотезам Кирхгофа–Лява имеем:

ū = uz
1n̄y + uz

2n̄θ + uz
3n̄,

uz
1 = u1 − z

∂u3

∂y
, uz

2 = u2 − z

(

1

R

∂u3

∂θ
−

u2

R

)

, uz
3 = u3, (4)

σy =
E

1 − µ2
0

(

εz
y + µ0ε

z
θ

)

, σθ =
E

1 − µ2
0

(

εz
θ + µ0ε

z
y

)

, τyθ =
E

2 (1 + µ0)
γz

yθ, εz
y =

∂u1

∂y
− z

∂2u3

∂y2
,

εz
θ =

1

R

∂u2

∂θ
+

u3

R
− z

1

R2

(

∂2u3

∂θ2
−

∂u2

∂θ

)

, γz
y =

1

R

∂u1

∂θ
+

∂u2

∂y
− z

2

R

(

∂2u3

∂y∂θ
−

∂u2

∂y

)

,

где E — модуль Юнга материала оболочки; µ0 — коэффициент Пуассона.

Уравнение (2) для оболочки (−l/2 ≤ y ≤ l/2, 0 ≤ θ ≤ 2π) после преобразования функции Лагран-

жа (3) согласно (4) и интегрирования по z запишется в виде

∫ t1

t0

∫∫

Ω









R
∂Np

1

∂y
+

∂Sp

∂θ
+ Rqy − Rh0ρ0

∂2u1

∂t2



1 +
n

∑

j=1

k1j∆Γyj







 δu1 +

+



R
∂Sp

∂y
+

∂Np
2

∂θ
+

1

R

∂Mp
2

∂θ
+ 2

∂Hp

∂y
+ Rqθ − Rh0ρ0

∂2u2

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj







 δu2+

+



R
∂2Mp

1

∂y2
+

1

R

∂2Mp
2

∂θ2
+ 2

∂Hp

∂y∂θ
− Np

2 + Rqn − Rh0ρ0

∂2u3

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj







 δu3







dy dθdt−

−

t1
∫

t0

2π
∫

0

[

RNp
1 δu1 + (RSp + Hp)δu2 +

(

R
∂Mp

1

∂y
+ 2

∂Hp

∂θ

)

δu3 − RMp
1 δ

(

∂u3

∂y

)]l/2

−l/2

dθ dt−

−

t1
∫

t0

l/2
∫

−l/2

[

Spδu1 +

(

Np
2 +

1

R
Mp

2

)

δu2 +

(

1

R

∂Mp
2

∂θ
+ 2

∂Hp

∂y

)

δu3 −
1

R
Mp

2 δ

(

∂u3

∂θ

)]2π

0

dy dt+

+

∫ t1

t0

2Hpδu3

∣

∣

∣

2π

0

∣

∣

∣

l/2

−l/2
dt + Rh

∫∫

Ω





(

ρ0

∂u1

∂t
δu1 + ρ0

∂u2

∂t
δu2 + ρ0

∂u3

∂t
δu3

)

×

×



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj









t1

t0

dy dθ = 0, (5)

где

Sp =
Eh0

2(1 + µ0)







γyθ



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 + 2κyθh0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







;

Hp =
Eh3

0

12 (1 + µ0)
κyθ



1 +

n
∑

j=1

k3j∆Γyj



 +
Eh0

2 (1 + µ0)
γyθh0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj ;

Np
1 =

Eh0

1 − µ2
0







(εy + µ0εθ)



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 + (κy + µ0κθ) h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







;
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Np
2 =

Eh0

1 − µ2
0







(εθ + µ0εy)



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 + (κθ + µ0κy)h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







,

Mp
1 =

Eh3
0

12(1 − µ2
0)

(κy + µ0κθ)



1 +

n
∑

j=1

k3j∆Γyj



 +
Eh0

1 − µ2
0

(εy + µ0εθ) h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj ,

Mp
2 =

Eh3
0

12(1 − µ2
0)

(κθ + µ0κy)



1 +
n

∑

j=1

k3j∆Γyj



 +
Eh0

1 − µ2
0

(εθ + µ0εy) h0

n
∑

i=1

k2j∆Γyi,

k1j =

(

1 −
h0

hpj

)

hpj

h0

, k2j =

(

1 −
h0

hpj

)

h2
pj

2h2
0

, k3j =

(

1 −
h0

hpj

)

(

4 − 2
h0

hpj
+

h2
0

h2
pj

)

h3
pj

h3
0

,

где компоненты деформации координатной поверхности оболочки εy, εθ, γyθ, κy, κθ, κyθ связаны с

компонентами вектора перемещений координатной поверхности оболочки следующими соотношения-

ми:

εy =
∂u1

∂y
, εθ =

1

R

(

∂u2

∂θ
+ u2

)

, γyθ =
∂u2

∂y
+

1

R

∂u1

∂θ
, κy = −

∂2u3

∂y2
,

κθ =
1

R2

(

∂u2

∂θ
−

∂2u3

∂θ2

)

, κyθ =
1

R

(

∂u2

∂y
−

∂2u3

∂y∂θ

)

.

Из вариационного уравнения (5) получаем необходимые уравнения динамики геометрически нере-

гулярной оболочки и краевые условия. Три уравнения динамики оболочки получаются, если в первом

интеграле обратить в нуль коэффициенты при независимых вариациях. Остальные члены уравне-

ния (5) определяют краевые условия задачи.

В случае осесимметричной деформации ребристой оболочки уравнения имеют вид [6]

∂Np
1

∂y
− h0ρ0

∂2u1

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 = −qy,
∂2Mp

1

∂y2
−

1

R
Np

2 − h0ρ0

∂2u2

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 = −qn,

где зависимости обобщенных сил Np
1 , Np

2 и обобщенного момента Mp
1 от перемещений имеют вид

Np
1 =

Eh0

1 − µ2
0







[

∂u1

∂y
+ µ0

1

R
u2

]



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 −
∂2u2

∂y2
h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







,

Np
2 =

Eh0

1 − µ2
0







[

1

R
u3 + µ0

∂u1

∂y

]



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 − µ0

∂2W

∂y2
h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







,

Mp
1 = −

Eh3
0

12(1 − µ2
0)

∂2u3

∂y2



1 +
n

∑

j=1

k3j∆Γyj



 +
Eh0

1 − µ2
0

(

∂u1

∂y
+ µ0

1

R
u3

)

h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj

и граничные условия для перемещений на торцах
∂u1

∂y
= 0, u2 = 0,

∂2u3

∂y2
= 0 при y = −l/2 и y = l/2.

Тогда уравнения динамики ребристой оболочки в цилиндрической системе координат при осесим-

метричном деформации имеют вид

Eh0

1 − µ2
0

∂

∂y





[

∂u1

∂y
− µ0

u3

R

]



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 +
∂2u3

∂y2
h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj



 =

= h0ρ0

∂2u1

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 − qy,

∂2

∂y2





Eh3
0

12(1 − µ2
0)

∂2u3

∂y2



1 +

n
∑

j=1

k3j∆Γyj



 +
Eh0

1 − µ2
0

[

∂u1

∂y
− µ0

u3

R

]

h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj



 +
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+
1

R

Eh0

1 − µ2
0







[

u3

R
− µ0

∂u1

∂y

]



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 − µ0

∂2u3

∂y2
h0

n
∑

j=1

k2j∆Γyj







=

= −h0ρ0

∂2u3

∂t2



1 +

n
∑

j=1

k1j∆Γyj



 + qn,

где k1j =

(

1 −
h0

hpj

)

hpj

h0

, k2j =

(

1 −
h0

hpj

)

h2
pj

2h2
0

, k3j =

(

1 −
h0

hpj

)

(

4 − 2
h0

hpj
+

h2
0

h2
pj

)

h3
pj

h3
0

.

Здесь ∆Γyj = Γ(y − yj) − Γ(y − yj − ε∗0j), Γ(y) — единичная функции Хевисайда по продольной

координате y; yj — точка появления ребра по продольной координате; µ0 — коэффициент Пуассона

материала оболочки; E — модуль Юнга материала оболочки; ρ0 — плотность материала оболочки.

Таким образом, были получены уравнения динамики геометрически нерегулярной оболочки с реб-

рами жесткости ступенчато изменяющейся высоты.

Поверхностная нагрузка определяется напряжением со стороны жидкости

qs = −

[

pry cos
∧

(n̄, n̄r) +pyy cos
∧

(n̄, j̄)
]∣

∣

∣

r=R2+δ+u3

, qn = −

[

prr cos
∧

(n̄, n̄r) +pry cos
∧

(n̄, j̄)
]∣

∣

∣

r=R2+δ+u3

,

где n̄ — единичный вектор нормали к срединной поверхности оболочки; s̄ — единичный вектор в про-

дольном направлении в срединной поверхности оболочки, противоположный единичному вектору j̄;

n̄r, j̄ — единичные векторы введенной цилиндрической системы координат,

k1j =

(

1 −
h0

hpj

)

hpj

h0

, k2j =

(

1 −
h0

hpj

)

h2
pj

2h2
0

, k3j =

(

1 −
h0

hpj

)

(

4 − 2
h0

hpj
+

h2
0

h2
pj

)

h3
pj

h3
0

,

prr = −p + 2νρ
∂Vr

∂r
, pry = νρ

(

∂Vr

∂y
+

∂Vy

∂r

)

, pyy = −p + 2νρ
∂Vy

∂y
,

cos
∧

(n̄, n̄r) =
R2 + δ + u3

∣

∣N̄
∣

∣

, cos
∧

(n̄, j̄) = −
R2 + δ + u3

∣

∣N̄
∣

∣

∂u3

∂y
,

∣

∣N̄
∣

∣ = (R2 + δ + u3)

√

1 +

(

∂u3

∂y

)2

.

Граничные условия уравнений представляют собой условия свободного (шарнирного) опирания:

u3 = 0,
∂2u3

∂y2
= 0,

∂u1

∂y
= 0 при y = ±l/2.

Таким образом, получили связанную задачу гидроупругости для круглой трубы кольцевого сечения

с абсолютно жестким внутренним цилиндром и упругой, геометрически нерегулярной внешней обо-

лочкой, свободно опираемой на концах трубы.

Выполнено при поддержке гранта Президента РФ (проект МД-1025.2012.8) и грантов РФФИ
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The Problem of a Hydroelasticity for a Tube Ring-type a Profile with Elastic,
Geometrically Irregular Outer Shell at Pressure Influence
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The mechanical model presented in the form of a tube of ring section, formed by two surfaces of coaxial cylindrical shells cooperating

with viscous incompressible liquid is considered. The mathematical model of this system consisting of the differential equations

in private derivatives of describing dynamics of viscous incompressible liquid and an elastic ridge shell together with boundary

conditions is constructed.

Key words: hydroelasticity, viscous liquid, tube of ring section, geometrically irregular shell.
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Патологическая извитость сонной артерии занимает второе место в структуре причин сосудисто-мозговой недостаточности.

Ранее авторами уже было описано влияние типа патологической извитости на поведение сонной артерии. В данной рабо-

те рассмотрено влияние различных анатомических (угол изгиба, размер ампулы) и реологических (уровень гематокрита)

факторов на гемодинамику и напряженно-деформированное состояние сонной артерии с патологической извитостью. Вы-

явлено, что уменьшение угла изгиба приводит к снижению объема крови, поступающей в мозг, и возможному формированию

септального стеноза в области изгиба, а снижение уровня гематокрита способствует инициации процесса атерогенеза в зоне

изгиба внутренней сонной артерии. Проведено численное моделирование реконструктивной операции на патологически

извитой сонной артерии конкретного человека с атеросклеротическим поражением. Проведен расчет модели с предпо-

лагаемой геометрией сонной артерии данного пациента до возникновения патологий. Показано, что объемный кровоток

после операции восстанавливается на 11%, но не достигает значений для сонной артерии данного пациента в норме.

Ключевые слова: конечно-элементный анализ, патологическая извитость, сонная артерия, биомеханика.
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