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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ЖОРДАНА–ДИРИХЛЕ
ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА С ЯДРОМ,

ИМЕЮЩИМ СКАЧКИ НА ЛОМАНЫХ ЛИНИЯХ

О. А. Королева

Старший преподаватель кафедры компьютерной алгебры и теории чисел, Саратовский государственный университет

им. Н. Г. Чернышевского, korolevaoart@yandex.ru

Найдены достаточные условия (условия типа Жордана–Дирихле) разложения функции f(x) в равномерно сходящийся

ряд по собственным и присоединенным функциям интегрального оператора, ядро которого терпит скачки на сторонах

квадрата, вписанного в единичный квадрат. Как известно, для такого разложения необходимо, чтобы f(x) была непре-

рывна и принадлежала замыканию области значений интегрального оператора. Оказывается, если f(x) к тому же функция

ограниченной вариации, эти условия являются и достаточными.

Ключевые слова: теорема Жордана–Дирихле, резольвента, характеристические числа, собственные и присоединенные

функции.
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Рассмотрим интегральный оператор:

y = Af =

1
∫

0

A(x, t) f(t) dt. (1)

Обозначим A1(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A2(x, t) = A(x, t), если {1/2 + x ≤

≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A3(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1}, A4(x, t) = A(x, t),

если {3/2 − x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1}, A5(x, t) = A(x, t), если {1/2 − x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} и

{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2 − x, 1/2 ≤ x ≤ 1}.

Предположим, что Ai(x, t), i = 1, . . . , 5 непрерывно-дифференцируемые в своих областях, причем

A5(x, 1/2−x+0)−A1(x, 1/2−x−0) = a, A5(x, 1/2+x−0)−A2(x, 1/2+x+0) = b, A5(x,−1/2+x+0)−

− A3(x,−1/2 + x − 0) = c, A5(x, 3/2 − x − 0) − A4(x, 3/2 − x + 0) = d, где a, b, c, d — постоянные.

Частный случай оператора (1) впервые рассматривался в статье [1].

Рассмотрим следующий оператор:

z = Bg =

∫ 1/2

0

B(x, t)g(t) dt, 0 ≤ x ≤ 1/2, (2)

где z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,

B(x, t) =









0 A(x, 1/2 − t) A(x, 1/2 + t) 0

A(1/2 − x, t) 0 0 A(1/2 − x, 1 − t)

A(1/2 + x, t) 0 0 A(1/2 + x, 1 − t)

0 A(1 − x, 1/2 − t) A(1 − x, 1/2 + t) 0









.

Теорема 1. Если y = Af , то z = Bg, где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1/2 − x), z3(x) = y(1/2 + x),

z4(x) = y(1 − x), g1(x) = f(x), g2(x) = f(1/2 − x), g3(x) = f(1/2 + x), g4(x) = f(1 − x). Обратно,

если z = Bg и g1(x) = g2(1/2 − x), g3(x) = g4(1/2 − x), то z1(x) = z2(1/2 − x), z3(x) = z4(1/2 − x) и

y = Af , где f(x) = g1(x), при x ∈ [0, 1/2]; f(x) = g3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1] и y(x) = z1(x), при

x ∈ [0, 1/2]; y(x) = z3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1].

Доказательство представлено в [2].

Замечание. Представление типа (2) не единственно. Наше же представление хорошо тем, что

компоненты матрицы B(x, t) терпят разрывы лишь на линии t = x.

В статье [2] также найдены необходимые и достаточные условия существования оператора B−1.

В дальнейшем будем предполагать, что B−1 существует.

Теорема 2. Для оператора B−1 справедливо представление

B−1z(x) = Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1/2) + a3(x)z(x) +

1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt, (3)

Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0. (4)

где ai(x), i = 1, 3, a
′

3(x), a(x) — непрерывные матрицы-функции, каждая компонента матрицы

a(x,t) имеет такой же характер гладкости, что и компоненты Bx(x, t), S = E+
1/2
∫

0

B(0, t)a1(t) dt,

T =
1/2
∫

0

B(0, t)a2(t) dt — постоянные матрицы 4 × 4.

Доказательство повторяет доказательство теоремы 10 в статье [1].

1. Получим интегродифференциальную систему для резольвенты Rλ = (E −λA)−1A оператора A.

Пусть z = (E − λB)−1Bg. Тогда z − λBz = Bg. Отсюда по теореме 2 из (3), (4) получаем:

Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1/2) + a3(x)z(x) + Ñz − λz(x) = g(x), (5)

Математика 15
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Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0, (6)

где Ñz =
1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt.

Теорема 3. Если Rλ существует, то Rλf = v(x), где

v(x) = z1(x) при x ∈ [0, 1/2] и v(x) = z3(x − 1/2) при x ∈ [1/2, 1], (7)

z1, z3 — первая и третья компоненты вектора z(x), удовлетворяющего системе (5), (6). Обратно,

если λ таково, что однородная краевая задача для (5), (6) имеет только нулевое решение, то

Rλ существует и определяется по формуле (7).

Доказательство повторяет лемму 1 из статьи [3].

Рассмотрим систему (5), (6). Минимальный многочлен матрицы Q = P−1 совпадает с характери-

стическим многочленом и равен λ4 − λ2(d2 − 2bc + a2) + (bc − ad)2. Значит, выполняется:

Лемма 1. При условии d 6= a, (d+a)2−4bc 6= 0 матрица P−1 подобна диагональной D = diag(ω1,

ω2, ω3, ω4), причём ω3 = −ω2, ω4 = −ω1, ω1 6= ω2. Пусть матрица Γ такая, что Γ−1P−1Γ = D.

Выполним в (5), (6) замену z = Γz̃. Получим:

z̃′(x) + P1(x)z̃(0) + P2(x)z̃(1/2) + P3(x)z̃(x) + Nz̃(x) − λDz̃(x) = m(x), (8)

M0Γz̃(0) + M1Γz̃(1/2) + Γ

∫ 1/2

0

Ω(t)z̃(t) dt = 0, (9)

где Pi(x) = DΓ−1ai(x)Γ, N = DΓ−1ÑΓ, m(x) = DΓ−1g(x), Ω(t) = a(t)Γ, M0 = SΓ, M1 = TΓ.

В дальнейшем при изучении системы (8), (9) затруднение вызывает матрица P3(x). Поэтому дадим

её дальнейшее преобразование.

Лемма 2. Существует матрица-функция H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x) с непрерывно-

дифференцируемыми компонентами матриц H0(x), H1(x), причем H0(x) невырождена при всех

x и диагональная, такая, что преобразование z̃ = H(x, λ)υ приводит систему (8), (9) к виду

v′(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v(1/2) + P3(x, λ)v(x) + Nλv(x) − λDv(x) = m(x, λ), (10)

U(v) = M0λv(0) + M1λv(1/2) +

∫ 1/2

0

Ω(t, λ)v(t)dt, (11)

где P1(x, λ) = H−1(x, λ)P1(x)H(0, λ), P2(x, λ) = H−1(x, λ)P2(x)H(1/2, λ), P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ)×

× [H ′
2(x) + P3(x)H2(x)], Nλ = H−1(x, λ)NH(x, λ), M0λ = M0H(0, λ), M1λ = M1H(1/2, λ), Ω(t, λ) =

= Ω(t)H(t, λ), m(x, t) = H−1(x, λ)m(x).

Доказательство такое же, как и леммы 16 в статье [1].

Рассмотрим систему

u′(x) = λDu(x) + m(x), (12)

U0(u) = M0H0(0)u(0) + M1H0(1/2)u(1/2) +

∫ 1/2

0

Ω(t)H0(t)u(t) dt = 0, (13)

Будем считать, что Re λω1 ≥ Re λω2 ≥ 0.

Так же, как в статье [1], получаем, что для решения u(x) системы (12), (13) имеет место пред-

ставление

u(x) = u(x, λ) = −Y (x, λ) △−1 (λ)

∫ 1/2

0

U0x(g(x, t, λ))m(t)dt + gλm(x), (14)

где Y (x, λ) = diag(eλω1x, . . . , eλω4x), △(λ) = U(Y (x, λ)), U0x означает, что U применяется по x,

g(x, t, λ) = diag(g1(x, t, λ), . . . , g4(x, t, λ)),

gi(x, t, λ) =

{

−ε(t, x)eλωi(x−t), при Re λωi > 0,

ε(x, t)eλωi(x−t), при Re λωi 6 0,

16 Научный отдел
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ε(x, t) =

{

1, при t 6 x,

0, при t > x,
gλm(x) =

∫ 1/2

0

g(x, t, λ)m(t) dt.

Лемма 3. В Sδ0
[2] при больших |λ| компоненты матрицы Y (x, λ)△−1 (λ) имеют оценку O(1)

равномерно по x ∈ [0, 1/2].
Доказательство. Доказательство следует из оценок (27), (28) из статьи [2] для решения

u(x, λ) = R0λm системы (12),(13).
Лемма 4. Имеет место

lim
r→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

[H(x, λ)v(x, λ) − H0(x)R0λ(H−1
0 m(x))] dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∞

= 0,

где v(x, λ) — решение задачи (10), (11), ‖ · ‖∞ — норма в C∞.
Доказательство аналогично доказательству леммы 11 в статье [2].
Лемма 5. При x ∈ [0, 1/2]

−
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ =

(

−
1

2πi

∫

|λ|=r

ΓH0(x)R0λ(H−1
0 DΓg) dλ

)

1

+ o(1),

где (·)1 — первая компонента вектора, o(1) → 0 при r → ∞ равномерно по x ∈ [0, 1/2].
При x ∈ [1/2, 1]

−
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ =

(

−
1

2πi

∫

|λ|=r

ΓH0(x)R0λ(H−1
0 DΓg) dλ

)

3

+ o(1),

где (·)3 — третья компонента вектора, o(1) → 0 при r → ∞ равномерно по x ∈ [1/2, 1].
Доказательство. По теореме 3 и лемме 4 аналогично теореме 4 из статьи [2].

2. Будем считать, что компоненты m(x) принадлежат C[0, 1/2] ∩ V [0, 1/2]. Рассмотрим подробно
R0λm при этом условии.

Лемма 6. Имеет место формула

1/2
∫

0

U0x(g(x, t, λ))m(t) dt = −
1

λ
M0H0(0)D−1g(0, 1/2, λ)m(1/2) +

1

λ
M0H0(0)D−1×

×g(0, 0+, λ)m(0) +
1

λ
M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

g(0, t, λ) dm(t) −
1

λ
M1H0(1/2)D−1g(1/2, 1/2 − 0, λ)m(1/2)+

+
1

λ
M1H0(1/2)D−1g(1/2, 0, λ)m(0) +

1

λ
M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

g(1/2, t, λ) dm(t)−

−
1

λ

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)D
−1m(t) dt +

1

λ

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)D−1dτ

1/2
∫

0

g(τ, t, λ) dm(t)+

+
1

λ

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)D−1g(τ, 0, λ)m(0) dτ −
1

λ

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)D−1g(τ, 1/2, λ)m(1/2)dτ.

Доказательство. В самом деле, имеем:

1/2
∫

0

U0x(g(x, t, λ))m(t) dt = M0H0(0)

1/2
∫

0

g(0, t, λ)m(t) dt+

+M1H0(1/2)

1/2
∫

0

g(1/2, t, λ)m(t) dt +

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)dτ

1/2
∫

0

g(τ, t, λ)m(t) dt =

Математика 17
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= −
1

λ
M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

g′t(0, t, λ)m(t) dt −
1

λ
M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

g′t(1/2, t, λ)m(t) dt−

−
1

λ

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)d τD−1

τ
∫

0

g′t(τ, t, λ)m(t) dt −
1

λ

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ) dτD−1

1/2
∫

τ

g′t(τ, t, λ)m(t) dt.

Применив формулу интегрирования по частям, получим требуемое. Лемма доказана.
Рассмотрим теперь gλm(x) из равенства (14).
Лемма 7. Справедлива формула

gλm(x) = −
1

λ
D−1m(x) +

1

λ
D−1g(x, 0, λ)m(0) −

1

λ
D−1g(x, 1/2, λ)m(1/2) +

1

λ
D−1

1/2
∫

0

g(x, t, λ) dm(t).

Доказательство. Имеем:

gλm(x) =

1/2
∫

0

g(x, t, λ)m(t) dt =

x
∫

0

g(x, t, λ)m(t)dt +

1/2
∫

x

g(x, t, λ)m(t) dt.

К каждому интегралу применим формулу интегрирования по частям и получим требуемое. Лемма
доказана.

Значит, решение системы (12), (13) принимает вид

R0λm = I1 + I2 −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 (λ)M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

g(0, t, λ) dm(t) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 (λ)×

×M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

g(1/2, t, λ) dm(t) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 (λ)

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)D
−1m(t) dt−

−
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 (λ)

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)D−1dτ

1/2
∫

0

g(τ, t, λ) dm(t) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(τ)×

×H0(τ)D−1g(τ, 0, λ)m(0)dτ +
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)D−1g(τ, 1/2, λ)m(1/2) dτ−

−
1

λ
D−1m(x) +

1

λ
D−1g(x, 0, λ)m(0) −

1

λ
D−1g(x, 1/2, λ)m(1/2) +

1

λ
D−1

1/2
∫

0

g(x, t, λ) dm(t), (15)

где

I1 =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1g(0, 1/2, λ)m(1/2)+

+
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1g(1/2, 1/2 − 0, λ)m(1/2) −
1

λ
D−1g(x, 1/2, λ)m(1/2),

I2 = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1g(0, 0+, λ)m(0)−

−
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1g(1/2, 0, λ)m(0) +
1

λ
D−1g(x, 0, λ)m(0).

Рассмотрим в (15) некоторые слагаемые.
Лемма 8. Имеет место формула

I1 =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1m(1/2) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)×
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×Y (t, λ)Y −1(x, λ)D−1g(x, 1/2, λ) dtm(1/2).

Доказательство. В самом деле, за счет перестановочности диагональных матриц

I1 =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 ID−1m(1/2),

где I = M0H0(0)g(0, 1/2, λ) + M1H0(1/2)g(1/2, 1/2 − 0, λ) − ∆0Y
−1(x, λ)g(x, 1/2, λ).

Рассмотрим подробно I:

I = M0H0(0)diag(−e−λω11/2,−e−λω21/2, 0, 0) + M1H0(1/2)diag(0, 0, 1, 1)−

−M0H0(0)Y (0, λ)diag(e−λω1x, e−λω2x, e−λω3x, e−λω4x)diag(−eλω1(x−1/2),−eλω2(x−1/2), 0, 0)−

−M1H0(1/2)Y (1/2, λ)diag(e−λω1x, e−λω2x, e−λω3x, e−λω4x)diag(−eλω1(x−1/2),−eλω2(x−1/2), 0, 0)−

−

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 1/2, λ) dt = M0H0(0)[diag(−e−λω11/2,−e−λω21/2, 0, 0)+

+diag(1, 1, 1, 1)diag(e−λω1x, e−λω2x, e−λω3x, e−λω4x)diag(eλω1(x−1/2), eλω2(x−1/2), 0, 0)]+

+M1H0(1/2)[diag(0, 0, 1, 1) + diag(eλω11/2, eλω21/2, eλω31/2, eλω41/2)×

×diag(e−λω1x, e−λω2x, e−λω3x, e−λω4x)diag(eλω1(x−1/2), eλω2(x−1/2), 0, 0)]−

−

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 1/2, λ) dt = M0H0(0)[diag (−e−λω1/2,−e−λω2/2, 0, 0)+

+diag (e−λω1/2, e−λω2/2, 0, 0)] + M1H0(1/2)[diag(0, 0, 1, 1) + diag(1, 1, 0, 0)]−

−

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 1/2, λ) dt.

Первое слагаемое обращается в ноль, и мы получили требуемое. Лемма доказана.
Лемма 9. Имеет место формула

I2 =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1m(0) +
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)×

×Y (t, λ)Y −1(x, λ)D−1g(x, 0, λ) dtm(0).

Доказательство аналогично доказательству леммы 8.
Значит равенство (15) приобретает вид

R0λm =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1m(0) +
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1m(1/2) +
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 ×

×

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)D
−1m(t) dt −

1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(0, t, λ) dm(t)−

−
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(1/2, t, λ)dm(t) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(τ)×

×H0(τ)dτD−1

1/2
∫

0

g(τ, t, λ) dm(t) +
1

λ
D−1

1/2
∫

0

g(x, t, λ) dm(t) −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 [Ĩ1 + Ĩ2], (16)

где

Ĩ1 =

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 1/2, λ) dtD−1m(1/2) −

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(t, 1/2, λ) dtD−1m(1/2),
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Ĩ2 = −

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 0, λ)dtD−1m(0) +

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(t, 0, λ)dtD−1m(0).

Лемма 10. В равенстве (16) Ĩ1 = Ĩ2 = 0.
Доказательство. Рассмотрим, например, Ĩ1:

Ĩ1 =

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t) I dtD−1m(1/2),

где I = Y (t, λ)Y −1(x, λ)g(x, 1/2, λ) − g(t, 1/2, λ). В свою очередь,

I = diag(eλω1t, eλω2t, eλω3t, eλω4t) · diag(e−λω1x, e−λω2x, e−λω3x, e−λω4x)×

×diag(−eλω1(x−1/2),−eλω2(x−1/2), 0, 0) − diag(−eλω1(t−1/2),−eλω2(t−1/2), 0, 0) =

= diag(−eλω1(t−1/2),−eλω2(t−1/2), 0, 0) + diag(eλω1(t−1/2), eλω2(t−1/2), 0, 0) = 0.

Аналогично равенство устанавливается и для Ĩ2. Лемма доказана.
Равенство (16) теперь приобретает вид

R0λm =
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 J −
1

λ
D−1m(x) + Ωλm(x), (17)

где

J = M0H0(0)D−1m(0) + M1H0(1/2)D−1m(1/2) +

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)D
−1m(t) dt,

Ωλm(x) = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(0, t, λ) dm(t)−

−
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(1/2, t, λ) dm(t)−

−
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)dτD−1

1/2
∫

0

g(τ, t, λ) dm(t) +
1

λ
D−1

1/2
∫

0

g(x, t, λ) dm(t).

Вернемся к лемме (5). Рассмотрим R0λm при m(x) = H−1
0 (x)DΓg(x).

Лемма 11. Если m(x) = H−1
0 (x)DΓg(x) и g(x) удовлетворяет условию (6), то

R0λm = −
1

λ
D−1m(x) + Ωλm(x). (18)

Доказательство. Рассмотрим J в равенстве (17) при m(x) = H−1
0 (x)DΓg(x):

J = M0H0(0)D−1H−1
0 (0)DΓg(0) + M1H0(1/2)D−1H−1

0 (1/2)DΓg(1/2)+

+

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)D
−1H−1

0 (t)DΓg(t) dt.

Подставим M0 = SΓ, M1 = TΓ, Ω(t) = a(t)Γ из леммы (1) и воспользуемся перестановочностью
диагональных матриц D−1 и H0(x), получим:

J = Sg(0) + Tg(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)g(t) dt.

Так как g(x) удовлетворяет условию (6), то J = 0. Лемма доказана.
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Лемма 12. В Sδ0
при больших |λ|

∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

(Ωλm)(x) dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∞

−→
r→∞

0.

Доказательство. Имеем:

Ωλm(x) = I1 + I2 + I3 + I4,

где теперь

I1 = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(0, t, λ) dm(t),

I2 = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M1H0(1/2)D−1

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)g(1/2, t, λ) dm(t),

I3 = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0

1/2
∫

0

Ω(τ)H0(τ)dτD−1

1/2
∫

0

g(τ, t, λ) dm(t), I4 =
1

λ
D−1

1/2
∫

0

g(x, t, λ) dm(t).

Рассмотрим первое слагаемое:

I1 = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

diag(−e−λω1t,−e−λω2t, 0, 0) dm(t) = −
1

λ
Y (x, λ)∆−1

0 ×

×M0H0(0)D−1

1/2
∫

0

(−e−λω1t dm1,−e−λω2tdm2, 0, 0)T .

Так как (лемма 3) компоненты матрицы Y (x, λ)∆−1
0 имеют оценку O(1), то после перемножения

компоненты вектора I1 имеют вид

J1 + J2 =
1

λ

1/2
∫

0

O(1)e−λω1t dm1 +

1/2
∫

0

O(1)e−λω2tdm2,

где O(1) — разные ограниченные функции. Тогда, для произвольного x ∈ [0, 1/2]

|J1| ≤
c

r

1/2
∫

0

|e−λω1t||dm1|.

Зададим сколь угодно малое ε. Тогда существует δ = δ(ε) такое, что
δ
∨

0
(m1) < ε. Значит,

|J1| ≤
c

r

δ
∫

0

|e−λω1t||dm1| +
c

r

1/2
∫

δ

|e−λω1t| |dm1| ≤
c

r

δ
∫

0

|dm1| +
c

r

1/2
∫

δ

|e−λω1δ| |dm1| ≤

≤
c

r

δ
∨

0

(m1) +
c

r
|e−λω1δ|

1/2
∨

0

(m1) ≤
c

r
ε +

c

r
|e−λω1δ|,

где через c обозначены разные константы. Также оценивается J2:

|J2| ≤
c

r
ε +

c

r
|e−λω2δ|.
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Значит,

‖I1‖∞ ≤
c

r
ε +

c

r
|e−λω2δ|.

Аналогично оцениваются I2, I3, I4. Тогда
∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

(Ωλm)(x) dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤
c

r
ε

∫

|λ|=r

|dλ| +
c

r

∫

|λ|=r

|e−λω2δ||dλ| = π ε +
c

r
−→
r→∞

0,

в силу произвольности ε. Лемма доказана.
Теорема 4. Если f(x) ∈ ∆̄A, где ∆̄A — замыкание по норме C[0, 1] области значений операто-

ра A и f(x) ∈ V [0, 1], то
‖f(x) − Sr(f, x)‖∞ −→

r→∞
0.

Доказательство. Известно [4], что ∆̄A состоит из непрерывных функций, удовлетворяющих усло-
вию (6). Рассмотрим Sr(f, x) По лемме (5) для x ∈ [0, 1/2]:

Sr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ =

(

−
1

2πi

∫

|λ|=r

ΓH0(x)R0λ(H−1
0 DΓg) dλ

)

1

+ o(1).

По (18) имеем:

Sr(f, x) =

(

1

2πi
ΓH0(x)

∫

|λ|=r

1

λ
D−1m(x)dλ

)

1

−

(

ΓH0(x)
1

2πi

∫

|λ|=r

Ωλm(x)dλ

)

1

+ o(1) =

= (ΓH0(x)D−1m(x))1 −

(

ΓH0(x)
1

2πi

∫

|λ|=r

Ωλm(x)dλ

)

1

+ o(1).

Так как m(x) = H−1
0 (x)DΓg(x), то

Sr(f, x) = f(x) −

(

ΓH0(x)
1

2πi

∫

|λ|=r

Ωλm(x)dλ

)

1

+ o(1).

Для x ∈ [1/2, 1] получаем аналогичное равенство с (·)3 вместо (·)1. В силу леммы 12 теорема доказана.
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An Analogue of the Jordan–Dirichlet Theorem for the Integral Operator
with Kernel Having Jumps on Broken Lines

O. A. Koroleva

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrahanskaya st., 83, korolevaoart@yandex.ru

In this paper the sufficient conditions (conditions such as Jordan–Dirichlet) expansion function f(x) in a uniformly convergent series

of eigenfunctions and associated functions of the integral operator whose kernel is suffering jumps on the sides of the square,

inscribed in the unit square. As is known, this expansion requires to f(x) is continuous and belong to the closure of the integral

values operator. It turns out that if f(x) also is a function of bounded variation, these conditions are also sufficient.

Key words: Jordan–Dirichlet theorem, resolvent, eigenvalues, eigenfunctions and associated functions.
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К ЗАДАЧЕ О ЦЕЛОСТНОСТИ L-ФУНКЦИИ АРТИНА
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В работе определяется класс L-функций Артина, которые являются мероморфными функциями, полюсы которых лежат на

критической прямой Re s = 1/2 и совпадают с нулями Z-функций Дедекинда некоторых числовых полей.

Ключевые слова: L-функция Артина, теорема Брауэра.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть K — нормальное расширение числового поля k степени n и G — группа Галуа этого

расширения. Пусть {M(g)}g∈G — представление группы G в группу матриц размерности n×n и χ —

характер этого представления:

χ(g) = SpM(g), g ∈ G,

где SpM(g) означает след матрицы M(g).

L-функция Артина определяется следующим образом:

L(s, χ) = L(s, χ,K|k) =
∏

℘

∣

∣

∣

∣

I − M

([

K|k

℘

])

N(℘−s)

∣

∣

∣

∣

−1

,

где ℘ — неразветвленный простой идеал поля k,

[

K/k

℘

]

— автоморфизм Фробениуса (т. е. образующий

элемент, связанный с расширением классов вычетов по модулю ℘), а

∣

∣

∣

∣

I − M

([

K/k

℘

])

N(℘−s)

∣

∣

∣

∣

—

характеристический многочлен матрицы M(g) при λ = N(℘)−s.

Отметим некоторые свойства L-функции Артина [1, 2].

1. L(s, χ) регулярна при σ > 1.

2. Если расширение K|k абелево, а χ — простой характер, то определение функции L(s, χ) за

вычетом множителей, относящихся к разветвленным простым идеалам, совпадает с L-функцией Ди-

рихле.

3. Пусть Ω — промежуточное поле между K и k, являющееся нормальным над k. Пусть

H = Gal(K|Ω) так, что H — нормальный делитель в G и G|H = Gal(Ω|k).

Тогда каждый характер χ группы G|H можно очевидным образом рассматривать как характер

группы G, причем L(s, χ,K|k) = L(s, χ,Ω|k).

4. Предположим, что χ — непростой характер в G, а именно χ = χ1 + χ2. Тогда

L(s, χ) = L(s, χ1)L(s, χ2).
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