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On Convergence of Riesz Means of the Expansions in Eigen
and Associated Functions of Integral Operator with Kernel
Having Jumps on Broken Lines

O. A. Koroleva

This paper deals with necessary and sufficient conditions of uniform
convergence of generalized Riesz means for expansions in eigen
and associated functions of an integral operator whose kernel suffers
jumps at the sides of the square inscribed in the unit square.
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Рассмотрим интегральный оператор:

y = Af =

1
∫

0

A(x, t) f(t) dt. (1)

Обозначим: A1(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ 1/2 − x, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A2(x, t) = A(x, t), ес-

ли {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A3(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1},

A4(x, t) = A(x, t), если {3/2 − x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1}, A5(x, t) = A(x, t), если

{1/2 − x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} и {−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2 − x, 1/2 ≤ x ≤ 1}.

Предположим, что Ai(x, t), i = 1, . . . , 5 непрерывно дифференцируемые в своих областях, при-

чем A5(x, 1/2 − x + 0) − A1(x, 1/2 − x − 0) = a, A5(x, 1/2 + x − 0) − A2(x, 1/2 + x + 0) = b,

A5(x,−1/2 + x + 0) − A3(x,−1/2 + x − 0) = c, A5(x, 3/2 − x − 0) − A4(x, 3/2 − x + 0) = d, где a,

b, c, d — постоянные.

Частный случай оператора (1) впервые рассматривался в [1].

Рассмотрим следующий оператор:

z = Bg =

1/2
∫

0

B(x, t)g(t) dt, 0 ≤ x ≤
1

2
, (2)

где z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,

B(x, t) =











0 A(x, 1/2 − t) A(x, 1/2 + t) 0

A(1/2 − x, t) 0 0 A(1/2 − x, 1 − t)

A(1/2 + x, t) 0 0 A(1/2 + x, 1 − t)

0 A(1 − x, 1/2 − t) A(1 − x, 1/2 + t) 0











.

Теорема 1. Если y = Af , то z = Bg, где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1/2 − x), z3(x) = y(1/2 + x),

z4(x) = y(1 − x), g1(x) = f(x), g2(x) = f(1/2 − x), g3(x) = f(1/2 + x), g4(x) = f(1 − x). Обратно:

если z = Bg и g1(x) = g2(1/2 − x), g3(x) = g4(1/2 − x), то z1(x) = z2(1/2 − x), z3(x) = z4(1/2 − x) и

y = Af , где f(x) = g1(x), при x ∈ [0, 1/2]; f(x) = g3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1] и y(x) = z1(x), при

x ∈ [0, 1/2]; y(x) = z3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1].

Доказательство. Представлено в статье [2].

Замечание. Представление типа (2) не единственно. Наше же представление хорошо тем, что

компоненты матрицы B(x, t) терпят разрывы лишь на линии t = x.
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В статье [2] также доказаны необходимые и достаточные условия существования оператора B−1.

В дальнейшем будем предполагать, что B−1 существует.

Теорема 2. Для оператора B−1 справедливо представление

B−1z(x) = Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1/2) + a3(x)z(x) +

1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt, (3)

Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0. (4)

где ai(x), i = 1, 3, a′
3(x), a(x) — непрерывные матрицы–функции, каждая компонен-

та матрицы a(x,t) имеет такой же характер гладкости, что и компоненты Bx(x, t),

S = E +
1/2
∫

0

B(0, t)a1(t) dt, T =
1/2
∫

0

B(0, t)a2(t) dt — постоянные матрицы 4 × 4. Доказательство

повторяет доказательство теоремы 10 в [1].

1. Получим интегродифференциальную систему для резольвенты Rλ = (E −λA)−1A оператора A.

Пусть z = (E − λB)−1Bg. Тогда z − λBz = Bg. Отсюда по теореме 2 из (3), (4) получаем:

Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1/2) + a3(x)z(x) + Ñz − λz(x) = g(x), (5)

Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0, (6)

где Ñz =
1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt.

Теорема 3. Если Rλ существует, то Rλf = v(x), где

v(x) = z1(x) при x ∈ [0, 1/2], v(x) = z3(x − 1/2), при x ∈ [1/2, 1], (7)

z1, z3 — первая и третья компоненты вектора z(x), удовлетворяющего системе (5), (6). Обратно,

если λ таково, что однородная краевая задача для (5), (6) имеет только нулевое решение, то

Rλ существует и определяется по формуле (7).

Доказательство повторяет лемму 1 из [3].

Рассмотрим систему (5), (6). Минимальный многочлен матрицы Q = P−1 совпадает с характери-

стическим многочленом и равен λ4 − λ2(d2 − 2bc + a2) + (bc − ad)2. Значит, выполняется

Лемма 1. При условии d 6= a, (d + a)2 − 4bc 6= 0 матрица Q подобна диагональной

D = diag (ω1, ω2, ω3, ω4), причём ω3 = −ω2, ω4 = −ω1, ω1 6= ω2. Пусть матрица Γ такая, что

Γ−1P−1Γ = D. Выполним в (5), (6) замену z = Γz̃, получим:

z̃′(x) + P1(x)z̃(0) + P2(x)z̃ (1/2) + P3(x)z̃(x) + Nz̃(x) − λDz̃(x) = m(x), (8)

M0Γz̃(0) + M1Γz̃(1/2) + Γ

1/2
∫

0

Ω(t)z̃(t) dt = 0, (9)

где Pi(x) = DΓ−1ai(x)Γ, N = DΓ−1ÑΓ, m(x) = DΓ−1g(x), Ω(t) = a(t)Γ, M0 = SΓ, M1 = TΓ.

В дальнейшем при изучении системы (8), (9) затруднения вызывает матрица P3(x). Поэтому дадим

её дальнейшее преобразование.

Лемма 2. Существует матрица — функция H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x) с непрерывно диф-

ференцируемыми компонентами матриц H0(x), H1(x), причем H0(x) невырождена при всех x и

диагональная, такая, что преобразование z̃ = H(x, λ)υ приводит систему (8), (9) к виду

v′(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v(1/2) + P3(x, λ)v(x) + Nλv(x) − λDv(x) = m(x, λ),

U(v) = M0λv(0) + M1λv(1/2) +

1/2
∫

0

Ω(t, λ)v(t)dt,
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где P1(x, λ) = H−1(x, λ)P1(x)H(0, λ), P2(x, λ) = H−1(x, λ)P2(x)H(1/2, λ), P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ)×

× [H ′
2(x) + P3(x)H2(x)], Nλ = H−1(x, λ)NH(x, λ), M0λ = M0H(0, λ), M1λ = M1H(1/2, λ),

Ω(t, λ) = Ω(t)H(t, λ), m(x, t) = H−1(x, λ)m(x).

Доказательство такое же, как и лемма 16 в [1].

Рассмотрим систему

u′(x) = λDu(x) + m(x), (10)

U0(w) = M0H0(0)u(0) + M1H0(1/2)u (1/2) +

1/2
∫

0

Ω(t)H0(t)u(t) dt = 0, (11)

Будем считать, что Re λω1 ≥ Re λω2 > 0. Для решения u(x, λ) = R0λm системы (10), (11) имеют

место формула (25) и оценки (28) в [2].

2. Приступим к получению основного результата.

Пусть g(λ, r) удовлетворяет следующим требованиям:

1) g(λ, r) непрерывна по λ в круге |λ| ≤ r и аналитична по λ в |λ| < r при любых r > 0;

2) существует C > 0 такая, что |g (λ, r)| ≤ C при всех r > 0 и |λ| ≤ r;

3) g(λ, r) → 1 при r → ∞ и фиксированном λ;

4) существует β > 0 такое, что g(λ, r) =







O
(

(π/2 − ϕ)
β
)

, 0 ≤ ϕ ≤ π/2

O
(

(

ϕ − 3π
2

)β
)

, 3π
2 ≤ ϕ ≤ 2π

, где ϕ = argλω2.

В качестве обобщённых средних Рисса будем брать интегралы

Jr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

g(λ, r)Rλf dλ,

где Rλf = (E − λA)−1Af — резольвента Фредгольма.

Теорема 4 (формула остаточного члена). Пусть f(x) — непрерывная функция на [0, 1/2],

f0(x) — непрерывно-дифференцируемая функция на [0, 1/2], принадлежащая области значения

оператора. Тогда, если на окружности |λ| = r нет собственных значений оператора A, то

f(x) − Jr(f, x) = f(x) − f0(x) + (1 − g(o, r))f0(x) +
1

2πi

∫

|λ|=r

g(λ, r)
Rλϕ0

λ
dλ − Jr(f − f0, x),

где f0 = Aϕ0

Доказательство. По тождеству Гильберта имеем:

f0

λ
+ Rλf0 =

1

λ
Rλϕ0.

Проинтегрируем обе части этого равенства:

−
1

2πi

∫

|λ|=r

g(λ, r)
f0(x)

λ
dλ +

(

−
1

2πi

) ∫

|λ|=r

g(λ, r)Rλf0 dλ = −
1

2πi

∫

|λ|=r

1

λ
g(λ, r)Rλϕ0 dλ. (12)

Первый интеграл равен f0(x)g(0, λ). Тогда (12) примет вид

f0(x)g(0, λ) + Jr(f0, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

1

λ
g(λ, r)Rλϕ0 dλ.

Значит для произвольного f(x) ∈ C[0, 1]:

f(x) − Jr(f, x) = f(x) − Jr(f, x) − f0(x) + f0(x) − Jr(f0, x) + Jr(f0, x) =

= [f(x) − f0(x)] − Jr(f − f0, x) + f0(x)[1 − g(0, r)] +
1

2πi

∫

|λ|=r

1

λ
g(λ, r)Rλϕ0 dλ.

Теорема доказана.
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Лемма 3. Пусть f = (f1(x), . . . , f4(x))T , fi(x) ∈ C[0, 1/2]. При достаточно больших λ справед-

лива оценка:

I =

∫

|λ|=r

|g(λ, r)| ‖R0λf‖C[0,1/2]
|dλ| = ‖f‖C[0,1/2]

O(1)

Доказательство Воспользуемся оценками (28) из [2]:

I = ‖f‖C[0,1/2]






O







∫

|λ|=r

|g(λ, r)|

(

1 − e−|Re λω1|

|Re λω1|

)

|dλ| +

∫

|λ|=r

|g(λ, r)|

(

1 − e−|Re λω2|

|Re λω2|

)

|dλ|






+

+O







∫

|λ|=r

|g(λ, r)|

(

1 − e−|Re λω3|

|Re λω3|

)

|dλ| +

∫

|λ|=r

|g(λ, r)|

(

1 − e−|Re λω4|

|Re λω4|

)

|dλ|












=

= ‖f‖C[0,1/2]
O (I1 + I2 + I3 + I4) .

Рассмотрим I2. Сделаем замену λω2 = reiϕ. Тогда dλ =
1

ω2
rieiϕdϕ (Re λω2 ≥ 0) |dλ| =

1

|ω2|
r dϕ, т. е.

I2 =

π/2
∫

−π/2

|g(λ, r)|

(

1 − e−r cos ϕ

|r cos ϕ|

)

r

|ω2|
| dϕ| =

1

ω2

π/2
∫

−π/2

|g(λ, r)|

(

1 − e−r cos ϕ

cos ϕ

)

dϕ ≤

≤
1

ω2

π/2
∫

−π/2

|g(λ, r)|
1

cos ϕ
dϕ.

Разбив интеграл на два интеграла, получаем нужную оценку.

Аналогично оцениваются и остальные интегралы. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть вектор-функция f(x) ∈ C[0, 1/2] удовлетворяет (6). Тогда для любо-

го ǫ > 0 существует вектор-функция f0(x) ∈ C1[0, 1/2], удовлетворяющая (6) такая, что

‖f(x) − f0(x)‖∞ < ǫ.

Доказательство. Перейдём от f(x) и f0(x) к скалярным функциям F (x) и F0(x) по формулам

F (x) =























f1(x), x ∈ [0, 1/2],

f2(1/2 − x), x ∈ [1/2, 1],

f3(3/2 − x), x ∈ [1, 3/2],

f4(2 − x), x ∈ [3/2, 2],

аналогично определим F0(x). Это скалярные функции, F — непрерывная, а F0 — непрерывно диффе-

ренцируема, кроме, быть может, точек с абсциссами x1 = 1/2, x2 = 1, x3 = 3/2, x4 = 2. Утверждение

леммы становится следствием соответствующего результата для скалярного случая. Лемма доказана.

3. Имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Соотношение

lim
r→∞

‖f(x) + Jr(f, x)‖C[0,1] = 0

имеет место тогда и только тогда, когда а)f(x) ∈ C[0, 1], б) (f(x), f(1/2+x), f(1/2−x), f(1−x))T

удовлетворяет (6).

Утверждение теоремы получается из теоремы 3 и лемм 3, 4, так же, как и в [4].

Теорема 6. Соотношение

lim
r→∞

‖f(x) + Jr(f, x)‖C[0,1] = 0

имеет место тогда и только тогда, когда f(x) ∈ ∆A, где ∆A — замыкание области значений

оператора A.
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Доказательство. Необходимость очевидна, так как Jr(f, x) состоит из с.п.ф. оператора A, которые

принадлежат области значений оператора A. Достаточность следует из теоремы 4 и леммы 4.

Следствие. ∆A состоит из функций, удовлетворяющих условиям а) и б) из теоремы 5.
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ФУНКЦИЯ КЁНИГСА И ДРОБНОЕ ИТЕРИРОВАНИЕ
АНАЛИТИЧЕСКИХ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ ФУНКЦИЙ
С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
И НЕПОДВИЖНЫМИ ТОЧКАМИ
О. С. Кудрявцева

Волжский гуманитарный институт (филиал)
Волгоградского государственного университета
E-mail: Kudryavceva@vgi.volsu.ru

Исследуется проблема дробного итерирования аналитических
в единичном круге функций с вещественными тейлоровскими
коэффициентами. Предполагается существование внутренней
и граничной неподвижных точек. Решение приводится в терми-
нах функции Кёнигса.

Ключевые слова: дробные итерации, однопараметрическая
полугруппа, инфинитезимальная образующая, функция Кё-
нигса, неподвижные точки.

Koenigs Function and Fractional Iteration of Functions Analytic
in the Unit Disk with Real Coefficients and Fixed Points

O. S. Kudryavtseva

The present paper deals with the problem of fractional iteration of
functions analytic in the unit disk, with real Taylor’s coefficients. It
is assumed that there exist interior and boundary fixed points. The
solution is given in terms of the Koenigs function.

Key words: fractional iterates, one-parameter semigroup, infini-
tesimal generator, Koenigs function, fixed points.

Пусть P — совокупность всех голоморфных отображений f единичного круга D = {z ∈ C : |z| < 1}

в себя. Тогда P представляет собой топологическую полугруппу относительно операции композиции

и топологии локально равномерной в D сходимости, роль единицы в которой играет тождественное

преобразование f(z) ≡ z. Заметим, что P содержит подгруппу I дробно-линейных преобразований

единичного круга D на себя.

В силу согласованности областей определения и значений функции f ∈ P определены её натураль-

ные итерации: f0(z) ≡ z, f1(z) = f(z) и fn(z) = f ◦ fn−1(z) при n = 2, 3, . . .. Если же существует

семейство {f t}t>0 аналитических в D функций, удовлетворяющих условиям:

1) f0(z) ≡ z, f1(z) = f(z),

2) f t+s(z) = f t ◦ fs(z) при s, t > 0,

3) f t(z) → z локально равномерно в D при t → 0,

то говорят, что определены дробные итерации функции f . Отображение t 7→ f t является непрерывным

гомоморфизмом, действующим из аддитивной полугруппы R
+ = {t ∈ R : t > 0} в полугруппу P, и

называется однопараметрической полугруппой в P.
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