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Suppose that L = L(X) is the free Lie p–algebra of finite rank k with free generating set X = {x1, . . . , xk} on a field of positive

characteristic. Let G is nontrivial finite group of homogeneous automorphisms L(X). Our main purpose to prove that LG subalgebra

of invariants is is infinitely generated. We have more strongly result. Let Y = ∪∞

n=1Yn be homogeneous free generating set for

the algebra of invariants LG, elements Yn are of degree n relatively X , n ≥ 1. Consider the corresponding generating function

H (Y, t) =
∞
∑

n=1

|Yn|t
n. In our case of free Lie restricted algebras, we prove, that series H (Y, t) has a radius of convergence

1/k and describe its growth at t → 1/k − 0. As a result we obtain that the sequence |Yn|, n ≥ 1, has exponential growth.
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Рассматривается качественное локальное поведение траекторий обыкновенного дифференциального уравнения Левнера

с управляющей функцией, обратной к степенной функции, с целым показателем степени. Выделены все особые точки

и соответствующие им сингулярные решения. Показано, что эта управляющая функция порождает решения уравнения

Левнера, которые представляют собой отображения полуплоскости с гладким разрезом на верхнюю полуплоскость. Най-

дено асимптотическое соотношение между гармоническими мерами сторон разреза.
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ВВЕДЕНИЕ

На протяжении многих лет дифференциальное уравнение Левнера [1] служило мощным средством

изучения свойств однолистных функций в единичном круге. Обнаруженные связи теории Левнера со

многими разделами математики объясняют растущий интерес к ней в современных исследованиях

(см. например [2]). Уравнение Левнера для верхней полуплоскости H появилось значительно позднее

(см. например [3, c. 229]) и стало особенно популярным в последние десятилетия. Рассмотрим его

подробнее. Пусть функция w = f(z, t), z ∈ H, t ≥ 0, имеющая в окрестности бесконечно удаленной

точки представление

f(z, t) = z +
2t

z
+ O

(

1

z2

)

, z → ∞, (1)

отображает H\Kt, Kt ⊂ H, на H и является решением обыкновенного дифференциального уравнения

Левнера для верхней полуплоскости:

df(z, t)

dt
=

2

f(z, t) − λ(t)
, f(z, 0) = z, z ∈ H, (2)

с непрерывной вещественной управляющей функцией λ(t).

Конформные отображения f(z, t) допускают непрерывное продолжение на множество всех точек

z ∈ R, не принадлежащих замыканию множества Kt. Продолженные таким образом отображения

f(z, t) удовлетворяют уравнению (2). Давняя задача (см. например [4]) заключается в том, чтобы

определить в терминах λ случаи, когда Kt оказывается жордановой дугой γ(τ), τ ≥ 0, с началь-

ной точкой γ(0) ∈ R. В этом случае γ(t) является разрезом полуплоскости H, а f(z, t) непрерывно

продолжается на множество достижимых граничных точек на обеих сторонах разреза γ(t):

λ(t) = f(γ(t), t), γ(t) = f−1(λ(t), t).

Точки γ(t) рассматриваются как носители простых концов, различных на разных сторонах дуги.

Известны примеры управляющих функций в уравнении Левнера, которые генерируют отображения

H\Kt → H с круговыми двуугольниками Kt. Для классического уравнения Левнера подобный пример

построен Куфаревым [5]. Его аналог (2) для верхней полуплоскости возникает при λ(t) = 3
√

2
√

1 − t,

детальное описание дано в [4, 6].

Линейным преобразованиям управляющей функции λ(t) соответствуют определенные преобразо-

вания решений уравнения (2). Поэтому без ограничения общности можно считать, что λ(0) = 0.

Геометрическое описание критических траекторий для интегралов уравнения (2) приводится в ряде

статей [4, 6, 7], как в случае интегрирования уравнения в квадратурах, так и для управляющих

функций из разных функциональных классов, например класса Lip(1/2).

В настоящей статье исследуется качественное асимптотическое поведение решений дифференци-

ального уравнения (2), генерируемых управлениями, обратными к степенной функции с натуральной

степенью. Управляющая функция λ(t) = N
√

t, N ∈ N, N ≥ 3, выбрана как типичный представитель

класса Lip(1/N). Основной результат содержится в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть f(z, t) является решением дифференциального уравнения:

df(z, t)

dt
=

2

f(z, t) − N
√

t
, f(z, 0) = z, Im z ≥ 0, N ∈ N, N ≥ 3. (3)

Тогда для достаточно малых t > 0 f(·, t) отображает область D(t) = H \ γ(t) на H , где γ(t)

является C1-кривой, лежащей в H, за исключением, быть может, точки γ(0) = 0.

В силу результатов статьи [8], что если N ≥ 3, то разрез γ(t) в теореме 1 не может находиться

в угле Штольца с вершиной в точке z = 0. В [9] показано, что круговой разрез γ(t), касающийся

вещественной оси R в точке z = 0, генерируется управляющей функцией λ(t) ∈ Lip(1/3) дифферен-

циального уравнения (2).
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Во второй части статьи приводятся предварительные сведения об особых точках и соответству-

ющих сингулярных решениях дифференциального уравнения и их представлении. В третьей части

даются вспомогательные результаты, характеризующие поведение сингулярных решений. Четвертая

часть содержит описание важных траекторий, порожденных уравнением Левнера, и доказательство

основной теоремы 1. В пятой, заключительной, части доказана теорема 2 об асимптотическом по-

ведении отношения гармонических мер двух сторон разреза, генерируемого управляющей функцией

уравнения Левнера.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Сделаем замену переменных t → τN , g(z, τ) := f(z, τN ). Тогда уравнение (3) примет вид

dg(z, τ)

dτ
=

2NτN−1

g(z, τ) − τ
, g(z, 0) = z, Im z ≥ 0. (4)

Если z 6= 0, то g(z, 0) 6= 0 и существует регулярное решение g(z, τ) уравнения (4), голоморфное

относительно τ при достаточно малых |τ | , единственное для каждого z 6= 0. Сингулярные решения

уравнения (4) не удовлетворяют условиям единственности. Каждая точка (g(z0, τ0), τ0) такая, что

g(z0, τ0) = τ0, является сингулярной точкой для уравнения (4). Если τ0 6= 0, то точка (g(z0, τ0), τ0)

называется алгебраической критической точкой решения g(z, τ). В этом случае соответствующие

сингулярные решения уравнения (4) разложимы в ряды по степеням (τ−τ0)
1/m, m ∈ N, в окрестности

точки τ = τ0 (см. [10, c. 129]).

Точка (g(z0, τ0), τ0) = (0, 0) является единственной сингулярной точкой неопределенного характе-

ра, для которой числитель и знаменатель в правой части уравнения (4) обращаются в нуль одновре-

менно [10, c. 130].

Поведение всех решений уравнения (4) описывается теоремой Пуанкаре–Бендиксона [10, c. 138;

11; 12]. Две интегральные кривые дифференциального уравнения (4) пересекаются только в особой

точке (0, 0). Интегральная кривая уравнения (4) может иметь кратные точки только в точке (0, 0).

Бендиксон (I. Bendixson) [12] установил, что вещественные интегральные кривые имеют конечные

точки в узлах и фокусах и имеют продолжение через седловые точки. Теорема Бендиксона [12] опи-

сывает все три возможных случая поведения траекторий для уравнения (4) в окрестности точки (0, 0):

(а) интегральная кривая замкнута, то есть является циклом; (б) интегральная кривая представляет

собой спираль, которая стремится к циклу асимптотически; (с) интегральная кривая имеет конечную

точку (0, 0).

Напомним случаи интегрируемости в квадратурах дифференциального уравнения Левнера (2),

приведенные в [6] и соответствующие управляющим функциям λ(t) = c
√

t и λ(t) = c
√

1 − t. В первом

из них, после замены переменной t → τ2, особая точка (0,0) становится седловой по классификации

Пуанкаре [11], а во втором замена переменной t → 1 − τ2 приводит к фокусу в особой точке (0, 0).

Будем искать решения уравнения (4), которые бесконечно дифференцируемы относительно дей-

ствительной переменной τ (см. [10, c. 129; 13, c. 13]). Рекуррентные оценки тейлоровских коэффи-

циентов позволяют отыскать сингулярные решения при условии, что получившийся ряд будет иметь

положительный радиус сходимости [14, c. 101]. Пусть

gs(0, τ) =

∞
∑

n=1

anτn (5)

представляет формальное степенное разложение для сингулярного решения уравнения (4). Такое

разложение не единственно, оно зависит от пути, по которому z приближается к 0, z /∈ Kt. Подставляя

(5) в (4), получаем:
∞
∑

n=1

nanτn−1

(

∞
∑

n=1

anτn − τ

)

= 2NτN−1. (6)
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях в обеих частях (6) и получаем систему урав-

нений

a1(a1 − 1) = 0,

l
∑

k=1

kakal−k+1 − lal = 0, l = 2, . . . , l 6= N − 1, (7)

N−1
∑

k=1

kakaN−k − (N − 1)aN−1 = 2N.

Первое уравнение системы (7) предполагает два возможных значения a1 = 1 и a1 = 0 для двух

сингулярных решений g+(0, τ) и g−(0, τ). В обоих случаях уравнение (6) предполагает рекуррентные

формулы для коэффициентов a+
l и a−

l функций g+(0, τ) и g−(0, τ) соответственно:

a+
1 = 1, a+

2 = . . . = a+
N−2 = 0, a+

N−1 = 2N, a+
l = −

l−1
∑

k=2

ka+
k a+

l−k+1, l ≥ N, (8)

a−
1 = . . . = a−

N−2 = 0, a−
N−1 = − 2N

N − 1
, a−

l =
1

l

l−1
∑

k=2

ka−
k a−

l−k+1, l ≥ N. (9)

Покажем, что ряд
∞
∑

n=1
a+

n τn, формально представляющий g+(0, τ), расходится для всех τ 6= 0.

Лемма 1. Если s 6= (N −2)m+1, m = 0, 1, . . ., то a+
s = 0. Существуют c1N > 0 и c2N > 0 такие,

что для всех l = (N − 2)m + 1, m = 0, 1, . . ., выполняются неравенства

cm
1Nm! ≤ |a+

l | ≤ cl−1
2N ll−3. (10)

Доказательство. Докажем, что a+
s = 0 для s 6= (N − 2)m + 1, m = 0, 1, . . .. Из формулы (8)

следует, что a+
s = 0 для начальных значений s = 2, . . . , N − 2. Предположим, что a+

s = 0 для всех

s 6= (N − 2)q + 1, q = 0, 1, . . . ,m, и докажем, что a+
s = 0 для (N − 2)m + 2 ≤ s ≤ (N − 2)(m + 1).

Согласно (8)

a+
s = −

s−1
∑

k=2

ka+
k a+

s−k+1. (11)

Если k = (N − 2)q + 1, q = 0, 1, . . . ,m, то s − k не может быть кратно N − 2. Поэтому по предпо-

ложению индукции a+
s−k+1 = 0 в формуле (11) и a+

s = 0, что доказывает индуктивное утверждение.

Далее докажем, что a+
l = (−1)q+1|a+

l |, где l = (N − 2)q + 1, q = 1, 2, . . .. Из формулы (8) следует,

что a+
N−1 = 2N > 0 для q = 1. Предположим, что a+

l = (−1)q+1|a+
l | для всех l = (N − 2)q + 1,

q = 1, . . . , s−1, и докажем, что a+
l = (−1)s+1|a+

l | для l = (N −2)s+1. Согласно (8) и предположению

индукции получаем:

a+
(N−2)s+1 = −

s−1
∑

p=1

((N − 2)p + 1)a+
(N−2)p+1a

+
(N−2)(s−p)+1 =

= (−1)s+1
s−1
∑

p=1

((N − 2)p + 1)|a+
(N−2)p+1||a

+
(N−2)(s−p)+1| = (−1)s+1|a+

(N−2)s+1|,

что доказывает индуктивное утверждение.

Перейдем к доказательству нижней оценки в неравенстве (10). Для a+
N−1 = 2N нижняя оцен-

ка (10) выполняется. Предположим, что эта оценка выполняется для a+
l , где l = (N − 2)s + 1,

s = 1, . . . ,m − 1, и докажем, что нижняя оценка (10) справедлива для l = (N − 2)m + 1. Действи-

тельно,

|a+
(N−2)m+1| =

m−1
∑

p=1

((N − 2)p + 1)|a+
(N−2)p+1||a

+
(N−2)(m−p)+1| ≥
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≥
m−1
∑

p=1

((N − 2)p + 1)cp
1Np!cm−p

1N (m − p)! ≥ cm
1N

m−1
∑

p=1

(p + 1)!(m − p)! ≥ cm
1Nm!,

что индуктивно доказывает нижнюю оценку (10).

Теперь получим верхнюю оценку в неравенстве (10). Существует c2N такое, что справедлива оцен-

ка |a+
n | ≤ cn−1

2N nn−3 для n = 1, 2, 3. Предположим, что утверждение верно для a+
k , где k = 1, . . . , n−1,

n ≥ 4, и докажем, что верхняя оценка (10) справедлива для k = n. Действительно,

|a+
n | =

n−1
∑

k=2

k|a+
k ||a+

n−k+1| ≤ cn−1
2N

n−1
∑

k=2

kk−2(n − k + 1)n−k−2 =

= cn−1
2N nn−4((1 − 1/n)n−4 +

n−3
∑

k=3

(k/n)k−2

(

n − k + 1

n

)n−k−2

+ (1 − 2/n)n−4 +
(1 − 1/n)n−2

2
). (12)

Для n ≥ 4 справедливы неравенства

(1 − 1/n)n−4 ≤ 1, (1 − 2/n)n−4 ≤ 1, (1 − 1/n)n−3 ≤ 3/4.

Кроме того, для 3 ≤ k ≤ n − 3, n ≥ 6, очевидно, справедливы неравенства

(k/n)k−2

(

n − k + 1

n

)n−k−2

< 1/2.

Подставляем эти неравенства в (12) и приходим к неравенству

|a+
n | < cn−1

2N nn−4

(

1 +

n−3
∑

k=3

1

2
+ 1 +

3n

8

)

< cn−1
2N nn−3,

которое доказывает верхнюю оценку (10) и завершает доказательство леммы 1. ¤

Лемма 2. Если s 6= (N −2)m+1, m = 1, 2, . . ., то a−
s = 0. Для всех l = (N −2)m+1, m = 1, 2, . . . ,

выполняются неравенства

|a−
l | ≤ cl−1

2N ll−3. (13)

Доказательство. Докажем, что a−
s = 0 для s 6= l. Из рекуррентной формулы (9) следует, что

a−
s = 0 для начальных значений s = 1, 2, . . . , N−2. Предположим, что a−

s = 0 для всех s 6= (N−2)q+1,

q = 1, . . . ,m, и докажем, что a−
s = 0 для (N − 2)m + 2 ≤ s ≤ (N − 2)(m + 1). Согласно (9)

a−
s =

1

s

s−1
∑

k=2

ka−
k a−

s−k+1. (14)

Если k = (N − 2)q +1, q = 0, 1, . . . ,m, то s− k не может быть кратно N − 2. Поэтому по предполо-

жению индукции a−
s−k+1 = 0 в формуле (14) и a−

s = 0, что доказывает индуктивное предположение.

Доказательство того, что a−
l = (−1)q|a−

l |, где l = (N −2)q +1, q = 1, 2, . . ., проводится аналогично

тому, как в лемме 1 было показано, что a+
l = (−1)q+1|a+

l |.
Доказательство неравенства (13) следует из леммы 1. Действительно, a−

1 < a+
1 , |a−

N−1| < |a+
N−1|.

Из формул (8) и (9) индуктивно следует, что для всех l = (N − 2)m + 1 справедливы неравенства

|a−
l | < |a+

l |, что вместе с утверждением леммы 1 доказывает лемму 2. ¤

Из нижней оценки (10) следует расходимость ряда
∞
∑

l=1

a+
l τ l при τ 6= 0. Следовательно, уравнение

(4) не имеет голоморфного решения (5) в окрестности точки τ0 = 0 с условием a+
1 = 1. Известный

метод Бореля [14, c. 107; 15], позволяет суммировать расходящийся ряд
∞
∑

l=1

a+
l τ l. Согласно лемме 1

ряд

G(τ) =

∞
∑

n=1

a+
n

n!
τn
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сходится при |τ | < R0, R0 > 0. Сумма Бореля

h(τ) =

∞
∫

0

e−xG(τx) dx

определяет бесконечно дифференцируемую функцию h(τ), h(n)(0) = a+
n , n ≥ 1, которая является

решением уравнения (4). Такой же подход можно применить и к ряду
∞
∑

n=1
a−

n τn.

В этих случаях решения g+(0, τ), g−(0, τ) уравнения (4) с начальной особой точкой (0, 0) удовле-

творяют асимптотическим соотношениям:

g+(0, τ) =
n

∑

k=1

a+
k τk + 0(τn), g−(0, τ) =

n
∑

k=1

a−
k τk + 0(τn), τ → 0,

для всех n ≥ 2.

Пусть f1(0, t) := g+(0, N
√

t), f2(0, t) := g−(0, N
√

t). Так как f1(0, t) = N
√

t + 2N
N
√

tN−1 + O(
N
√

tN−1)

и f2(0, t) = − 2N

N − 1
N
√

tN−1 + O(
N
√

tN−1) при t → 0, то неравенства

f2(0, t) <
N
√

t < f1(0, t)

выполняются для достаточно малых t > 0. Найдем представления для остальных сингулярных ре-

шений уравнения (3), которые появляются при t > 0. Пусть существуют z0 ∈ H и t0 > 0 такие,

что f(z0, t0) = N
√

t0. Тогда (f(z0, t0),
N
√

t0) является сингулярной точкой уравнения (3) и сингулярное

решение f(z0, t) разлагается в ряд по степеням (t − t0)
l/m, m ∈ N,

f(z0, t) = N
√

t0 +

∞
∑

l=1

bl/m(t − t0)
l/m. (15)

Подставляем (15) в (3) и получаем:

∞
∑

l=1

lbl/m(t − t0)
l/m−1

m
×

×
(

∞
∑

l=1

bl/m(t − t0)
l/m −

∞
∑

l=1

(−1)l−1(N − 1)(2N − 1) . . . ((l − 1)N − 1)(t − t0)
l

N ll!t
l−1/N
0

)

= 2. (16)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в обеих частях уравнения (16), замечаем,

что bl/m 6= 0 только в случае m = 2, при этом

(b1/2)
2 = 4.

Это уравнение предлагает два возможных значения b1/2 = 2 и b1/2 = −2 для двух ветвей f1(z0, t)

и f2(z0, t) сингулярного решения (15). Выберем, например, значение b1/2 = 2 и получим рекуррентную

формулу для коэффициентов ветви f1(z0, t),

b1/2 = 2, bl/2 =
1

l + 1

(

cn/2 −
1

2

l−1
∑

k=2

kbk/2(b(l−k+1)/2 − c(l−k+1)/2)

)

, l ≥ 2, (17)

где

c(2k−1)/2 = 0, ck =
(−1)k−1(N − 1)(2N − 1) . . . ((k − 1)N − 1)

Nkk!t
k−1/N
0

, k = 1, 2, . . . . (18)

Так как

f1(z0, t) = N
√

t0 + 2
√

t − t0 + O(
√

t − t0),

f2(z0, t) = N
√

t0 − 2
√

t − t0 + O(
√

t − t0),

N
√

t = N
√

t0 +
1

Nt
1−1/N
0

(t − t0) + O(t − t0), t → t0 + 0,

то неравенства f2(z0, t) < N
√

t < f1(z0, t) выполняются для всех t > t0, близких к t0.
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2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Из теории дифференциальных уравнений следует, что различные интегральные кривые уравнения

(3) пересекаются только в сингулярной точке (0, 0) (см. [10, c. 138]).

Лемма 3. При 0 < t0 < t для достаточно малых t > 0 выполняются следующие неравенства:

f2(0, t) < f2(z0, t) <
N
√

t < f1(z0, t) < f1(0, t),

где (f(z0, t0),
N
√

t0) — сингулярная точка уравнения (3).

Доказательство. Достаточно доказать первое и последнее неравенства леммы 3. Покажем, что

f1(z0, t) < f1(0, t). Вычитая одно из другого уравнения

df1(0, t)

dt
=

2

f1(0, t) − N
√

t
, f1(0, 0) = 0,

df1(z0, t)

dt
=

2

f1(z0, t) − N
√

t
, f1(z0, t0) = N

√
t0,

получаем

d(f1(0, t) − f1(z0, t))

dt
=

2(f1(z0, t) − f1(0, t))

(f1(0, t) − N
√

t)(f1(z0, t) − N
√

t)
.

Перепишем последнее равенство в виде

d log(f1(0, t) − f1(z0, t))

dt
= − 2

(f1(0, t) − N
√

t)(f1(z0, t) − N
√

t)
.

Предположим, что существует наименьшее число T > t0, для которого выполняется равенство

f1(0, T ) = f1(z0, T ). Отсюда следует, что

T
∫

t0

dt

(f1(0, t) − N
√

t)(f1(z0, t) − N
√

t)
= ∞. (19)

Вычисляя a+
2N−3 = −(N − 1)(2N)2, запишем асимптотическое разложение:

f1(0, t) =
N
√

t + 2N
N
√

tN−1 − (N − 1)(2N)2
N
√

t2N−3 + O(
N
√

t2N−3), t → +0.

Существует T ′ > 0 такое, что для 0 < t < T ′ выполняется неравенство N
√

t + 2N
N
√

tN−1 > f1(0, t).

Для оценки интеграла в левой части равенства (19) необходимо изучить поведение функции

f1(z0, t) − N
√

t с использованием дифференциального уравнения:

d(f1(z0, t) − N
√

t)

dt
=

2

f1(z0, t) − N
√

t
− 1

N
N
√

tN−1
=

2N
N
√

tN−1 − f1(z0, t) + N
√

t

N
N
√

tN−1(f1(z0, t) − N
√

t)
. (20)

Так как

f1(z0, t) − N
√

t = 2 N
√

t − t0 + O( N
√

t − t0),

то правая часть (20) положительна при 0 < t < T ′, f1(z0, t) − N
√

t растет вместе с t, t0 < t < T < T ′,

и интеграл в левой части (19) конечен. Полученное противоречие с равенством (19) отрицает суще-

ствование T с заданными свойствами и доказывает последнее неравенство в лемме 3.

Доказательство того, что f2(0, t) < f2(z0, t), проводится аналогично. ¤

Лемма 4. При 0 < t1 < t0 < t для достаточно малых t > 0 выполняются неравенства

f2(z1, t) < f2(z0, t), f1(z0, t) < f1(z1, t),

где (f(z1, t1),
N
√

t1) и (f(z0, t0),
N
√

t0) сингулярные точки уравнения (3).

Доказательство. Доказательство леммы 4 аналогично проведенному в лемме 3 с заменой 0 на z1.
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3. СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ЛЕВНЕРА

Решение f(z, t) дифференциального уравнения Левнера (3) аналитично по z ∈ H \ Kt для фикси-

рованного t ≥ 0, дифференцируемо по t ∈ (0, t0), t0 > 0, и непрерывно на [0, t0] для фиксированного

z ∈ H\Kt0 . Функция f(·, t) допускает продолжение на замыкание области H\Kt, которое непрерывно

в определенном смысле и устанавливает взаимно однозначное соответствие между простыми конца-

ми области H \ Kt и точками R. Если простой конец области H \ Kt0 , соответствующий точке N
√

t0,

содержит точку z0(t0), t0 > 0, то (f(z0(t0),
N
√

t0) является сингулярной точкой для уравнения (3).

Зафиксируем τ > 0 и рассмотрим функцию ϕτ (t) := f(z(τ), t), 0 ≤ t ≤ τ , где f(z(τ), τ) = N
√

τ ,

f(z(τ), t) определяется разложением (15) с m = 2, τ = t0, z(τ) := z0, а коэффициенты bl/2 в (15)

вычисляются по формулам (17), (18).

Предложение 1. Функция ϕτ (t) аналитична на (0, τ), непрерывна на [0, τ ], определяет кривую,

ортогональную вещественной оси R и соединяющую точки N
√

τ и z(τ). Точка z(τ) определяется

однозначно для всякого достаточно малого τ > 0.

Доказательство. Функция f(·, τ) : H\Kτ → H аналитична в области H\Kτ и взаимно однозначно

сопоставляет простым концам границы этой области все вещественные точки. В частности, точке N
√

τ

сопоставляется некоторый простой конец, произвольную точку которого обозначим через z(τ). Так

как точка (f(z(τ), τ), N
√

τ) является сингулярной точкой для уравнения (3), то справедливо представ-

ление (15) с m = 2, bl/2 = 2, из которого следует, что

f(z(τ), t) = N
√

τ + 2i
√

|t − τ | + b1(t − τ) + O(t − τ), t → τ − 0, b1 ∈ R.

Отсюда заключаем, что функция f(z(τ), t), 0 ≤ t ≤ τ определяет кривую, ортогональную веще-

ственной оси в точке N
√

τ , и f(z(τ), t) ∈ H для 0 ≤ t < τ . Это означает, что z(τ) 6∈ Kt для всех

t ∈ [0, τ). Поскольку f(z(τ), t) 6= N
√

t на [0, τ), то ϕτ (t) аналитична на (0, τ), непрерывна на [0, τ ],

ϕτ (τ) = N
√

τ , ϕτ (0) = f(z(τ), 0) = z(τ).

Осталось показать, что точка z(τ) определяется однозначно. Действительно, ряд по степеням√
t − τ в представлении (15) с m = 2, t0 = τ, сходится в некотором круге радиуса R0 > 0, и

коэффициенты ряда не зависят от выбора точки z0 = z(τ), содержащейся в простом конце, соответ-

ствующем точке N
√

τ . Функция ϕτ (t) допускает аналитическое продолжение вдоль интервала (0, τ),

которое определяется только начальным элементом (15) и не зависит от выбора z(τ). Следовательно,

значение ϕτ (0) = z(τ) определяется однозначно, что завершает доказательство предложения 1. ¤

Доказательство теоремы 1. Для τ > 0 функция f(·, τ) конформно отображает область H \ Kτ

на H. Множество Kτ ⊂ H порождается управляющей функцией N
√

t. Продолженная функция f(·, τ)

взаимно однозначно отображает множество простых концов области H \ Kτ на R. Один из простых

концов, содержащий точку z(τ), отображается функцией f(z(τ), τ) на N
√

τ .

Леммы 3 и 4 описывают структуру прообраза H при отображении f(·, τ0). Все сингулярные ре-

шения f1(0, t), f2(0, t), f1(z(τ), t), f2(z(τ), t), 0 < τ < t < T, уравнения (3) являются веществен-

ными и удовлетворяют леммам 3 и 4. Сегмент I = [f2(0, t), f1(0, t)] ⊂ R объединяет сегменты

I2 = [f2(0, t),
N
√

t] и I1 = [ N
√

t, f1(0, t)]. Сегмент I2 состоит из точек f2(z(τ), t), 0 ≤ τ ≤ t, а сег-

мент I1 состоит из точек f1(z(τ), t), 0 ≤ τ ≤ t. Значит, все точки z(τ), 0 ≤ τ ≤ t, принадлежат

границе ∂(H \ Kt) области H \ Kt. Согласно предложению 1 простой конец области H \ Kt, содер-

жащий z(τ), 0 < τ < t, состоит из единственной точки z(τ), которая должна быть достижимой

граничной точкой. Причем z(τ) определяет ровно два простых конца, соответствующих функциям

f1(z(τ), t) и f2(z(τ), t). Это доказывает, что {z(τ) : 0 ≤ τ ≤ t} представляет множество точек простой

кривой γ, которая и является множеством Kt с простыми концами, соответствующими точкам на

разных сторонах кривой γ. Обратная функция f−1(w, t) отображает H на H \ γ(t) для достаточно

малых t > 0.

Осталось показать, что γ(t) является C1-кривой. Фиксируем достаточно малое t0 > 0 и обозначим

через g(w, t0) = f−1(w, t0) функцию, обратную к функции f(z, t0). Положим h(w, t) := f(g(w, t0), t),
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t ≥ t0. Функция f(z, t0) отображает H \ γ(t0) на H, γt0 = {γ(τ), 0 ≤ τ ≤ t0}, f(γ(t0), t0) = N
√

t0. При

этом отображении кривая γ[t0, t] := {γ(τ), t0 ≤ τ ≤ t} переходит в кривую γ∗[t0, t] := f(γ[t0, t], t0),

γ∗(t0) = N
√

t0. Поэтому функция h(w, t) отображает H \ γ∗[t0, t] на H. Запишем разложение h(w, t) в

окрестности бесконечно удаленной точки:

h(w, t) = g(w, t0) +
2t

g(w, t0)
+ O

(

1

g2(w, t0)

)

= w +
2(t − t0)

w
+ O

(

1

w2

)

.

После замены переменных t1 := t − t0, h1(w, t1) := h(w, t0 + t1) функция h1 имеет разложение (1)

и удовлетворяет дифференциальному уравнению:

dh1(w, t1)

dt1
=

2

h1(w, t1) − N
√

t1 + t0
, h1(w, 0) = w, w ∈ H. (21)

Управляющая функция λ(t1) = N
√

t1 + t0 в (21) является аналитической при t1 ≥ 0. В классической

версии уравнения Левнера для отображений круга в круг известно [3, с. 59], что гладкая управляю-

щая функция генерирует отображения круга на круг с гладким разрезом. Этот результат без особого

труда переносится на уравнение Левнера (2) и на его частный случай (21) (см. например [8] и приве-

денные там ссылки). Таким образом, кривая γ∗[t0, t], а вместе с ней и кривая γ([t0, t1]) = g(γ∗[t0, t], t0),

являются C1-кривыми. Устремляя t0 к 0, убеждаемся, что γt = {γ(τ) : 0 ≤ τ ≤ t} является C1-кривой,

за исключением, быть может, точки γ(0) = 0, что завершает доказательство теоремы 1. ¤

4. ГАРМОНИЧЕСКИЕ МЕРЫ СТОРОН РАЗРЕЗА

Функция f(z, t), являющаяся решением уравнения (3), отображает область H \ γ(t) на H. Точ-

ки двух сторон разреза γ(t) считаются различными граничными точками области. Обозначим че-

рез γ1 = γ1(t) ту сторону γ, которая отображается продолженной функцией f(z, t) на сегмент

I1 = [ N
√

t, f1(0, t)], а через γ2 = γ2(t) — сторону γ, которая является прообразом I2 = [f2(0, t),
N
√

t]

при отображении функцией f(z, t).

Напомним, что гармонические меры ω(f−1(i, t); γk, H\γ(t), t) дуг γk в точке f−1(i, t) относительно

области H\γ(t) определяются функциями ωk, которые являются гармоническими в области H\γ(t) и

непрерывно продолжаются на ее замыкание, за исключением концевых точек кривой γ, ωk|γk(t) = 1,

ωk|R ⋃

(γ(t)\γk(t)) = 0, k = 1, 2 (см. [16, c. 132]). Обозначим:

mk(t) := ω(f−1(i, t); γk, H \ γ(t), t), k = 1, 2.

Теорема 2. Пусть функция f(z, t) является решением уравнения Левнера (3). Тогда справедливо

асимптотическое соотношение:

lim
t→+0

m1(t)

mN−1
2 (t)

= 2NπN−2. (22)

Доказательство. Гармоническая мера инвариантна относительно конформных преобразований.

Поэтому гармонические меры

ω(f−1(i, t); γk, H \ γ(t), t) = Ω(i; f(γk, t), H, t)

определяются функциями Ωk, которые гармоничны на H и непрерывно продолжаются на R, за исклю-

чением концевых точек образов f(γk, t), Ωk|f(γk,t) = 1, Ωk|R\f(γk,t) = 0, k = 1, 2. Решение этой задачи

известно (см. [17, с. 334]). Именно

mk(t) =
αk(t)

π
,

где αk(t) — угол, под которым наблюдается сегмент Ik = Ik(t) из точки w = i, k = 1, 2. Осталось

найти асимптотические разложения для αk(t).
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Так как

f1(0, t) =
N
√

t + 2N
N
√

tN−1 + O(t), f2(0, t) = − 2N

N − 1

N
√

tN−1 + O(t), t → +0,

то после элементарных геометрических рассуждений находим, что

α1(t) = arctg f1(0, t) − arctg
N
√

t = 2N
N
√

tN−1 + O(t), t → +0,

α2(t) = arctg
N
√

t − arctg f2(0, t) =
N
√

t +
2N

N − 1

N
√

tN−1 + O(t), t → +0.

Это означает, что

m1(t)

mN−1
2 (t)

=
πN−2(2N

N
√

tN−1 + O(t))
(

N
√

t + 2N
N−1

N
√

tN−1 + O(t)
)N−1

= 2NπN−2(1 + O(
N
√

t)), t → +0,

что приводит к (22) и завершает доказательство теоремы 2. ¤

Замечание. Из результатов статьи [9] следует соотношение, аналогичное (22), для двух сторон

разреза вдоль дуги окружности γ(t) в H, которая является касательной к вещественной оси в точ-

ке z = 0.
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Integrals of the Loewner Equation with Exponential Driving Function

D. V. Prokhorov, K. A. Samsonova

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrakhanskaya st., 83, ProkhorovDV@info.sgu.ru, kris_ruzhik@mail.ru

We consider the qualitative local behavior of trajectories for the ordinary Loewner differential equation with a driving function which is

inverse to the exponential function of an integer power. All the singular points and the corresponding singular solutions are described.

It is shown that this driving function generates solutions to the Loewner equation which map conformally a half-plane slit along a

smooth curve onto the upper half-plane. The asymptotical correspondence between harmonic measures of two slit sides is derived.

Key words: Loewner equation, harmonic measure, singular solutions, driving function, C1-curve.
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différentielles. Acta Math., 1901, vol. 24, pp. 1–88.

13. Golubew W. Differentialgleichungen im komplexen,

veb deutsch. Berlin, Verlag Wiss., 1958, 398 p.

14. Sansone G. Equazioni differenziale nel campo reale.

P. 1a, 2a ediz., Bologna, 1948.
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О НАСЛЕДСТВЕННОСТИ ФОРМАЦИЙ УНАРОВ

А. Л. Расстригин

Старший преподаватель кафедры алгебры, геометрии и математического анализа, Волгоградский государственный

социально-педагогический университет, rasal@fizmat.vspu.ru

Формацией называют класс алгебраических систем, замкнутый относительно гомоморфных образов и конечных подпрямых

произведений. В работе показано, что любая формация, состоящая из не более чем счетных унаров, является наследствен-

ной.

Ключевые слова: унар, формация, наследственная формация.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Формацией называется класс алгебраических систем, замкнутый относительно взятия гомоморф-

ных образов и конечных подпрямых произведений. Формацию называют конечной, если она содержит

лишь конечные системы. Мы будем называть формацию не более чем счетной, если она содержит

лишь не более чем счетные системы.

Пусть X — совокупность алгебраических систем. Через H(X) и R0(X) обозначаются совокуп-

ности всех гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений X-систем соответственно.

Через S(X) обозначается класс всех подсистем X-систем. Класс X называется наследственным, если

S(X) ⊆ X. Через formX (sform X) обозначается наименьшая (наименьшая наследственная) формация,

содержащая X или, иначе, порожденная совокупностью X. Через SiX обозначается совокупность

всех подпрямо неразложимых X-систем. Множество целых неотрицательных чисел обозначается N0,

N = N0 \ {0} и Z — множество целых чисел.
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