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НЕ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ РАВНОМЕРНО ПО МОДУЛЮ ЕДИНИЦА
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Построен класс экспоненциально растущих последовательностей, не являющихся равномерно распределенными по модулю

единицы.

Ключевые слова: равномерное распределение по модулю единица, числа Фибоначчи, золотое сечение, дробно-линейная

функция.

Вопрос о равномерном распределении функций вида αψ(x), где α – иррациональное число, ψ(x) –

функция, принимающая целые значения, изучался А. Вейлем. Из работы [1] следует, что почти

для всех α последовательность {αλn} равномерно распределена, где λ > 1 – действительное число.

Однако конкретные примеры таких α им не были построены. В работах А. Г. Постникова, видимо,

впервые построены примеры таких α, что последовательность {αλn} равномерно распределена по

модулю единица, λ ≥ 2 – целое число.

Воспользуемся следующими обозначениями: {fn}∞n=0 — последовательность Фибоначчи: f0 = 1,

f1 = 1, fn = fn−1 + fn−2 при n ≥ 2, ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение.
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Лемма 1. Произвольную дробно–линейную функцию с рациональными коэффициентами a,b,c,d

и c2+d2 6= 0 от ϕ можно представить виде линейной функции с рациональными коэффициентами

от ϕ:
aϕ + b

cϕ + d
=

bc − ad

c2 − cd − d2
ϕ +

ac − bc − bd

c2 − cd − d2
.

Доказательство. Пользуясь равенством ϕ2 = ϕ + 1, представим дробно-линейную функцию с

рациональными коэффициентами от ϕ, виде линейной функции от ϕ с рациональными коэффициен-

тами:

aϕ + b

cϕ + d
=

aϕ + b

c
(

ϕ − 1

2

)

+ c
2

+ d
=

(aϕ + b)
(

c
(

ϕ − 1

2

)

− c
2
− d

)

c2
(

ϕ2 − ϕ + 1

4

)

− c2

4
− cd − d2

=

=
(aϕ + b)(cϕ − c − d)

c2 − cd − d2
=

acϕ2 + (bc − ac − ad)ϕ − bc − bd

c2 − cd − d2
=

=
ac(ϕ + 1) + (bc − ac − ad)ϕ − bc − bd

c2 − cd − d2
=

(bc − ad)ϕ + ac − bc − bd

c2 − cd − d2
=

=
bc − ad

c2 − cd − d2
ϕ +

ac − bc − bd

c2 − cd − d2
.

Очевидно, что знаменатель d2 + cd − c2 не обращается в нуль при произвольных рациональных c, d,

удовлетворяющих условию c2 + d2 6= 0.

Лемма 2. Пусть lim
n→∞

(xn − yn) = 0. Тогда, либо последовательности xn и yn распределены

равномерно, либо последовательности xn и yn не распределены равномерно.

Доказательство. Пусть последовательность xn равномерно распределена и l 6= 0 — целое число.

Согласно критерию Г. Вейля равномерного распределения:

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

e2πilxk = 0, (1)

e2πilxk − e2πilyk = cos(2πlxk) − cos(2πlyk) + i(sin(2πlxk) − sin(2πlyk)).

По теореме Лагранжа

cos(2πlxk) − cos(2πlyk) = −2πl(xk − yk) · sin(2πlθk), θk ∈ (xn, yn),

sin(2πlxk) − sin(2πlyk) = 2πl(xk − yk) · cos(2πlθ̂k), θ̂k ∈ (xn, yn).

Поэтому

e2πilxk − e2πilyk = −2πl(xk − yk) · sin(2πlθk) + i · 2πl(xk − yk) · cos(2πlθ̂k).

Оценивая | sin(2πlθk)| ≤ 1, | cos(2πlθ̂k)| ≤ 1, получим:

∣

∣e2πilxk − e2πilyk

∣

∣ ≤ 2π
√

2|l| · |xk − yk| → 0 (k → ∞).

Таким образом,

lim
k→+∞

e2πilxk − e2πilyk = 0.

Если последовательность e2πilxk − e2πilyk имеет предел, равный 0, то последовательность средних

арифметических:

1

n

n
∑

k=1

e2πilxk − e2πilyk

также имеет предел, равный нулю, поэтому

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

e2πilxk − e2πilyk = 0.
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Поэтому из (1) заключаем, что

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

e2πilyk = 0.

Значит, по критерию Вейля последовательность yn равномерно распределена.

Аналогично можно доказать, что если yn равномерно распределена, то xn также равномерно рас-

пределена.

Теорема. Последовательность {ϕfn}∞n=0, не является равномерно распределенной.

Доказательство. Отношения соседних чисел Фибоначчи fn+1/fn являются подходящими дробями

для золотого сечения ϕ при ее разложении в непрерывную дробь. Поэтому по теореме Дирихле

ϕ =
fn+1

fn

+
θ

f2
n

, |θ| ≤ 1.

Тогда

ϕfk =

(

fn+1

fn

+
θ

f2
n

)

fk =
fkfn+1

fn

+
θ · fk

f2
n

.

Обозначим A(k, n) := fkfn+1 − fk+1fn,

A(k, n) = fkfn+1 − fk+1fn = fk(fn + fn−1) − (fk + fk−1)fn = fkfn−1 − fk−1fn =

= −(fk−1fn − fkfn−1) = −A(k − 1, n − 1) = . . . = (−1)kA(0, n − k),

A(0, n − k) = f0fn−k+1 − f1fn−k = fn−k+1 − fn−k = fn−k−1.

Поэтому A(k, n) = (−1)kfn−k−1 при k < n и

fkfn+1 = fk+1fn + (−1)kfn−k−1,

Таким образом,

ϕfk =
fkfn+1

fn

+
θ · fk

f2
n

= fk+1 + (−1)k fn−k−1

fn

+
θ · fk

f2
n

, k < n. (2)

Оценим (−1)k fn−k−1

fn

+
θ · fk

f2
n

:

fk

f2
n

<
1

fn

→ 0 (n → ∞).

При фиксированном k:
fn−k−1

fn

=
fn−k−1

fn−k

· fn−k

fn−k+1

· · · fn−1

fn

.

Каждый множитель в этом произведении стремится к ϕ−1 при n → ∞, поэтому

fn−k−1

fn

→ ϕ−k−1 (n → ∞).

Подставив в равенство (2), получим, что для любого k

ϕfk −
(

fk+1 + (−1)kϕ−k−1
)

→ 0 (n → ∞).

Устремляя k → +∞:

ϕfk − fk+1 → 0 (k → +∞). (3)

Так как последовательность {fk+1}, очевидно, не является равномерно распределенной, то, соглас-

но лемме 2, {ϕfk} не является равномерно распределенной.
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Следствие. Пусть α есть значение рациональной функции от ϕ, то есть α = f(ϕ)/g(ϕ), где

f(ϕ), g(ϕ) — многочлены с целыми коэффициентами от ϕ. Тогда последовательность {αfn} не

является равномерно распределенной.

Доказательство. Используя свойство ϕ2 = ϕ + 1, выразим f(ϕ), g(ϕ) в виде линейной функции

от ϕ. Тогда можно полагать, что α есть значение дробно-линейной функции от ϕ. Далее, согласно

лемме 1, значение дробно-линейной функции от ϕ можно выразить в виде линейной функции с

рациональными коэффициентами от ϕ. Пусть s, t — рациональные числа.

Согласно оценке (3)

(sϕ + t)fk − (sfk+1 + tfk) → 0 (k → ∞).

Последовательность sfk+1+tfk не является равномерно распределенной (так как s, t — рациональ-

ные числа). Поэтому, согласно лемме 2, последовательность (sϕ+ t)fk также не является равномерно

распределенной.
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В работе рассмотрены алгоритмы вычисления гиперболических параметров целочисленных решеток решений линейных

сравнений, соответствующих параллелепипедальным сеткам.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение в частных производных, теоретико-числовой метод.

В 1961 году В. С. Рябенький в работе [1] предложил численный метод решения задачи Коши для

следующего класса дифференциальных уравнений с частными производными:

∂u

∂t
= Q

(

∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xs

)

u(t, ~x), 0 ≤ t ≤ T, −∞ < xν < ∞ (ν = 1, . . . , s), (1)

u(0, ~x) = ϕ(~x), ~x = (x1, . . . , xs), (2)
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