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что S(X) ⊆ form X. Откуда HR0S(X) ⊆ formX = F. По лемме 1 получаем, что F — наследственная

формация.

Пусть теперь F содержит непериодические унары. По лемме 5 имеем F1 ∈ F. Тогда F является

формацией всех счетных унаров по лемме 4 и поэтому F наследственная. Теорема 1 доказана. ¤
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A class of algebraic systems is said to be a formation if it is closed under homomorphic images and finite subdirect products. It has

been proven that any formation of at most countable monounary algebras is a hereditary formation.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ХАРАКТЕРОВ ДИРИХЛЕ
В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СДВИНУТЫХ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ
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Получена новая оценка суммы значений примитивного характера Дирихле по модулю q на последовательности сдвинутых

простых чисел p − l, (l, q) = 1, p ≤ x, нетривиальная при x ≥ q5/6+ε. Это уточняет оценку Дж. Б. Фридландера,

K. Гонга, И. Е. Шпарлинского, нетривиальную лишь при x ≥ q8/9+ε.

Ключевые слова: характер Дирихле, сдвинутые простые числа, короткая сумма характеров, тригонометрические суммы с

простыми числами.

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова позволил ему

решить ряд арифметических проблем с простыми числами. Одна из них касается распределения

значений неглавного характера на последовательностях сдвинутых простых чисел. В [1, 2] он доказал:

если q — простое, (l, q) = 1, χ(a) — неглавный характер по модулю q, тогда

T (χ) =
∑

p≤x

χ(p − l) ≪ x1+ε

(
√

1

q
+

q

x
+ x−1/6

)

. (1)
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При x ≫ q1+ε эта оценка нетривиальна, и из неё следует асимптотическая формула для числа

квадратичных вычетов (невычетов) mod q вида p − l, p ≤ x.

Затем И. М. Виноградов [3–5] получил нетривиальную оценку T (χ) при x ≥ q0,75+ε, q — простое.

Этот результат был неожиданным. Дело в том, что T (χ) можно записать в виде суммы по нулям соот-

ветствующей L — функции Дирихле; тогда в предположении справедливости расширенной гипотезы

Римана для T (χ) получится нетривиальная оценка, но только при x ≥ q1+ε.

В 1968 г. А. А. Карацуба [6, 7] нашёл метод, который позволил ему получить нетривиальную

оценку коротких сумм характеров в конечных полях фиксированной степени. В работе [8] он с

помощью развития этого метода в соединении с методом И. М. Виноградова доказал: если q —

простое, χ(a) — неглавный характер по модулю q, x ≥ q1/2+ε, тогда

T (χ) ≪ xq−
1

1024
ε2

.

Автор ранее [9–11] обобщил оценку (1) на случай составного модуля и доказал: пусть D — доста-

точно большое натуральное число, χ — неглавный характер по модулю D, χq — примитивный

характер, порождённый характером χ, тогда

T (χ) ≤ x ln5 x

(
√

1

q
+

q

x
τ2(q1) + x−1/6τ(q1)

)

, q1 =
∏

p\D
p6\q

p. (2)

Если характер χ совпадает со своим порождающим примитивным характером χq, то оценка (2) при-

нимает вид

T (χq) ≤ x ln5 x

(
√

1

q
+

q

x
+ x−1/6

)

,

и она нетривиальна при x > q(ln q)13.

В 2010 г. Дж. Б. Фридландер, К. Гонг, И. Е. Шпарлинский [12] для составного q показали, что

нетривиальная оценка суммы T (χq) существует, когда x — длина суммы — по порядку меньше q.

Они доказали: для примитивного характера χq и всякого ε > 0 существует δ > 0, что для всех

x ≥ q8/9+ε имеет место оценка

T (χq) ≪ xq−δ,

Основным результатом этой работы является следующая теорема о нетривиальной оценке для

более коротких сумм T (χq) при составном q.

Теорема. Пусть q — достаточно большое натуральное число, χq — примитивный характер

по модулю q, (l, q) = 1, ε — положительное сколь угодно малое постоянное число, L = ln q,

x ≥ q5/6+ε. Тогда имеем:

T (χq) =
∑

p≤x

χq(p − l) ≪ x exp
(

−
√

L

)

.

Доказательство теоремы проводится методом оценок суммы с простыми числами И. М. Вино-

градова в сочетании с методами работы А. А. Карацубы [8] об оценке «короткой» суммы T (χq)

для простого q, работ автора [10, 11, 13, 14], в которых изучаются «длинные» суммы T (χ) и сред-

ние значения функций Чебышёва ψ(x, χ) по всем характерам Дирихле. В доказательстве мы также

используем основные результаты работ А. И. Виноградова [15] и Д. А. Берджесса [16]. Основные

утверждения, позволившие получить новую оценку T (χq), содержатся в леммах 1–7, которые в этой

статье приводим без доказательства.

Лемма 1. Пусть µ(d) — функция Мёбиуса, σ — фиксированное число, 0, 1 ≤ σ < 0, 9, тогда

∑

d\D

d>exp(ln D2)σ

µ2(d)

d
≪ exp

(

−2σ−1σ lnσ D
)

.
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Лемма 2. Пусть K — число решений сравнения:

(nd − η)y ≡ (n1d − η)y1 (mod q),

M < n, n1 ≤ M + N, 1 ≤ y, y1 ≤ Y, (y, q) = 1, (y1, q) = 1,

где (η, q) = 1, d — делитель числа q, 2NY < q, d < Y , ρ(qd−1, Y ) — число делителей β числа qd−1,

удовлетворяющие условиям qY −1 ≤ β < qd−1 и (β, d) = 1. Тогда справедливо соотношение:

K ≤ NYq +
2Y 2

d
+

2Y 2

d
ρ(qd−1, Y ) +

2(NY )1+δ

d
,

где δ — сколь угодно малое положительное число.

Лемма 3. Пусть (η, q) = 1, y < x, x < q, ω(q) — число различных простых делителей числа q

тогда

∑

x−y<n≤x
(n,q)=1

χq(n − η) ≤ 2ω(q)√q L .

Лемма 4. Пусть σ — вещественное число, M , N , d и η — целые числа, удовлетворяющие

условиям (η, q) = 1, N < q7/12d−1/2, 0, 1 ≤ σ < 0, 9, d ≤ exp(2L )σ, тогда

∑

M<n≤M+N

χq(nd − η) ≤ N
2

3 q1/9+δ/2d2/3,

где δ — сколь угодно малое положительное число.

Лемма 5. Пусть (η, q) = 1, δ — сколь угодно малое положительное число, y ≥ q1/3+8δ/5, тогда

∑

x−y<n≤x
(n,q)=1

χq(n − η) ≪ y exp
(

−1, 5
√

L

)

.

Лемма 6. Пусть M , M ′, N , N ′ и η — целые числа, удовлетворяющие условиям (η, q) = 1,

M ′ ≤ 2M , N ′ ≤ 2N , N ≤ q1/6, am и bn — функции натурального аргумента такие, что

∑

M<m≤M ′

|am|α ≪ ML
cα , α = 1, 2; |bn| ≪ B.

Тогда справедлива оценка

∑

M<m≤M ′

am

∑

N ′<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχ(mn − l) ≪ BM5/6N1/2q1/6+δ/6
L

(4c1+c2+1)/6.

Следствие 6.1. Пусть M , M ′, N , N ′ и η — целые числа, удовлетворяющие условиям (η, q) = 1,

M ′ ≤ 2M , N ′ ≤ 2N , qθ < N ≤ q1/6, am и bn — функции натурального аргумента такие, что

|am| ≤ τ5(m), |bn| ≤ 1. Тогда при x ≥ q1−2θ+1,1δ справедлива оценка

∑

M<m≤2M

am

∑

N<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχ(mn − l) ≪ x exp
(

−1, 5
√

L

)

.

Лемма 7. Пусть M , M ′, N , N ′ и η — целые числа, удовлетворяющие условиям (η, q) = 1,

M ′ ≤ 2M , N ′ ≤ 2N , am и bn — функции натурального аргумента такие, что

∑

M<m≤M ′

|am|α ≪ ML
cα , α = 1, 2; |bn| ≪ B.
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Тогда справедлива оценка

∑

M<m≤M ′

am

∑

N ′<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχ(mn − l) ≪ B
(

M3/4N1/2q1/4 + M3/4Nq1/8
)

L
(2c1+c2+1)/4qδ/4.

Следствие 7.1. Пусть M , M ′, N , N ′ и η — целые числа, удовлетворяющие условиям (η, q) = 1,

M ′ ≤ 2M , N ′ ≤ 2N , q1/4−θ ≤ N ≤ q1/4+θ, am и bn — функции натурального аргумента такие,

что |am| ≤ τ5(m), |bn| ≤ 1. Тогда при x ≥ q3/4+θ+1,1δ справедлива оценка

∑

M<m≤M ′

am

∑

N ′<n≤min(xm−1,2N)
(mn,q)=1

bnχ(mn − l) ≪ x exp
(

−1, 5
√

L

)

.
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Distribution of Values of Dirichlet Characters in the Sequence of Shifted Primes

Z. Kh. Rakhmonov

Institute of Mathematics, Academy of Sciences of the Republic of Tajikistan, 734063, Dushanbe, Ayni st., 83, rakhmonov-r@rambler.ru

The new estimate for the sum of the values of a primitive Dirichlet character modulo an integer q has been obtained over the

sequence of shifted primes p − l, (l, q) = 1, p ≤ x. This estimate is nontrivial for x ≥ q
5

6
+ε and refines the estimate obtained

by J. B. Friedlander, K. Gong, I. E. Shparlinskii. Their estimate holds provided that x ≥ q8/9+ε.

Key words: Dirichlet character, shifted primes, short sums of characters, exponential sums over primes.
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КЛАСС ПОКАЗАТЕЛЬНО РАСТУЩИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ,
НЕ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ РАВНОМЕРНО ПО МОДУЛЮ ЕДИНИЦА

П. З. Рахмонов

Кандидат физико-математических наук, Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,

parviz.msu@gmail.com

Построен класс экспоненциально растущих последовательностей, не являющихся равномерно распределенными по модулю

единицы.

Ключевые слова: равномерное распределение по модулю единица, числа Фибоначчи, золотое сечение, дробно-линейная

функция.

Вопрос о равномерном распределении функций вида αψ(x), где α – иррациональное число, ψ(x) –

функция, принимающая целые значения, изучался А. Вейлем. Из работы [1] следует, что почти

для всех α последовательность {αλn} равномерно распределена, где λ > 1 – действительное число.

Однако конкретные примеры таких α им не были построены. В работах А. Г. Постникова, видимо,

впервые построены примеры таких α, что последовательность {αλn} равномерно распределена по

модулю единица, λ ≥ 2 – целое число.

Воспользуемся следующими обозначениями: {fn}∞n=0 — последовательность Фибоначчи: f0 = 1,

f1 = 1, fn = fn−1 + fn−2 при n ≥ 2, ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение.
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