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Формацией называют класс алгебраических систем, замкнутый относительно гомоморфных образов и конечных подпрямых

произведений. В работе показано, что любая формация, состоящая из не более чем счетных унаров, является наследствен-

ной.
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1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Формацией называется класс алгебраических систем, замкнутый относительно взятия гомоморф-

ных образов и конечных подпрямых произведений. Формацию называют конечной, если она содержит

лишь конечные системы. Мы будем называть формацию не более чем счетной, если она содержит

лишь не более чем счетные системы.

Пусть X — совокупность алгебраических систем. Через H(X) и R0(X) обозначаются совокуп-

ности всех гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений X-систем соответственно.

Через S(X) обозначается класс всех подсистем X-систем. Класс X называется наследственным, если

S(X) ⊆ X. Через formX (sform X) обозначается наименьшая (наименьшая наследственная) формация,

содержащая X или, иначе, порожденная совокупностью X. Через SiX обозначается совокупность

всех подпрямо неразложимых X-систем. Множество целых неотрицательных чисел обозначается N0,

N = N0 \ {0} и Z — множество целых чисел.
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Унаром называется унарная алгебра с одной операцией f . Через Cn
m = 〈a | fn(a) = fn+m(a)〉

обозначается унар с образующим a и определяющим соотношением fn(a) = fn+m(a), где n,m ∈ N0,

m > 0. Унар C0
m называют циклом длины m. Через C∞

m обозначается объединение возрастающей

цепи C1
m ⊂ C2

m ⊂ . . . унаров Ct
m для всех t ∈ N. Элемент a унара называется периодическим,

если fn+m(a) = fn(a) для некоторых n,m ∈ N0, m > 0. Глубиной t(a) периодического элемен-

та a называется наименьшее n ∈ N0, для которого элемент fn(a) принадлежит циклу. Периодом

p(a) периодического элемента a называется наименьшее m ∈ N, для которого f t(a)+m(a) = f t(a)(a).

Унар называется периодическим (циклическим), если все его элементы периодические (принадле-

жат циклам). Глубиной t(A) (периодом p(A)) периодического унара A, для которого {t(a) | a ∈ A}

({p(a) | a ∈ A}) ограничено, называется max{t(a) | a ∈ A} (НОК{p(a) | a ∈ A}).

Если A,B — унары, причем A ∩ B = ∅, тогда унар A ∪ B обозначается A + B и называется пря-

мой суммой унаров A и B. Унар, не являющийся прямой суммой двух своих подунаров, называется

связным. Для любого подмножества B унара A обозначим 〈B〉 подунар унара A, порожденный B.

Если B — подунар унара A, то через ρB обозначим конгруэнцию Риса для подунара B, т. е. кон-

груэнцию на A: (x, y) ∈ ρB ⇔ x, y ∈ B или x = y. Наибольшая и наименьшая конгруэнции унара A

обозначаются ∇A, и ∆A соответственно. Через F1 обозначается свободный однопорожденный унар, а

через Zf — унар, изоморфный унару 〈Z, f〉, где f(n) = n + 1 для любого n ∈ Z. Запись A 6s

∏

i∈I Ai

означает, что алгебраическая система A разложима в подпрямое произведение систем Ai (i ∈ I).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть X — класс алгебр. В [1, леммы 3.2, 3.5] приведены следующие формулы.

Лемма 1 [1]. formX = HR0(X); sform X = HR0S(X).

В работе [2] автора показано, что любая конечная формация F унаров определяется множеством

SiF, которое образует наследственный класс. По лемме 1 из этого следует, что любая конечная форма-

ция унаров наследственна [2, следствие 2]. Целью последующего изложения является доказательство

наследственности не более чем счетных формаций унаров.

Нам понадобится следующая

Лемма 2. Пусть F — формация унаров. Тогда A + B ∈ F ⇔ A, B, C0
1 + C0

1 ∈ F.

Доказательство. Импликация «⇒» была доказана в [2, лемма 4].

Пусть A, B и C0
1 + C0

1 ∈ F. Тогда унары A + C0
1 , B + C0

1 принадлежат F, так как они являются

гомоморфными образами A× (C0
1 + C0

1 ) = A×C0
1 + A×C0

1 и B × (C0
1 + C0

1 ) соответственно. Отсюда

следует, что унар (A+C0
1 )× (B +C0

1 ) = A×B +A×C0
1 +C0

1 ×B +C0
1 ×C0

1 принадлежит F. Положим

D = A×C0
1 + C0

1 ×B. Покажем, что D является подпрямым произведением унаров A + C0
1 и B + C0

1 .

Пусть, для определенности, D ⊆ (A + 〈a〉) × (B + 〈b〉) и D = A × 〈b〉 + 〈a〉 × B, где 〈a〉 ∼= 〈b〉 = C0
1 .

Тогда для произвольного x ∈ A + 〈a〉, если x ∈ A, то π1(x, b) = x, а если x = a, то π1(a, y) = x для

любого y ∈ B, где π1 — проекция произведения (A + 〈a〉) × (B + 〈b〉) на A + 〈a〉. Таким образом,

π1(D) = A + 〈a〉. Аналогично π2(D) = B + 〈b〉 для π2 — проекции произведения (A + 〈a〉)× (B + 〈b〉)

на B + 〈b〉. Таким образом, D ∈ F, но D ∼= A + B. Поэтому A + B ∈ F, что и требовалось показать. ¤

3. О НАСЛЕДСТВЕННОСТИ ФОРМАЦИЙ УНАРОВ

Покажем, что если некоторая формация содержит непериодический унар, то она содержит все

счетные унары.

Лемма 3. F1 × F1 — свободный унар счетного ранга в многообразии всех унаров.

Доказательство. Пусть A ∼= B ∼= F1, где A = 〈a0〉, B = 〈b0〉, и f(ai) = ai+1, f(bi) = bi+1 для

любого i ∈ N0. Определим на A × B следующие отображения:

1) h : A × B → N0, по правилу h(x) = min{i, j},

2) d : A × B → Z, по правилу d(x) = j − i,
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для любого x ∈ A × B, где x = (ai, bj) для некоторых i, j ∈ N0. Отметим, что x = y тогда и только

тогда, когда h(x) = h(y) и d(x) = d(y) для любых x, y ∈ A × B.

Ядро Ker d отображения d разбивает носитель A×B на классы. Эти классы являются подунарами

унара A×B. Каждый такой класс как подунар порожден элементом вида (ai, bj), где i = 0 или j = 0,

и изоморфен F1. В самом деле, d(ai, bj) = j − i = j + 1 − (i + 1) = d(ai+1, bj+1) = d(f(ai, bj)). Для

любого x ∈ A×B, x = (ai, bj) = fh(x)(ai−h(x), bj−h(x)), где i−h(x) = 0 или j−h(x) = 0. Отображение

y 7→ ah(y), y ∈ [x]Ker d, задает изоморфизм содержащего x класса на A ∼= F1. Таким образом, F1 × F1

есть прямая сумма счетного числа унаров F1 — свободный унар счетного ранга. ¤

Лемма 4. Пусть F — формация унаров. Следующие условия эквивалентны:

1) Zf ∈ F; 2) F1 ∈ F; 3) F содержит все счетные унары.

Доказательство. (1) ⇒ (2) Пусть A ∼= B ∼= F1, где A = 〈a0〉, B = 〈b0〉, и f(ai) = ai+1, f(bi) = bi+1

для любого i ∈ N0. Покажем, что унар A × B разложим в подпрямое произведение унаров Zf .

Определим на A × B следующие конгруэнции, пользуясь определенными в доказательстве леммы 3

отображениями d, h:

1) θ+ по правилу: xθ+y ⇔ h(y) − h(x) = d(x) − d(y);

2) θ− по правилу: xθ−y ⇔ h(y) − h(x) = d(y) − d(x).

Покажем, что θ+∩θ− = ∆. Возьмем (x, y) ∈ θ+∩θ−, но тогда d(x) = d(y), h(x) = h(y) откуда x = y.

Рассмотрим теперь A × B/θ+ и L ∼= Zf . Занумеруем элементы L = 〈{. . . , x−2, x−1, x0, x1, . . .}, f〉, где

f(xi) = xi+1 для любого i ∈ Z. Зададим отображение ϕ : L → A × B/θ+, ϕ(xn) = [y]θ+
, где

d(y) = n, h(y) = 0. Такое соответствие является изоморфизмом унара L на A × B/θ+. Аналогично

A × B/θ− ∼= L. Таким образом, F1 × F1 6s L × L. Следовательно, F1 ∈ formL.

Далее, импликация (2) ⇒ (3) следует из леммы 3, а (3) ⇒ (1) тривиальна. ¤

Для произвольного унара A определим конгруэнцию ψ‖: (x, y) ∈ ψ‖, если







x, y — периодические элементы и t(x) = t(y),

x, y — непериодические элементы и fn(x) = fn(y) для некоторого n ∈ N0.

Лемма 5. Если унар A непериодический, то F1 ∈ formA.

Доказательство. Действительно, найдется непериодический элемент a ∈ A. По лемме 2, наи-

больший связный подунар A′ унара A, содержащий a, принадлежит формации formA. Унар A′/ψ‖

изоморфен либо F1, либо Zf . Лемма 4 завершает доказательство. ¤

Для фиксированного n ∈ N ∪ {∞} через N n
ω обозначим унар, изоморфный фактор унару пря-

мой суммы счетного числа Cn
1 по ρD для подунара D данной прямой суммы, содержащего все ее

подунары C0
1 .

Лемма 6. Унар N n
ω является свободным унаром счетного ранга в многообразии унаров, опре-

деляемом тождеством fn(x) = fn(y) (n ∈ N).

Доказательство. Обозначим указанное в утверждении многообразие через V . Пусть S — мно-

жество всех элементов глубины n унара N n
ω . Очевидно S счетно и 〈S〉 = N n

ω ∈ V . Достаточно

проверить (см. например [3, п. 12.2, теорема 1]), что из истинности равенства вида f l(x) = fm(y)

для некоторых l,m ∈ N0 и различных x, y ∈ S следует, что в многообразии V выполнено тождество

(∀ xy) f l(x) = fm(y).

На произвольных различных элементах x, y ∈ S выполняются только равенства вида

fn′

(x) = fm′

(y), где n′,m′ > n, и fn′+m′

(x) = fn′

(x), где n′ > n (см. [4, лемма 1]). Все тожде-

ства такого вида являются следствиями тождества fn(x) = fn(y) и поэтому верны в V . ¤

Лемма 7. Пусть A — связный унар, C0
1 ⊆ A и |A| 6 ℵ0. Тогда A ∈ formC∞

1 .

Доказательство. Покажем, что {Cn
1 | n ∈ N0} ⊆ formC∞

1 . Обозначим через Ah фактор унар

прямой суммы B1 + B2 унаров B1 = C∞
1 и B2 = Ch

1 по конгруэнции θ = ρD, где D — подунар

унара B1 + B2, изоморфный C0
1 + C0

1 . Пусть Biθ = {[x]θ ∈ Ah | x ∈ Bi} (i = 1, 2). Унар Ah/ρB1θ
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изоморфен Ch
1 для любого h ∈ N. В свою очередь, Ah ∈ formC∞

1 для любого h ∈ N, так как

Ah 6s C∞
1 × C∞

1 . Действительно, Ah/ψ‖ = C∞
1 , Ah/ρB2θ = C∞

1 и ρB2θ ∩ ψ‖ = ∆Ah
. Таким образом,

Ch
1 ∈ HR0(C

∞
1 ) = form C∞

1 для любого h ∈ N.

Покажем, что N ∞
ω ∈ formC∞

1 . Пусть A1
∼= B1 = C∞

1 . Будем обозначать A1 = 〈{an | n ∈ N0}, f〉,

где f(an) = an−1 для n ∈ N и f(a0) = a0; аналогично B1 = 〈{bn | n ∈ N0}, f〉. То-

гда унар A1 × B1 является связным унаром, содержащим цикл 〈(a0, b0)〉 = C0
1 . Множество

X = {(ai, b0), (a0, bi), (ai, bi) | i ∈ N0} элементов унара A1 × B1 очевидно образует подунар унара

A1 × B1. Положим θ = ρX .

Определим на (A1 × B1)/θ отображение d : (A1 × B1)/θ → Z по правилу

d(x) =







i − j, если (ai, bj) /∈ X

0, если (ai, bj) ∈ X

для любого x = [(ai, bj)]θ ∈ (A1 × B1)/θ.

Унар (A1 ×B1)/θ связен и содержит подунар Xθ = {[x]θ ∈ A1 ×B1/θ | x ∈ X} ∼= C0
1 . Заметим, что

d(x) = 0 тогда и только тогда, когда 〈x〉 ∼= C0
1 в (A1 × B1)/θ. Ядро Ker d разбивает (A1 × B1)/θ на

классы. Каждый такой класс C по Ker d в объединении с Xθ образует подунар C∞
1 унара (A1×B1)/θ.

Таким образом, унар (A1 ×B1)/θ связен, содержит унар C0
1 в качестве подунара и бесконечное число

различных подунаров C∞
1 , а пересечение любой пары таких подунаров есть C0

1 . Заключаем, что

(A1 × B1)/θ ∼= N ∞
ω .

Перейдем непосредственно к доказательству утверждения леммы. В случае, если унар A конечен,

то получаем A ∈ form{Cn
1 | n ∈ N0} ⊂ formC∞

1 .

Пусть A бесконечен. Возьмем B = N ∞
ω , B ∈ form C∞

1 .

Носитель A и множество попарно различных подалгебр вида C∞
1 в B равномощны, т. е. между

ними существует биекция. Обозначим ее через ϕ0. Зададим отображение ϕ : a 7→ b из A в B

такое, что b ∈ ϕ0(a) и t(a) = t(b). Отображение ϕ инъективно. Продолжим ϕ−1 до гомоморфизма

ψ : 〈Im ϕ〉 → A следующим образом: для произвольного x ∈ 〈Im ϕ〉 имеет место x = fn(x0) для

некоторых n ∈ N0 и x0 ∈ Im ϕ, положим по определению ψ(x) = fn(ϕ−1(x0)). Отображение ψ

сюрьективно, так как для любого a ∈ A получаем равенство ψ(ϕ(a)) = a из определения. То, что ψ

является гомоморфизмом ясно из способа задания, поэтому ψ — эпиморфизм 〈Im ϕ〉 на A. Наконец,

〈Im ϕ〉 ∈ formC∞
1 так как формация formC∞

1 наследственна в силу леммы 1 и установленного ранее

включения {Cn
1 | n ∈ N0} ⊆ form C∞

1 . Таким образом A ∈ formC∞
1 . ¤

Для произвольной формации F унаров обозначим через C F множество всевозможных сумм циклов

из F и NωF = {A ∈ F | A = N n
ω , n ∈ N}.

Предложение 1. Пусть F — не более чем счетная формация периодических унаров. Тогда класс

X = SiF ∪ C F ∪ NωF порождает F, т. е. F = formX.

Доказательство. Так как X ⊆ F, понятно, что formX ⊆ F. Необходимо показать обратное вклю-

чение.

Пусть A ∈ F. Рассмотрим разложение A в подпрямое произведение:

A 6s

∏

i∈I

Ai, где Ai ∈ SiF (i ∈ I). (1)

Если множество I индексов конечно, то A ∈ form(SiF) ⊆ formX. Пусть I бесконечно для любого

разложения вида (1).

Подпрямо неразложимыми унарами (согласно [5]) являются унары Ch
1 (h > 1), C∞

1 , C0
pk (p — про-

стое, k ∈ N0) и C0
pk +C0

1 и только они. Поэтому для каждого разложения вида (1) будем рассматривать

разбиение множества I на непересекающиеся подмножества I1 и I2, I = I1 ∪ I2 так, что

Ai =







Cn
1 , где n ∈ N ∪ {∞}, если i ∈ I1,

C0
pk + C0

1 или C0
pk , где k, p ∈ N0, p — простое, если i ∈ I2.
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Тогда A 6s D1 × D2, где Dj 6s

∏

i∈Ij
Ai, j = 1, 2. Покажем, что D1,D2 ∈ formX.

Пусть для некоторого разложения вида (1) множество {t(a) | a ∈ Ai, i ∈ I1, } не ограничено. Так

как унар D1 является гомоморфным образом унара A, то D1 ∈ F и является периодическим унаром.

Тогда D1 связный периодический унар, содержащий элементы сколь угодно большой глубины. В D1

есть лишь один циклический элемент — все проекции которого являются подунарами вида C0
1 унаров

Ai (i ∈ I1). В D1 есть элементы любой глубины, так как таковые есть в унарах Ai (i ∈ I1) (см. [4,

лемма 2]). Тогда D1/ψ‖ = C∞
1 , т. е. C∞

1 ∈ SiF. По лемме 7, D1 ∈ form(SiF) ⊆ formX.

Пусть теперь унары Ai конечны для всех i ∈ I1 и множество {t(Ai) | i ∈ I1} ограничено для всех

разложений (1). Выберем разложение вида (1) такое, что

m = max({t ∈ N | rt = ℵ0} ∪ {0}) — минимальное из возможных, (2)

где rt = |{i ∈ I1 | t(Ai) = t}| для любого t ∈ N. Если m = 0, то подпрямое произведение D1

конечно и поэтому D1 ∈ form X. Пусть m > 0. Разложим D1 в подпрямое произведение унара

D′
1 6s

∏

i′∈I′
1
⊆I1

Ai′ , где t(Ai′) 6 m (i′ ∈ I ′1), и какого-то конечного подпрямого произведения унаров

Ai (i ∈ I1), у которых t(Ai) > m. Разобьем множество M = {a ∈ D′
1 | t(a) = m} элементов D′

1

глубины m на классы: a ≡ b ⇔ 〈a〉 ∩ 〈b〉 6= C0
1 . Пусть в M ′ входит ровно по одному представителю из

каждого класса. Покажем, что если M/ ≡ бесконечно, то N m
ω ⊆ D′

1 и N m
ω ∈ F.

Определим конгруэнцию, которая понадобится в дальнейшем. Пусть A — произвольный связный

унар, такой, что 〈a0〉 = C0
1 для некоторого a0 ∈ A и {t(a) | a ∈ A} ограничено. Для некоторого

множества B элементов глубины t(A) унара A такого, что для любых двух различных a, b ∈ B верно

〈a〉 ∩ 〈b〉 = C0
1 , зададим эквивалентность ψB на A через описание классов эквивалентности: для

любого a ∈ B и n < t(A) положим

[fn(a)]ψB
= {x ∈ A | t(x) = t(A) − n и 〈x〉 ∩ 〈a〉 6= C0

1},

[a0]ψB
= {x ∈ A | 〈x〉 ∩ 〈a〉 = C0

1 для всех a ∈ B}.

Вернемся к доказательству. Очевидно, что D′/ψM ′ порожден множеством {[a]ψM′ | a ∈ M ′}

элементов глубины m, мощность которого совпадает с мощностью M ′, т. е. счетна. Для любых двух

различных a, b ∈ M ′ имеем [a]ψM′ ∩ [b]ψM′ = C0
1 . Таким образом, D′/ψM ′ ∼= N m

ω .

Отсюда N m
ω ∈ X. По лемме 6, D′

1 ∈ formX как гомоморфный образ N m
ω , а за ним и D1 ∈ formX

как конечное подпрямое произведение D′
1 и какого-то конечного числа унаров Ai (i ∈ I1). Если же

M/ ≡ конечно, то с помощью конгруэнций ρ〈M ′〉, ψ{a} 6= ∆ (по всем a ∈ M ′) можно разложить D′
1 в

подпрямое произведение конечного числа унаров Cm
1 и Ck

1 , k < m, что противоречит минимальности

m по условию (2). Действительно, пусть (x, y) ∈ ρ〈M ′〉 ∩ (
⋂

a∈M ′ ψ{a}), тогда x ∈ 〈a〉, y ∈ 〈b〉 для

некоторых a, b ∈ M ′. Если a = b, то из (x, y) ∈ ψ{a} следует t(x) = t(y), откуда x = y. Если же a 6= b,

то 〈a〉 ∩ 〈b〉 = C0
1 и, так как (x, y) ∈ ψ{a} ∩ψ{b}, имеем x, y ∈ C0

1 , откуда также x = y. Таким образом,

ρ〈M ′〉 ∩ (
⋂

a∈M ′ ψ{a}) = ∆. Далее, унар D′
1/ψ{a} порождается элементом [a]ψ{a}

и изоморфен Cm
1 для

всех a ∈ M ′. Унар D′
1/ρ〈M ′〉 не имеет элементов глубины m, т. е. t(D′

1/ρ〈M ′〉) < m. В самом деле,

для любого a ∈ D′
1 такого, что t(a) = m, для некоторого b ∈ M ′ выполнено 〈a〉 ∩ 〈b〉 6= C0

1 . Из

этого следует, что для некоторого n < m элемент fn(a) принадлежит 〈b〉. Следовательно, элемент

[fn(a)]ρ〈M′〉
принадлежит подунару C0

1 унара D′
1/ρ〈M ′〉, т. е. t([a]ρ〈M′〉

) < m. Поэтому глубина любого

гомоморфного образа унара D′
1/ρ〈M ′〉 строго меньше m, т. е. D′

1/ρ〈M ′〉 раскладывается в подпрямое

произведение Ck
1 , k < m.

Унар D2 является суммой циклов и принадлежит X, а значит, D2 ∈ form X.

Доказательство завершается, так как D1,D2 ∈ formX, т. е. A ∈ formX. ¤

Теперь сформулируем основную теорему.

Теорема 1. Любая не более чем счетная формация унаров наследственна.

Доказательство. Пусть F — не более чем счетная формация унаров. Если F содержит только

периодические унары, то по предложению 1 формация F порождается таким множеством X унаров,
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что S(X) ⊆ form X. Откуда HR0S(X) ⊆ formX = F. По лемме 1 получаем, что F — наследственная

формация.

Пусть теперь F содержит непериодические унары. По лемме 5 имеем F1 ∈ F. Тогда F является

формацией всех счетных унаров по лемме 4 и поэтому F наследственная. Теорема 1 доказана. ¤
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В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СДВИНУТЫХ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ
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Получена новая оценка суммы значений примитивного характера Дирихле по модулю q на последовательности сдвинутых

простых чисел p − l, (l, q) = 1, p ≤ x, нетривиальная при x ≥ q5/6+ε. Это уточняет оценку Дж. Б. Фридландера,

K. Гонга, И. Е. Шпарлинского, нетривиальную лишь при x ≥ q8/9+ε.

Ключевые слова: характер Дирихле, сдвинутые простые числа, короткая сумма характеров, тригонометрические суммы с

простыми числами.

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова позволил ему

решить ряд арифметических проблем с простыми числами. Одна из них касается распределения

значений неглавного характера на последовательностях сдвинутых простых чисел. В [1, 2] он доказал:

если q — простое, (l, q) = 1, χ(a) — неглавный характер по модулю q, тогда

T (χ) =
∑

p≤x

χ(p − l) ≪ x1+ε

(
√

1

q
+

q

x
+ x−1/6

)

. (1)
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