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Следствие. Пусть α есть значение рациональной функции от ϕ, то есть α = f(ϕ)/g(ϕ), где

f(ϕ), g(ϕ) — многочлены с целыми коэффициентами от ϕ. Тогда последовательность {αfn} не

является равномерно распределенной.

Доказательство. Используя свойство ϕ2 = ϕ + 1, выразим f(ϕ), g(ϕ) в виде линейной функции

от ϕ. Тогда можно полагать, что α есть значение дробно-линейной функции от ϕ. Далее, согласно

лемме 1, значение дробно-линейной функции от ϕ можно выразить в виде линейной функции с

рациональными коэффициентами от ϕ. Пусть s, t — рациональные числа.

Согласно оценке (3)

(sϕ + t)fk − (sfk+1 + tfk) → 0 (k → ∞).

Последовательность sfk+1+tfk не является равномерно распределенной (так как s, t — рациональ-

ные числа). Поэтому, согласно лемме 2, последовательность (sϕ+ t)fk также не является равномерно

распределенной.
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В работе рассмотрены алгоритмы вычисления гиперболических параметров целочисленных решеток решений линейных

сравнений, соответствующих параллелепипедальным сеткам.
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В 1961 году В. С. Рябенький в работе [1] предложил численный метод решения задачи Коши для

следующего класса дифференциальных уравнений с частными производными:

∂u

∂t
= Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
u(t, ~x), 0 ≤ t ≤ T, −∞ < xν < ∞ (ν = 1, . . . , s), (1)

u(0, ~x) = ϕ(~x), ~x = (x1, . . . , xs), (2)
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где

Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
=

n1∑

j1=0

. . .

ns∑

js=0

aj1,...,js

∂j1

∂xj1
1

. . .
∂js

∂xjs

s

(3)

— дифференциальный оператор порядка n(Q) = n1+. . .+ns, с максимальным порядком по отдельным

переменным, не превосходящим m(Q) = max(n1, . . . , ns), а ϕ(~x) = ϕ(x1, . . . , xs) — периодическая с

периодом единица по каждому из своих аргументов функция из класса Eα
s (α > m(Q) + 1).

Таким образом,

ϕ(x1, . . . , xs) =

∞∑

m1=−∞

. . .

∞∑

ms=−∞

cm1,...,ms
e2πi(m1x1+...+msxs)

и для коэффициентов Фурье выполняется оценка

|cm1,...,ms
| ≤

‖ϕ‖Eα

s

(m1 . . . ms)α
.

Величина ‖ϕ‖Eα

s

= sup
m1,...,ms

|cm1,...,ms
(m1 . . . ms)

α| < ∞ является нормой на пространстве Eα
s ,

относительно которой оно является несепарабельным банаховым пространством.

В своей работе В. С. Рябенький предложил некоторый общий подход численного решения задачи

Коши с использованием произвольных сеток, для которых выполнены специальные условия, и по-

казал, что его конструкция применима для многомерных кубических сеток, которые ещё называют

равномерными, и для параллелепипедальных сеток Н. М. Коробова.

Пусть задана целочисленная решетка Λ, которая определяет обобщенную параллелепипедальную

сетку M(Λ) и абсолютно минимальную гиперболическую полную систему вычетов M∗
H(Λ). С задачей

Коши (1)–(3) cвяжем дискретную задачу Коши с решеткой Λ, отличие которой от просто задачи Коши

заключается в том, что начальное условие ослабляется и задается не на единичном s-мерном кубе, а

только на конечном множестве M(Λ). За счет этого решение можно найти в пространстве T(M∗
H(Λ)).

Определение 1. Дискретной задачей Коши с решеткой Λ называется уравнение

∂u

∂t
= Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
u(t, ~x), (4)

0 ≤ t ≤ T, −∞ < xν < ∞ (ν = 1, . . . , s), (5)

с дискретными начальными условиями:

u(0, ~x) = ϕ(~x), ~x ∈ M(Λ), (6)

где ϕ(~x) — периодическая функция из класса Eα
s (α > m(Q) + 1).

Решением дискретной задачей Коши с решеткой Λ назовем тригонометрический многочлен с

переменными коэффициентами u(t, ~x) ∈ T(M∗(Λ)), удовлетворяющий уравнению (4) в области (5) с

дискретными начальными условиями (6).

Теорема 1. Решением дискретной задачи Коши с решеткой Λ является тригонометрический

многочлен:

u(t, ~x) =
∑

~m∈M∗(Λ)

c(~m)eQ(~m)te2πi(~m,~x),

где

c(~m) = cM(Λ),M∗(Λ)(~m) =
1

N

∑

~y∈M(Λ)

ϕ(~y)e−2πi(~m,~y).

Доказательство см. в [2]. ¤
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Введем в рассмотрение новый класс функций E∗α
s (Q), где

Q = Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
=

n1∑

j1=0

. . .

ns∑

js=0

aj1,...,js

∂j1

∂xj1
1

. . .
∂js

∂xjs

s

— дифференциальный оператор порядка n = n1 + . . . + ns.

Определение 2. Периодическая функция ϕ(x1, . . . , xs) с периодом 1 по каждой переменной при-

надлежит классу E∗α
s (Q), если

ϕ(~x) =
∑

~m∈Zs

c~me2πi(~m,~x)

и для коэффициентов Фурье выполняется оценка

|c~m| ≤
‖ϕ‖Eα

s
(Q,T )

(m1 . . . ms)α · Q(~m, T )
.

Величина

‖ϕ‖Eα

s
(Q,T ) = sup

~m∈Zs

|c~m · (m1 . . . ms)
α · Q(~m, T )| < ∞,

где

Q(~m, T ) = max
q(~n)≤q(~m)

Q1(~n, T ),

Q1(~m, T ) = max
0≤t≤T

(∣∣∣eQ(m)t
∣∣∣ ,

∣∣∣eQ(m)t
∣∣∣ · |Q(m)|

)
,

Q(~m) =

n1∑

j1=0

. . .

ns∑

js=0

aj1,...,js
(2πi)j1+...+jsmj1

1 . . . mjs

s ,

является нормой на пространстве Eα
s (Q,T ), относительно которой оно является несепарабельным

банаховым пространством.

Определение 3. Функция u(t, ~x), определенная при 0 ≤ t ≤ T и ~x ∈ R
s, периодическая по

~x с периодом 1 по каждой переменной xν (ν = 1, . . . , s), представимая кратным рядом Фурье с

переменными коэффициентами Фурье, зависящими от t и дифференцируемыми по t при 0 ≤ t ≤ T :

u(t, ~x) =
∑

~m∈Zs

b~m(t)e2πi(~m,~x),
∂

∂t
u(t, ~x) =

∑

~m∈Zs

b′~m(t)e2πi(~m,~x)

принадлежит классу ERα
s+1(Q,T ), если для любого t из отрезка [0;T ] выполнены равенства

b~m(t) = c~m(t)eQ(~m)t, b′~m(t) = c~m(t)Q(~m)eQ(~m)t

и периодическая функция

f(~x) =
∑

~m∈Zs

c~m(t)e2πi(~m,~x)

принадлежат классу Eα
s (Q,T ).

Теорема 2. Для пространства ERα
s+1(Q,T ) общим решением дифференциального уравнения

∂u

∂t
= Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
u(t, ~x), 0 ≤ t ≤ T, −∞ < xν < ∞ (ν = 1, . . . , s)

является периодическая функция:

u(t, ~x) =
∑

~m∈Zs

c~meQ(~m)te2πi(~m,~x), (7)

∂

∂t
u(t, ~x) =

∑

~m∈Zs

c~mQ(~m)eQ(~m)te2πi(~m,~x), (8)
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где коэффициенты c~m — произвольные числа, удовлетворяющие условию

C = sup
~m∈Zs

|c~m · (m1 . . . ms)
α · Q(~m, T )| < ∞,

и ряды в правых частях (7) и (8) абсолютно сходятся.

Доказательство см. в работе [2]. ¤

Теорема 3. Для пространства ERα
s+1(Q,T ) решением задачи Коши для дифференциального

уравнения

∂u

∂t
= Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xs

)
u(t, ~x), 0 ≤ t ≤ T, −∞ < xν < ∞ (ν = 1, . . . , s) (9)

с начальным условием

u(0, ~x) = ϕ(~x), ϕ(~x) ∈ E
α
s (Q,T ), (10)

где периодическая функция ϕ(~x) имеет вид

ϕ(~x) =
∑

~m∈Zs

b~me2πi(~m,~x), (11)

является

u(t, ~x) =
∑

~m∈Zs

b~meQ(~m)te2πi(~m,~x), (12)

где u(t, ~x) ∈ ERα
s+1(Q,T ).

Доказательство см. в [2]. ¤

Пусть задана целочисленная решетка Λ и M∗(Λ) = M∗
H(Λ) — абсолютно минимальная гипер-

болическая полная система вычетов фундаментальной решетки Z
s относительно целочисленной

решетки Λ. Согласно теореме 1 решением дискретной задачи Коши (4)–(6) с решеткой Λ является

тригонометрический многочлен

uΛ(t, ~x) =
∑

~m∈M∗(Λ)

c(~m)eQ(~m)te2πi(~m,~x) =
∑

~y∈M(Λ)

ϕ(~y)U~y(t, ~x),

где

c(~m) = cM(Λ),M∗(Λ)(~m) =
1

N

∑

~y∈M(Λ)

ϕ(~y)e−2πi(~m,~y).

Естественно рассматривать тригонометрический многочлен uΛ(t, ~x) как приближение к решению

u(t, ~x) задачи Коши (9)–(10). Следующая теорема отвечает на вопрос о точности этого приближения.

Теорема 4. Для произвольной целочисленной решетки Λ для решения (12) задачи Коши (9)–(10)

с функцией ϕ(~x), имеющей ряд Фурье (11), справедливо неравенство

|u(t, ~x) − uΛ(t, ~x)| ≤
2‖ϕ(~x)‖Eα

s
(Q,T )

q3(Λ)α−1

(
2s lns−1 q3(Λ)

(s − 1)!(α − 1)
+

+
s−2∑

m=0

lnm q3(Λ)

m!

s−1∑

k=m

Cm
k

ζ(α)k




s∑

j=k+2

Cj
s2jζ(α)j−2 +

s∑

j=k+1

Cj
s2j ζ(α)j−1

α − 1





 .

Доказательство см. в [2]. ¤
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В работе представлены два новых результата, касающиеся многообразий алгебр Лейбница над полем нулевой характери-

стики. Доказано достаточное условие конечности кодлины многообразия алгебр Лейбница. Найден базис тождеств и базис

полилинейной части многообразия Ṽ3.

Ключевые слова: алгебра Лейбница, многообразие алгебр, числовые характеристики, кодлина, полилинейная компонента.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Работа посвящена изучению новых свойств многообразий алгебр Лейбница. Характеристика ос-

новного поля Φ предполагается равной нулю. Все неопределяемые понятия можно найти в рабо-

те [1]. В статье представлено два новых результата в этой области. Первый результат принадлежит

А. В. Швецовой и содержит доказательство достаточного условия конечности кодлины многообразий

алгебр Лейбница. Второй результат принадлежит Т. В. Скорой. В нем найден базис тождеств и базис

пространства полилинейных элементов многообразия Ṽ3 алгебр Лейбница.

Линейная алгебра с билинейным произведением, удовлетворяющая тождеству Лейбница

(xy)z ≡ (xz)y + x(yz) называется алгеброй Лейбница. Возможно, впервые это понятие было рас-

смотрено в работе [2], как обобщение понятия алгебры Ли. Тождество Лейбница позволяет любой
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