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В настоящей работе построены новые конечные ряды, так на-
зываемые конечные предельные ряды по полиномам Чебы-
шева (Хана), ортогональным на равномерной сетке, которые
совпадают в концевых точках x = 0 и x = N − 1 с ис-
ходной функцией f(x). Конструкция конечных предельных ря-
дов основана на предельном переходе при α → −1 конеч-

ных рядов Фурье
N−1
∑

k=0

fα
k τ

α,α

k (x, N) по полиномам Чебышева

(Хана) τα,α
n (x, N), ортонормированным на равномерной сетке

{0, 1, . . . , N − 1}.

Ключевые слова: конечные ряды Фурье, ортогональные поли-
номы.

Finite Limit Series on Chebyshev Polynomials, Orthogonal
on Uniform Nets

T. I. Sharapudinov

In the paper we construct new series, called finite limit series
on Chebyshev (Hahn) polynomials τα,β

n (x) = τα,β
n (x, N),

orthogonal on uniform net {0, 1, . . . , N − 1}. Their partial sums
Sn(f ; x) equal in boundary points x = 0 и x = N − 1
with approximated function f(x). Construction of finite limit series
based on the passage to the limit with α → −1 of Fourier

series
N−1
∑

k=0

fα
k τ

α,α

k (x, N) on Chebyshev (Hahn) polynomials

τα,α
n (x, N), orthonormal on uniform net {0, 1, . . . , N − 1}.

Key words: Fourier series, orthogonal polynomials.

ВВЕДЕНИЕ

В задачах, связанных с обработкой временных рядов и изображений, возникает необходимость

разбить заданный ряд данных на части, затем аппроксимировать его покусочно. Тогда в местах

стыка, как правило, возникают нежелательные разрывы. Такая картина непременно возникает при

использовании для приближения участков исходной функции сумм Фурье по классическим орто-

нормированным системам, например полиномам Чебышева, ортогональным на равномерных сетках.

Остановимся на этом случае более подробно.

Через τα,β
n (x,N) мы обозначим классические полиномы Чебышева [1], которые при α, β > −1

образуют ортонормированную систему на равномерной сетке ΩN = {0, 1, . . . , N − 1} с весом:

µ(x) = µ(x;α, β,N) =
Γ(N)2α+β+1

Γ(N + α + β + 1)

Γ(x + β + 1)Γ(N − x + α)

Γ(x + 1)Γ(N − x)
,

Для произвольной дискретной функции f : ΩN → R мы можем определить коэффициенты Фурье–

Чебышева, конечный ряд Фурье

fα,β
k =

N−1
∑

j=0

µ(j)τα,β
k (j,N)f(j), f(x) =

N−1
∑

k=0

fα,β
k τα,β

k (x,N),

и сумму Фурье:

Sα,β
n,N (f, x) =

n
∑

k=0

fα,β
k τα,β

k (x,N), 0 ≤ n ≤ N − 1.
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Указанные выше разрывы в точках «стыка» возникают из-за того, что суммы Фурье Sα,β
n,N (x) не

совпадают с исходной функцией f(x) в точках x = 0 и x = N −1. С другой стороны, проанализировав

асимптотические свойства полиномов τα,β
k (x,N) вблизи концов 0 и N − 1 (см. [1]), можно заметить,

что суммы Фурье Sα,β
n,N (f, x) по этим полиномам имеют тенденцию стремиться к f(x) точках x = 0 и

x = N − 1 при α, β → −1, т. е.

S−1
n,N (f, x) = f(x), x ∈ {0, N − 1}, (1)

где S−1
n,N (f, x) = lim

α,β→−1
Sα,β

n,N (x). В настоящей статье мы исследуем, что собой представляет S−1
n,N (f, x)

и нельзя ли использовать S−1
n,N (f, x) в качестве альтернативного суммам Фурье Sα,β

n,N (f, x) аппарата

приближения дискретных функций.

1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ ЧЕБЫШЕВА, ОРТОГОНАЛЬНЫХ НА РАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

Пусть α, β — произвольные действительные числа. Полиномы Чебышева Tα,β
n (x,N) мы определим

с помощью обобщенной гипергеометрической функции следующим образом:

Tα,β
n (x,N) = (−1)n

(

n + β

n

)

3F2(−n,−x, α + β + 1 + n;β + 1, 1 − N ; 1) =

= (−1)n Γ(n + β + 1)

n!

n
∑

k=0

(−1)k n[k](n + α + β + 1)kx[k]

Γ(k + β + 1)k!(N − 1)[k]
, (2)

где a[0] = 1, a[k] = a(a − 1) · · · (a − k + 1), (a)0 = 1, (a)k = a(a + 1) · · · (a + k − 1), в частности,

Tα,β
0 (x,N) = 1, Tα,β

1 (x,N) =
α + β + 2

N − 1
x − β − 1. (3)

Ниже нам понадобятся следующие [1] свойства полиномов Tα,β
n (x,N):

ортогональность при α, β > −1

N−1
∑

x=0

µ(x)Tα,β
n (x,N)Tα,β

m (x,N) = δnmhα,β
n,N , (4)

где

hα,β
n,N =

(N + n + α + β)[n]

(N − 1)[n]

Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)2α+β+1

n!Γ(n + α + β + 1)(2n + α + β + 1)
, (5)

равенства

Tα,β
n (x,N) = (−1)nT β,α

n (N − 1 − x,N),

(n + α + 1)Tα,β
n (x,N) − (n + 1)Tα,β

n+1(x,N) =
2n + α + β + 2

N − 1
(N − 1 − x)Tα+1,β

n (x,N − 1),

Tα,β
n (x,N) =

(n + β)!

n!

(n + α)[−β]x[−β]

(N − 1)[−β]
Tα,−β

n+β (x + β,N + β),

где β — целое, −n ≤ β ≤ −1, причем, если α, β — целые, −n ≤ β ≤ −1, −(n + β) ≤ α ≤ −1, то

Tα,β
n (x,N) =

(−1)αx[−β](N − x − 1)[−α]

(N − 1)[−β](N − 1 + β)[−α]
T−α,−β

n+α+β(x + β,N + α + β). (6)

2. КОНЕЧНЫЙ ПРЕДЕЛЬНЫЙ РЯД ПО ПОЛИНОМАМ ЧЕБЫШЕВА,
ОРТОГОНАЛЬНЫМ НА РАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

Пусть α > −1,

τα
n (x) = τα

n (x,N) = {hα,α
n,N}− 1

2 Tα,α
n (x,N), 0 ≤ n ≤ N − 1. (7)

Тогда в силу (4) полиномы τα
n (x) = τα

n (x,N) (0 ≤ n ≤ N −1) образуют на сетке ΩN = {0, 1, . . . , N −1}
ортонормированную систему с весом

µα(x) = µα(x,N) = µ(x;α, α,N) =
Γ(N)22α+1

Γ(N + 2α + 1)

Γ(x + α + 1)Γ(N − x + α)

Γ(x + 1)Γ(N − x)
, (8)
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т. е.
N−1
∑

x=0

µα(x)τα
n (x)τα

m(x) = δnm. (9)

Дискретную функцию f : ΩN → R мы можем представить в виде конечного ряда Фурье по полиномам

τα
n (x) = τα

n (x,N) (0 ≤ n ≤ N − 1):

f(x) =

N−1
∑

k=0

fα
k τα

k (x), x ∈ ΩN , (10)

где

fα
k =

N−1
∑

j=0

f(j)τα
k (j)µα(j). (11)

Конечным предельным рядом по полиномам Чебышева, ортогональным на равномерной сетке, мы

будем называть конечный ряд, полученный в результате почленного предельного перехода при α → −1

в конечном ряде Фурье–Чебышева (10), т. е. конечный ряд вида f(x) ∼
N−1
∑

k=0

f−1
k τ−1

k (x), x ∈ ΩN , где

f−1
k τ−1

k (x) = lim
α→−1

fα
k τα

k (x). При этом отметим, что выражение f−1
k τ−1

k (x), вообще говоря, не может

быть определено с помощью равенств (7) и (11), так как сумма
N−1
∑

j=0

f(j)τ−1
k (j)µ−1(j) теряет смысл

из-за того, что µ−1(0) = µ−1(N − 1) = ∞ (см.(8)). Поэтому возникает вопрос о том, что представляет

собой выражение f−1
k τ−1

k (x) = lim
α→−1

fα
k τα

k (x). Рассмотрим сначала два случая: k = 0 и k = 1.

Из (3) и (7) имеем:

τα
0 (x) = {hα,α

0,N}−1/2 =

√

Γ(2α + 2)

2α+1/2Γ(α + 1)
= π−1/4

√

Γ(α + 3/2)

Γ(α + 1)
, (12)

τα
1 (x) = {hα,α

1,N}−1/2(α + 1)

(

2x

N − 1
− 1

)

= π−1/4
√

2

√

Γ(α + 5/2)(α + 1)

Γ(α + 2)

√

N − 1

N + 1 + 2α

(

2x

N − 1
− 1

)

.

Из (11) и (12) находим

fα
0 τα

0 (x) =
N−1
∑

j=0

µα(j)τα
0 (j)f(j)τα

0 (x) =

= π−1/2 Γ(α + 3/2)

Γ(α + 2)

Γ(N)22α+1(α + 1)

Γ(N + 2α + 1)

N−1
∑

j=0

Γ(j + α + 1)Γ(N − j + α)

Γ(j + 1)Γ(N − j)
f(j) =

= π−1/2 Γ(α + 3/2)

Γ(α + 2)

Γ(N)22α+1

Γ(N + 2α + 1)

[

Γ(α + 2)Γ(N + α)

Γ(1)Γ(N)
f(0)+

+
Γ(N + α)Γ(α + 2)

Γ(N)Γ(1)
f(N − 1) + (α + 1)

N−2
∑

j=1

Γ(j + α + 1)Γ(N − j + α)

Γ(j + 1)Γ(N − j)
f(j)



 . (13)

Из (13) непосредственно следует, что

lim
α→−1

fα
0 τα

0 (x) =
f(0) + f(N − 1)

2
. (14)

В случае k = 1 из (12) и (7) имеем:

fα
1 τα

1 (x) =

N−1
∑

j=0

µα(j)τα
1 (x)τα

1 (j)f(j) = π−1/222α+2 Γ(α + 5/2)

Γ(α + 2)

N − 1

N + 1 + 2α

(

2x

N − 1
− 1

)

×

×(α + 1)

N−1
∑

j=0

(

2j

N − 1
− 1

)

Γ(N)

Γ(N + 2α + 1)

Γ(j + α + 1)Γ(N − j + α)

Γ(j + 1)Γ(N − j)
f(j). (15)
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Применяя такие же рассуждения, какие применялись при доказательстве (14), из (15) выводим

lim
α→−1

fα
1 τα

1 (x) =
f(N − 1) − f(0)

2

(

2x

N − 1
− 1

)

. (16)

Перейдем теперь к случаю, когда k ≥ 2. В этом случае, пользуясь равенствами (7), (8) и (11), мы

можем записать

fα
k τα

k (x) =
Tα,α

k (x,N)

hα,α
k,N

N−1
∑

j=0

µα(j)Tα,α
k (j,N)f(j) =

Tα,α
k (x,N)

hα,α
k,N

N−2
∑

j=1

µα(j)Tα,α
k (j,N)g(j), (17)

где

g(t) = f(t) − f(0) + f(N − 1)

2
− f(N − 1) − f(0)

2

(

2t

N − 1
− 1

)

.

Далее, при k ≥ 2, 1 ≤ j ≤ N − 2 имеем (см. (5))

lim
α→−1

hα,α
k,N =

(N + k − 2)[k]

(N − 1)[k]

(k − 1)!2)

2k!(k − 2)!(2k − 1))
=

(N + k − 2)[k]

(N − 1)[k]

k − 1

2k(2k − 1)
, (18)

lim
α→−1

µα(j) =
Γ(N)

2Γ(N − 1)

Γ(x)Γ(N − x − 1)

Γ(x + 1)Γ(N − x)
=

N − 1

2j(N − 1 − j)
= µ−1(j). (19)

Кроме того из (2) и (6) имеем:

lim
α→−1

Tα,α
k (x,N) = T−1,−1

k (x,N) = − x(N − x − 1)

(N − 1)(N − 2)
T 1,1

k−2(x − 1, N − 2). (20)

Сопоставляя (18)–(20) с (17), при k ≥ 2 находим

lim
α→−1

fα
k τα

k (x) =
2k(2k − 1)

k − 1

(N − 1)[k]

(N + k − 2)[k]

x(N − x − 1)

(N − 1)(N − 2)
T 1,1

k−2(x − 1, N − 2)×

×
N−2
∑

j=1

µ−1(j)
j(N − j − 1)

(N − 1)(N − 2)
T 1,1

k−2(j − 1, N − 2)g(j) =

= gk−2
k(2k − 1)

k − 1

(N − 3)[k−2]

(N + k − 2)[k−2]
T 1,1

k−2(x − 1, N − 2)
x(N − x − 1)

N(N − 1)
, (21)

где

gm = gm(N) =
1

N − 2

N−2
∑

j=1

T 1,1
m (j − 1, N − 2)g(j). (22)

Из (10), (14), (16), (21) и (22) мы выводим следующее равенство:

f(x) =
f(N − 1) + f(0)

2
+

f(N − 1) − f(0)

2

(

2x

N − 1
− 1

)

+

+
x(N − x − 1)

N(N − 1)

N−3
∑

k=0

(k + 2)(2k + 3)

k + 1

(N − 3)[k]

(N + k)[k]
gkT 1,1

k (x − 1, N − 2). (23)

Равенству (23) можно придать несколько иной вид. С этой целью заметим, что в силу (5)

h1,1
k,N−2 =

(N + k)[k]

(N − 3)[k]

Γ(k + 2)Γ(k + 2)23

k!Γ(k + 3)(2k + 3)
= 8

(N + k)[k]

(N − 3)[k]

k + 1

(k + 2)(2k + 3)
,

отсюда, с учетом (7) и (21), для k ≥ 2 имеем

lim
α→−1

fα
k τα

k (x) =
8x(N − x − 1)

N(N − 1)
ĝk−2τ

1
k−2(x − 1, N − 2),

где

ĝm = ĝm(N) =
1

N − 2

N−2
∑

j=1

τ1
m(j − 1, N − 2)g(j). (24)
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Поэтому из (10), (14) и (16) мы выводим следующий результат

Теорема 1. Для любой дискретной функции f(x), заданной на сетке ΩN = {0, 1, . . . , N − 1},
справедливо следующее равенство

f(x) =
f(N − 1) + f(0)

2
+

f(N − 1) − f(0)

2

(

2x

N − 1
− 1

)

+
8x(N − x − 1)

N(N − 1)

N−3
∑

k=0

ĝkτ1
k (x−1, N −2), (25)

в котором коэффициенты ĝk определены c помощью равенства (24).

Рассмотрим частичные суммы конечного ряда (25) следующего вида:

S−1
n,N (f, x) =

f(N − 1) + f(0)

2
+

f(N − 1) − f(0)

2

(

2x

N − 1
− 1

)

+

+
8x(N − x − 1)

N(N − 1)

n
∑

k=0

ĝkτ1
k (x − 1, N − 2). (26)

Из равенства (26) видно, что S−1
n,N (f, x) совпадают в концевых точках x = 0 и x = N − 1 с исходной

функцией f(x), т. е. S−1
n,N (f, x) = f(0), S−1

n,N−1 = f(N − 1).

Следует отметить, что полиномы τ−1
n (x,N) = lim

α,β→−1
τα,β
n (x,N) не образуют ортонормированной

системы на ΩN . Тем не менее S−1
n,N (f, x) является проектором на подпространство алгебраических

полиномов степени n. Можно показать, что S−1
n,N (f, x) как аппарат приближения дискретных функ-

ций не уступает суммам Фурье–Чебышева по полиномам Чебышева τ
−

1

2
,− 1

2

n (x,N). Отметим еще, что

конструкция сумм S−1
n,N (f, x) столь же проста, как конструкция конечных рядов Фурье по ортого-

нальным полиномам. Но она является более удобной с точки зрения численной реализации, так как

в выражении, определяющем коэффициенты g̃k, фигурирующие в конструкции сумм S−1
n,N (f, x), не

участвует весовая функция типа
Γ(x + α + 1)Γ(N − x + α)

Γ(x + 1)Γ(N − x)
, которая в случае α < 0 привела бы к су-

щественным вычислительным сложностям. Это обстоятельство вместе с (1) делают суммы S−1
n,N (f, x)

весьма привлекательным инструментом для решения задач, связанных с аппроксимацией дискретных

функций.
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АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА
ЛИНЕЙНЫХ СРЕДНИХ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ

В ПРОСТРАНСТВЕ L
p(x)
2π

Т. Н. Шах-Эмиров
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E-mail: Tadgius@gmail.com

В работе рассмотрены аппроксимативные свойства линейных
средних типа Норлюнда Nn(f, x) и Рисса Rn(f, x) для три-
гонометрических рядов Фурье в пространстве Лебега с пере-

менным показателем L
p(x)
2π . При определенных условиях на

методы суммирования Норлюнда и Рисса доказано, что если
f ∈ Lipp(·)(α, M) (0 < α ≤ 1), то ‖f −Nn‖p(·) ≤ CMδα,
‖f −Rn‖p(·) ≤ CMδα.

Ключевые слова: пространства Лебега и Соболева с перемен-
ным показателем, модуль непрерывности.

Approximation Properties of Some Types of Linear Means
in Space L

p(x)
2π

T. N. Shakh-Emirov

Approximative properties of NorlundNn(f, x) and RieszRn(f, x)
means for trigonometric Fourier series in Lebesgue space of variable

exponent L
p(x)
2π are considered. Under certain conditions on Norlund

and Riesz summation methods it is proved that the estimates
‖f − Nn‖p(·) ≤ CMδα, ‖f − Rn‖p(·) ≤ CMδα hold for
f ∈ Lipp(·)(α, M) (0 < α ≤ 1).

Key words: Lebesgue and Sobolev spaces of variable exponent,
module of continuity.
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