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Jordan–Dirichlet Theorem for Functional Differential Operator with Involution
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In this paper the problem of decomposability of a function f(x) into Fourier series with respect to the system of eigenfunctions of

a functional-differential operator with involution Ly = y′(1 − x) + αy′(x) + p1(x)y(x) + p2(x)y(1−x), y(0) = γy(1) is

investigated. Based on the study of the resolvent of the operator easier and using the method of contour integration of the resolvent,

we obtain the sufficient conditions for the convergence of the Fourier series for a function f(x) (analogue of the Jordan–Dirichlet’s

theorem).
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УДК 501.1

КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ЛИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ
НЕКОТОРОГО ОДНОМЕРНОГО ОРБИФОЛДА

Е. Ю. Волокитина

Ассистент кафедры геометрии, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского, evgenia.yu@gmail.com

И. М. Гельфанд и Д. Б. Фукс доказали, что когомологии алгебры Ли векторных полей на окружности изоморфны тензор-

ному произведению кольца полиномов с одной образуюшей степени 2 и внешней алгебры с одной образующей степени 3.

В настоящей статье изучаются когомологии алгебры Ли векторных полей одномерного орбифолда S1/Z2, который пред-

ставляет собой пространство орбит при действии группы Z2 на окружности отражением относительно оси Ox. Доказано,

что рассматриваемые когомологии изоморфны тензорному произведению внешней алгебры с двумя образующими сте-

пени 1 и кольца полиномов с одной образующей степени 2. В доказательстве используется метод Гельфанда–Фукса с

модификациями для данного случая.

Ключевые слова: орбифолд, алгебра Ли, когомологии.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть S1 — единичная окружность в плоскости комплексного переменного z, t — угловой параметр

на окружности. Обозначим через X = S1/Z2 орбифолд, получающийся из окружности, действием

группы Z2, порожденной отражением относительно оси Ox. S1/Z2 — один из естественных одномер-

ных орбифолодов. У данного орбифолда существует две особые точки, соответствующие значениям

углового параметра t = 0 и t = π. Обозначим через U (S1) и U (X) алгебры Ли гладких векторных

полей на окружности и орбифолде X соответственно. Под гладкостью здесь и далее будем понимать

гладкость класса C∞. Алгебра Ли U (S1) — топологическая алгебра Ли с C∞-топологией, U (X) —

ее замкнутая подалгебра.
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Каждая гладкая функция на орбифолде X определяется четной периодической гладкой функцией

на R. Векторными полями на X являются дифференцирования алгебры гладких функций на X.

Любое векторное поле на окружности представляется в виде ξ(t)
d

dt
, где ξ(t) — гладкая пери-

одическая функция. Будем называть векторные поля, для которых функция ξ(t) нечетная(четная),

нечетными(четными) векторными полями. Аналогичным образом векторное поле на орбифолде X

можно представить в виде ξ(t)
d

dt
, где ξ(t) — нечетная периодическая гладкая функция. Поэтому

под алгеброй Ли U (X) можно понимать алгебру Ли нечетных векторных полей на окружности. В

дальнейшем будем вместо ξ(t)
d

dt
писать просто ξ(t).

Определение 1. q-мерной коцепью топологической алгебры Ли g с коэффициентами в триви-

альном g-модуле R называется непрерывный кососимметрический q-линейный функционал на g со

значениями в R.

Дифференциал задается формулой: если L ∈ Cq(g), то

dL(ξ1, . . . , ξq+1) =
∑

1≤i<j≤q+1

(−1)i+j−1L
(
[ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξq+1

)
. (1)

Произведение коцепей определяется следующим образом: если L1 ∈ Cq(g), L2 ∈ Cr(g), то

L1 ∧ L2 ∈ Cq+r(g) и

L1 ∧ L2(ξ1, . . . , ξq+r) =
∑

1≤i1<...<ir≤q+r

(−1)i1+...+iq−
q(q−1)

2 · L1(ξi1 , . . . , ξiq
)×

×L2(ξ1, . . . , ξ̂i1 , . . . , ξ̂iq
, . . . , ξq+r).

Обозначим через C∗(U (S1)) и C∗(U (X)) комплексы непрерывных коцепей с коэффициентами в

тривиальном представлении R для алгебр Ли U (S1) и U (X)) соответственно. В статье [1] были вы-

числены одномерные и двумерные когомологии для алгебры Ли U (X). Сформулируем этот результат.

Теорема 1. H1(U (X)) ∼= R ⊕ R, H2(U (X)) ∼= R ⊕ R, где образующие в H1(U (X)) — классы

коциклов

α1(ξ(t)) =
dξ

dt
(0), α2(ξ(t)) =

dξ

dt
(π), (2)

а образующие в H2(U (X)) — классы коциклов

β(ξ(t), η(t)) =

π∫

0

(
d2ξ

(dt)2
dη

dt
−

dξ

dt

d2η

(dt)2

)
dt (3)

и α1 ∧ α2.

Основным результатом настоящей статьи является следующая теорема.

Теорема 2. Алгебра когомологий H∗(U (X)) ∼= S(β̃)⊗
∧

(α̃1, α̃2), где β̃, α̃1, α̃2 — классы коциклов

β, α1, α2, определенных формулами (2) и (3). (
∧

(α̃1, α̃2) обозначает внешнюю алгебру с двумя

образующими, а S(β̃) — кольцо многочленов с одной образующей.)

Сформулируем для сравнения аналогичный результат для окружности, доказанный в [2].

Теорема 3. Алгебра когомологий H∗(U (S1)) ∼= S(β̃1)⊗
∧

(α̃3), где β̃1, α̃3 — классы коциклов β1

и α3, которые определяются формулами

β1(ξ, η) =

2π∫

0

(
ξ′′η′ − ξ′η′′

)
dt, α3(ξ, η, χ) =

2π∫

0

∣∣∣∣∣∣

ξ η χ

ξ′ η′ χ′

ξ′′ η′′ χ′′

∣∣∣∣∣∣
dt.

Заметим, что коцикл β1 при ограничении на подалгебру U (X) равен нулю, а коцикл α3

при ограничении на подалгебру когомологичен нулю и, следовательно, гомоморфизм ограничения

H∗(U (S1)) → H∗(U (X)) тривиален.

Для вычисления когомологий H∗(U (X)) воспользуемся методом Гельфанда–Фукса вычисления

когомологий алгебры Ли гладких векторных полей на замкнутом гладком многообразии, описанным

в [2], с некоторыми модификациями для нашего случая.
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2. ФИЛЬТРАЦИЯ Cq
k(X).

Пусть p: C∗(U (S1)) → C∗(U (X)) — отображение ограничения коцепей на подалгебру. Оно яв-

ляется гомоморфизмом комплексов. Тогда

C∗(U (X)) ∼= C∗(U (S1))/ ker p,

где ker p состоит из таких коцепей из C∗(U (S1), которые равны нулю, если все аргументы — нечетные

векторные поля.

Рассмотрим также отображение i : C∗(U (X)) → C∗(U (S1)), которое определяется следующим

образом:

для L ∈ Cq(U (X)) i(L)(ξ1, . . . , ξq) = L(ξ1, . . . , ξq),

если все ξ1, . . . , ξq — нечетные и i(L)(ξ1, . . . , ξq) = 0, если среди ξ1, . . . , ξq есть хотя бы одно четное

векторное поле.

Так как d(i(L)) 6= i(dL), отображение i не будет гомоморфизмом комплексов, а только линейным

непрерывным отображением векторных пространств. Таким образом C∗(U (X)) можно вложить в

C∗(U (S1) как векторное подпространство, но не как подкомплекс.

Обозначим через d̃ следующий дифференциал комплекса i(C∗(U (X)). Пусть L ∈ i(Cq(U (X))),

тогда d̃L = i(p(dL)). Заметим также, что p ◦ i = idC∗(U (X)). Получаем следующий изоморфизм

комплексов:

(C∗(U (X)), d) ∼= (i(C∗(U (X))), d̃), (4)

где i(C∗(U (X))) — подпространство в C∗(U (S1)).

Пусть M — замкнутое гладкое многообразие. Напомним, как в [2] строится фильтрация

для Cq(U (M)). Будем говорить, что коцепь L ∈ Cq(U (M)) имеет фильтрацию ≤ k, если из

L(ξ1, . . . , ξq) 6= 0 следует, что существуют k точек x1, . . . , xk ∈ M таких, что каждое из векторных

полей ξ1, . . . , ξq не обращается в нуль в окрестности хотя бы одной из точек x1, . . . , xk. Обозначим

через Cq
k(M) подпространство пространства Cq(U (M)), составленное из элементов фильтрации ≤ k.

Тогда

0 = Cq
0(M) ⊂ Cq

1(M) ⊂ . . . ⊂ Cq
q (M) = Cq(U (M)).

Аналогичным образом можно определить фильтрацию пространства Cq(U (X)) подпространства-

ми Cq
k(X), просто заменив в вышестоящем определении фильтрации M на X.

Воспользовавшись изоморфизмом (4), определим фильтрацию пространств i(Cq(U ((X))) подпро-

странствами C̃q
k = i(Cq

k(X)). Тогда C̃q
k
∼= Cq

k(X).

Рассмотрим также фильтрацию пространств Cq(U (S1)) подпространствами Cq
k(S1), которые опре-

делены ранее, если в качестве M рассмотреть S1. Тогда C̃q
k
∼= Cq

k(S1)
⋂

i(Cq(U ((X))), то есть C̃q
k —

подпространство в пространстве Cq
k(S1).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Образ пространства Cq
k(X) при гомоморфизме d содержится в Cq+1

k (X).

Доказательство. Пусть L ∈ Cq
k(X) и dL(ξ1, . . . , ξq+1) 6= 0. Тогда из определения гомоморфиз-

ма d (1) следует, что L([ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξq+1) 6= 0 для некоторых 1 ≤ i < j ≤ q + 1.

Это означает, что существуют такие точки t1, . . . , tk ∈ X, что каждое из векторных полей

[ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξq+1 не равно нулю в окрестности хотя бы одной из этих точек. Каж-

дое из векторных полей ξi, ξj отличается от нулевого в любой окрестности, в которой отличается от

нулевого векторное поле [ξi, ξj ]. Поэтому векторные поля ξ1, . . . , ξq+1 не равны нулю в окрестности

хотя бы одной из точек t1, . . . , tk. Следовательно, dL ∈ Cq+1
k . ¤

Из леммы 1 следует, что подпространсва Cq
k(X) образуют подкомплекс комплекса (CqU (X)), d).

В силу изоморфизма (4) подпространства C̃q
k тоже образуют подкомплекс комплекса (i(CqU (X))), d̃)

и подкомплексы (Cq
k(X), d) и (C̃q

k , d̃) изоморфны.

Для комплекса (C∗(U (S1)), d) подпространство C∗
k(S1) с дифференциалом d также является под-

комплексом [2]. Подкомплексы C̃∗
1 , C∗

1 (X) и C∗
1 (S1) называются диагональными. Обозначим их через

C̃∗
△, C∗

△(X) и C∗
△(S1). Пространство коцепей C̃∗

△ — подпространство в пространстве C∗
△(S1).

В дальнейшем нам понадобится следующая лемма.

Лемма 2. При q ≥ 3, если d̃L ∈ C̃q+1
q−1 , то L ∈ C̃q

q−1. В частности, всякий q-мерный коцикл при

q ≥ 3 принадлежит пространству C̃q
q−1.
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Доказательство. Так как (C̃q
k , d̃) ∼= (Cq

k(X), d), доказательство можно провести для комплексов

(Cq
k(X), d). Обозначим через supp ξ носитель векторного поля ξ. Тогда коцепь L ∈ Cq

q−1(X), если из

того, что L(ξ1, . . . , ξq) 6= 0 следует, что не пусто хотя бы одно из попарных пересечений множеств

supp ξ1, . . . , supp ξq.

Необходимо установить, что если dL ∈ Cq+1
q−1(X), то для любых ξ1, . . . , ξq ∈ U (X) таких, что их

носители попарно не пересекаются, справедливо равенство L(ξ1, . . . , ξq) = 0.

При q ≥ 3, используя разбиение единицы, инвариантное относительно действия группы, можно

свести доказательство к случаю, когда носитель хотя бы одного из векторных полей ξ1, . . . , ξq будет

иметь окрестность диффеоморфную R.

Тогда можно воспользоваться утверждением о том, что каждое финитное (имеющее компактный

носитель) гладкое векторное поле на R
n можно предствить в виде конечной суммы

∑
k

[ηk, ζk], где ηk

и ζk — гладкие финитные векторные поля на R
n (доказательство см. в [2]).

Предположим для определенности, что ξ1 =
∑
k

[ηk, ζk]. Так как среди множеств supp ηk, supp ζk,

supp ξ2, . . . , supp ξq пересекаются только supp ηk и supp ζk, то

∑

k

dL(ηk, ζk, ξ2, . . . , ξq) =
∑

k

L([ηk, ζk], ξ2, . . . , ξq) = L

(∑

k

[ηk, ζk], ξ2, . . . , ξq

)
= L(ξ1, . . . , ξq).

Так как dL ∈ Cq+1
q−1(X), то dL(ηk, ζk, ξ2, . . . , ξq) = 0 для всех k. В противном случае среди множеств

supp ηk, supp ζk, supp ξ2, . . . , supp ξq должны были быть, по крайней мере, две пары пересекающихся.

Отсюда получаем необходимое равенство L(ξ1, . . . , ξq) = 0. ¤

Фильтрация 0 = C̃q
0 ⊂ C̃q

1 ⊂ . . . ⊂ C̃q
q = i(Cq(U (X))) порождает спектральную последовательность

(Ẽk,q−k
r , δr), нулевой член которой Ẽk,q−k

0 по определению равен C̃q
k/C̃q

k−1. В следующем параграфе

мы опишем фильтрацию пространств Ẽk,q−k
0 .

3. ФИЛЬТРАЦИЯ ПРОСТРАНСТВ Ẽk,q−k
0 .

Определение 2. Oбобщенным сечением гладкого векторного расслоения ν над гладким много-

образием M называется непрерывный линейный функционал на пространстве финитных (имеющих

компактный носитель) гладких сечений расслоения ν′ сопряженного с ν.

Обобщенное сечение расслоения τ ′
q называется кососимметрическим, если оно меняет знак при

отображении, индуцированном перестановкой сомножителей в произведении M × . . . × M . Пусть

F — обобщенное сечение некоторого расслоения ν с базой M . F называется сосредоточенным на

замкнутом множестве A ⊂ M , если F (σ) = 0 для любого сечения σ расслоения ν′, совпадающего с

нулевым сечением в окрестности множества A.

Для любого обобщенного сечения F расслоения ν, сосредоточенного на компактном множестве A,

найдется такое число s, что если финитное гладкое сечение расслоения ν′ имеет в каждой точке

множества A касание порядка ≥ s с нулевым сечением, то F (σ) = 0. Это утверждение следует из

аналогичного утверждения для обобщенных функций [3]. Наименьшее из таких чисел s называется

порядком обобщенного сечения относительно множества A.

Пространство коцепей Cq(U (M)) с помощью теоремы о ядре [4, § 1] отождествляется с простран-

ством кососимметрических обобщенных сечений расслоения τ ′
q(M) = π∗

1τ ′(M)⊕ . . .⊕π∗
qτ ′(M) с базой

Mq = M × . . . × M , где πi : Mq → M — проекция на i-й сомножитель, а π∗
i τ ′(M) — обратный образ

кокасательного расслоения над M .

Обозначим через Mq
k подмножество произведения Mq, состоящее из таких точек (x1, . . . , xq), что

среди точек x1, . . . , xq ∈ M не более k различных. Пространство Cq
k(M) можно отождествить с

пространством обобщенных кососимметрических сечений расслоения τ ′
q, сосредоточенных на множе-

стве Mq
k .

Обозначим через Cq
k,p(M) подпространство пространства Cq

k(M), состоящее из обобщенных сече-

ний, имеющих относительно Mq
k порядок ≤ q − p. Тогда

0 = Cq
k,q+1(M) ⊂ Cq

k,q(M) ⊂ . . . ⊂ Cq
k(M),

⋃

p

Cq
k,p(M) = Cq

k(M).
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Таким образом, подпространства Cq
k,p(M) составляют фильтрацию пространства Cq

k(M). Так как

d(Cq
k,p(M)) ⊂ Cq+1

k,p (M), гомоморфизм d индуцирует гоморфизмы

dk : Cq
k(M)/Cq

k−1(M) → Cq+1
k (M)/Cq+1

k−1(M),

согласованные с фильтрациями пространств Cq
k(M)/Cq

k−1(M) подпространствами

Cq
k,p(M)/(Cq

k,p(M)
⋂

Cq
k−1(M)).

Обозначим соответствующие спектральные последовательности через (Eq−p,p
k,r (M), δk,r).

Пусть теперь M = S1. Фильтрация пространств Cq
k(S1) подпространствами Cq

k,p(S
1) индуци-

рует фильтрацию пространств C̃q
k подпространствами C̃q

k,p = Cq
k,p(S

1)
⋂

C̃q
k . Так как d(Cq

k,p(S
1)) ⊂

⊂ Cq+1
k,p (S1) и отображение i ◦ p: Cq(U (S1)) → Cq(U (S1)) не увеличивает порядка обобщенного

сечения, то d̃(C̃q
k,p) ⊂ C̃q+1

k,p . Таким образом, гомоморфизм d̃ индуцирует гомоморфизмы

d̃k : C̃q
k/C̃q

k−1 → C̃q+1
k /C̃q+1

k−1,

согласованные с фильтрациями пространств C̃q
k/C̃q

k−1 подпространствами C̃q
k,p/(C̃q

k,p

⋂
C̃q

k−1). Обо-

значим соответствующие спектральные последовательности через (Ẽq−p,p
k,r , δk,r).

Заметим, что фильтрация пространств Cq
k(M) подпространствами Cq

k,p(M) бессодержательна при

q = k. Соответственно бессодержательна и фильтрация пространств C̃q
k подпространствами C̃q

k,p при

q = k. В [2] показано, что этот случай можно не рассматривать для M (и для M = S1, в частности).

Из леммы 2 следует, что мы можем не рассматривать случая q = k для комплекса (C̃q
k , d̃) при q ≥ 3.

Одномерные и двумерные когомологии комплекса (C∗(U (X)), d) вычислены в [1] и приведены в

теореме 1, поэтому случай q = k = 1, 2 для комплекса (C̃q
k , d̃) также можно не рассматривать.

4. ДИАГОНАЛЬНЫЙ КОМПЛЕКС И ЕГО КОГОМОЛОГИИ

Рассмотрим сначала спектральные последовательности для диагональных комплексов (Ẽq−p,p
1,r , δ1,r)

и (Eq−p,p
1,r (S1), δ1,r).

Согласно определению Eq−p,p
1,0 (S1) = Cq

1,p(S
1)/Cq

1,p+1(S
1), Ẽq−p,p

1,0 = C̃q
1,p/C̃q

1,p+1. Ẽq−p,p
1,0 — под-

пространство в пространстве Eq−p,q
1,0 (S1). Обозначим q − p через m и будем далее вместо Eq−p,p

1,0 (S1)

писать Em,q−m
1,0 (S1), а вместо Ẽq−p,p

1,0 писать Ẽm,q−m
1,0 . Сформулируем основной результат параграфа.

Теорема 4. H1(C∗
△(X)) ∼= R ⊕ R, H2(C∗

△(X)) ∼= R и Hq(C∗
△(X)) = 0, при q ≥ 3, где одномерные

образующие — классы коциклов α1 и α2, а двумерная образующая класс коцикла β. Коциклы α1,

α2 и β определяются равенствами (2) и (3).

Так как (C∗
△(X), d) ∼= (C̃∗

△(X), d̃), мы будем рассматривать комплекс (C̃∗
△, d̃). Пространство C̃q

△ —

подпространство пространства Cq
△(S1), поэтому коцепи из C̃q

△ можно представлять как обобщенные

сечения расслоения τ ′
q(S

1).

В нашем случае, в отличие от [2], присутствуют особые точки. Поэтому выделим в комплексе

(C̃∗
△, d̃) подкомплекс ((C̃∗

0,π)△, d̃) коцепей, сосредоточенных в особых точках. Обозначим фактор-

комплекс C̃∗
△/(C̃∗

0,π)△ через C̄∗
△. Рассмотрим точную последовательность комплексов

0 → (C̃∗
0,π)△ → C̃∗

△ → C̄∗ → 0

и соответствующую длинную точную последовательность в когомологиях

. . . → Hi((C̃∗
0,π)△) → Hi(C̃∗

△) → Hi(C̄∗) → Hi+1((C̃∗
0,π)△) → Hi+1(C̃∗

△) → . . . . (5)

Для доказательства теоремы 4 вычислим члены Hi((C̃∗
0,π)△) и Hi(C̄∗) длинной точной последова-

тельности (5). Начнем с вычисления Hi((C̃∗
0,π)△).
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4.1. Когомологии комплекса (C̃∗
0,π)△

Пусть λ =
∑

k1,...,kq

ck1,...,kq
yk1
1 · . . . · y

kq
q — некоторый кососимметрический многочлен, тогда λ опре-

деляет дифференциальный оператор:

λ(ξ1, . . . , ξq)(t) =

( ∑

k1,...,kq

ck1,...,kq

dk1(ξ1)

(dt)k1
(t) · . . . ·

dkq (ξq)

(dt)kq
(t)

)
. (6)

Пусть ϕ — обобщенная функция на окружности. Тогда можно рассмотреть коцепи вида ϕλ, значение

которых на векторных полях ξ1, . . . , ξq определяется следующим образом:

(ϕλ)(ξ1, . . . , ξq) = ϕ(λ(ξ1, . . . , ξq)(t)). (7)

Из теории обобщенных функций [5,§ 4] следует, что всякую коцепь, сосредоточенную в особых точ-

ках, можно представить в виде линейной комбинации коцепей вида ϕλ, где в качестве обобщенной

функции ϕ нужно взять либо δ(0), либо δ(π).

Теорема 5. H1((C̃∗
0,π)△) ∼= R ⊕ R, Hq((C̃∗

0,π)△) = 0 при q ≥ 1, где одномерные образующие —

классы коциклов α1 и α2, определенных равенствами (2).

Доказательство. Подкомплекс (C̃∗
0,π)△ изоморфен прямой сумме двух подкомплексов C̃∗

0 и C̃∗
π

коцепей, сосредоточенных в точке 0 и в точке π.

Вычислим когомологии комплекса C̃∗
0 . Обозначим через α0

n коцепь вида δ(0)yn. Всякую коцепь

L ∈ C̃q
0 можно представить в виде

L =
∑

n1,...,nq

cn1,...,nq
α0

n1
∧ . . . ∧ α0

nq
,

где сумма имеет конечное число слагаемых cn1,...,nq
— константы, а все числа n1, . . . , nq — нечетные.

По определению дифференциала d̃

d̃(α0
n1

∧ . . . ∧ α0
nq

) =

q∑

i=1

(−1)i−1

[ni/2]∑

j=1,
j – нечетно

(Cj
ni

− Cni−j+1
ni

)α0
j ∧ α0

ni−j+1 ∧ α0
n1

∧ . . . ∧ α̂0
ni

∧ . . . ∧ α0
nq

.

Представим коцепь L ∈ C̃q
0 в виде

L =
∑

n1,...,nq 6=1

c1
n1,...,nq

α0
n1

∧ . . . ∧ α0
nq

+
∑

l1,...,lq−1

c2
l1,...,lqα

0
1 ∧ α0

l1 ∧ . . . ∧ α0
lq−1

.

Положим n =
q∑

i=1

ni, l =
q−1∑
i=1

li. Пусть q > 1, рассмотрим оператор F q : C̃q
0 → C̃q−1

0 следующего вида:

F qL =
∑

l1,...,lq−1 6=1

c2
l1,...,lq−1

l + 1 − q
α0

l1 ∧ . . . ∧ α0
lq−1

.

Прямыми вычислениями можно показать, что справедливо равенство

F q+1 ◦ d̃ + d̃ ◦ F q = idC̃q
0
,

то есть F – оператор гомотопии. Следовательно, Hk(C̃∗
0 ) = 0, при k > 1.

Рассмотрим случай q = 1. Одномерным коциклом является только α0
1 = α1, класс которого и будет

образующей в H1(C̃∗
0 ).

Когомологии комплекса C̃∗
π вычисляются аналогично. Hk(C̃∗

π) = 0, при k ≥ 1 и H1(C̃∗
π) ∼= R, где

одномерная образующая — класс коцикла α2. ¤
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4.2. Когомологии фактор-комплекса C̄∗
△

Напомним некоторые факты из [2], которые будут необходимы в дальнейшем. Всякий элемент

из Em,q−m
1,0 (S1) можно представить в виде суммы

∑
i

ϕiλi, где λi — элемент фактор-пространства

P q
m = P̃ q

m/Rq
m пространства кососимметрических однородных многочленов степени m от q переменных

P̃ q
m по идеалу Rq

m, порожденному многочленом σq = y1 + . . . + yq, а ϕi — обобщенные функции на

окружности. Будем элементы фактор-пространства P q
m и представляющие их многочлены обозначать

одинаковыми символами. Значение коцепи ϕλ определяется формулами (6) и (7).

Рассмотрим отображение ∇̃ : P̃ q
m → P̃ q+1

m+1, которое определяется следующим образом:

∇̃(λ)(y1, . . . , yq+1) =
∑

1≤i<j≤q+1

(−1)i+j−1(yj − yi)λ(yi + yj , y1, . . . , ŷi, . . . , ŷj , . . . , yq+1).

Из определения дифференциала (1) следует равенство

d(ϕλ) = ϕ∇̃(λ). (8)

Так как ∇̃(Rq
m) ⊂ Rq+1

m+1, то ∇̃ индуцирует отображение ∇ : P q
m → P q+1

m+1.

Из определения дифференцирования [3, 5] обобщенных функций следует равенство

ϕ · (σqλ) = −
dϕ

dt
λ. (9)

Тогда из равенств (8) и (9) следует, что δ0(ϕλ) = ϕ∇(λ), где δ0 : Em,q−m
1,0 (S1) → Em+1,q−m

1,0 (S1) —

дифференциал комплекса Em,q−m
1,0 (S1), индуцированный дифференциалом d. Образующие когомоло-

гий комплекса (P q
m,∇) равны классам многочленов λ2 = y2

1y2 −y1y
2
2 и λ3 = (y1 −y2)(y2 −y3)(y3 −y1).

Таким образом, получается, что

E3,−1
1,1 (S1) = ϕλ̃2, E3,0

1,1(S1) = ψλ̃3, Em,q−m
1,1 (S1) = 0, если m 6= 3, q − m 6= 0, 1.

Перейдем к нашему случаю. Пусть j : C̃q
△ → C̄q проекция на фактор-комплекс, d̄ — дифференци-

ал фактор-комплекса C̄∗, индуцированный дифференциалом d̃. Обозначим через C̄q
p = j(C̃q

1,p). Тогда

C̄q
p ⊂ C̄q

p−1 и d̄(C̄q
p) ⊂ C̄q+1

p . Поэтому пространства C̄q
p задают фильтрацию пространства C̄q, согласо-

ванную с дифференциалом d̄. Обозначим соответствующую спектральную последовательность через

Ēm,q−m
1,0 , где как и ранее m = q − p. Согласно определению нулевого члена спектральной последова-

тельности

Ēm,q−m
1,0 = C̄q

q−m/C̄q
q−m+1 = j(C̃q

1,q−m)/j(C̃q
1,q−m+1) = C̃q

1,q−m/(C̃q
1,q−m+1 + C̃q

1,q−m

⋂
(C̃∗

0,π)△).

Проекция j индуцирует сюръективное отображение J: Ẽm,q−m
1,0 → Ēm,q−m

1,0 , которое классу коцепи в

Ẽm,q−m
1,0 = C̃q

1,q−m/C̃q
1,q−m+1 ставит в соответствие ее класс в C̃q

1,q−m/(C̃q
1,q−m+1 + C̃q

1,q−m

⋂
(C̃∗

0,π)△).

Дифференциал в комплексе Ēm,q−m
1,0 , индуцированный дифференциалом d̄, обозначим через δ̄0.

Назовем обобщенную функцию ϕ на окружности нечетной (четной), если ее значение на чет-

ных(нечетных) функциях равно нулю. Любую обобщенную функцию можно однозначно разложить в

сумму нечетной и четной обобщенной функции. Справедлива следующая лемма.

Лемма 3.

Ē3,−1
1,1 = ϕλ̃2,

Ē3,0
1,1 = ψλ̃3,

Ēm,q−m
1,1 = 0, если m 6= 3, q − m 6= 0, 1,

где ϕ — нечетная обобщенная функция, ψ — четная обобщенная функция, ϕ и ψ зада-

ны с точностью до обобщенных функций, сосредоточенных в особых точках. Дифференциал

δ̄1 : Ē3,−1
1,1 → Ē3,0

1,1 индуцирован дифференциалом d̃, значение которого на коцепи ϕλ̃2 определяется

как d̃(ϕλ̃2) = −
dϕ

dt
λ̃3.
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Доказательство. Образ коцепи ϕλ при отображении p: Cq(U (S1)) → Cq(U (X)) будем также

обозначать через ϕλ. Рассмотрим отображение i ◦ p: Cq(U (S1)) → i(Cq(U (X))) ⊂ Cq(U (S1)). Это

отображение индуцирует сюръективное отображение ĩ ◦ p: Em,q−m
1,0 (S1) → Ẽm,q−m

1,0 . Образом коцепи

ϕλ при отображении ĩ ◦ p будет коцепь ϕλ̃, значение которой на векторных полях ξ1, . . . , ξq определя-

ется следующим образом:

(ϕλ̃)(ξ1, . . . , ξq) = ϕ(λ̃(ξ1, . . . , ξq)(t)), где λ̃(ξ1, . . . , ξq)(t) =

=
1

2q

( ∑

k1+...+kq=m

ck1,...,kq

dk1(ξ1(t) − ξ1(−t))

(dt)k1
(t) · . . . ·

dkq (ξq(t) − ξq(−t))

(dt)kq
(t)

)
.

Это следует из того, что ϕλ̃(ξ1, . . . , ξq) = 0, если среди аргументов есть четное векторное поле и

ϕλ̃(ξ1, . . . , ξq) = ϕλ(ξ1, . . . , ξq), если все аргументы нечетные. Тогда i(ϕλ) = ϕλ̃ и p(ϕλ̃) = ϕλ, где ϕλ

рассматривается как элемент пространства Cq(U (X)). Заметим, что функция λ̃(ξ1, . . . , ξq)(t) будет

нечетной (четной) при любых ξ1, . . . , ξq ∈ U (S1), если λ ∈ P̃ q
m, где разность m − q нечетное (четное)

целое число. Тогда коцепи вида ϕλ̃ будут равны нулю, если ϕ — нечетная (четная) обобщенная

функция, а λ ∈ P̃ q
m, где m−q — четное (нечетное) число. Поэтому можно считать, что в представлении

элемента из Ẽm,q−m
1,0 в виде

∑
i

ϕiλ̃i все обобщенные функции ϕi четные (нечетные), если m− q четно

(нечетно).

Так как любой элемент пространства Ẽm,q−m
1,0 можно представить в виде

∑
i

ϕiλ̃i, то элементы

пространства Ēm,q−m
1,0 можно представлять в виде

∑
i

ϕiλ̃i, где обобщенные функции ϕi заданы с

точностью до обобщенных функций, сосредоточенных в особых точках, и их четность зависит от

степени многочлена λi.

Из равенства (8) и определения дифференциала d̃ следует, что

d̃(ϕλ̃) = i ◦ p(dϕλ̃) = i(d(p(ϕλ̃)) = i(dϕλ) = i(ϕ∇̃λ) = ϕ
˜̃
∇λ.

Из равенства (9) следует равенство

ϕ · (σ̃qλ) = −
dϕ

dt
λ̃. (10)

Тогда получаем, что δ̄0(ϕλ̃) = ϕ∇̃λ, и действие дифференциала δ̄0 на элементах из Ēm,q−m
1,0 сводится к

действию дифференциала ∇ на классах многочленов из пространства P q
m, откуда следует утверждение

леммы. ¤

Для вычисления члена Ēm,q−m
1,2 нам понадобятся некоторые сведения из теории потоков де Ра-

ма [6].

Определение 3. Потоком де Рама степени q на многообразии M размерности n назы-

вается непрерывный линейный функционал на пространстве дифференциальных форм степени

n − q с компактными носителями. Дифференциал b : Dq(M) → Dq+1(M) определяется формулой

bK(ω) = K(dω), где K — поток степени q, ω — дифференциальная форма степени n − q − 1.

Рассмотрим комплекс потоков де Рама на окружности (Dq(S1), b). Всякий поток степени 0 на

окружности можно представить в виде ϕ, а поток степени 1 — в виде ψdt, где ϕ,ψ — обобщенные

функции на окружности. Значения потоков ϕ и ψdt на дифференциальных формах определяются

следующим образом:

ϕ(gdt) = ϕ(g), ψdt(f) = ψ(f),

где g и f — гладкие периодические функции на R. Формулы для дифференциала b в этом случае

перепишутся в виде

b(ψdt) = 0, (bϕ)(f) = ϕ(df) = ϕ

(
df

dt
dt

)
= −

dϕ

dt
dt(f).

Под потоками на орбифолде будем понимать потоки на окружности, инвариантные относительно

действия группы Z2 или, что равносильно, непрерывные линейные функционалы на пространстве
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дифференциальных форм на орбифолде (дифференциальные формы на орбифолде — дифференци-

альные формы на окружности, инвариантные относительно действия группы Z2). Таким образом,

комплекс потоков на орбифолде — подкомплекс комплекса потоков на окружности. Обозначим его

через (Dq(X), b).

0-формами на орбифолде являются гладкие, четные периодические функции на R, 1-формами на

орбифолде являются выражения вида gdt, где g — гладкая нечетная периодическая функция на R.

Поток степени 0 на орбифолде можно представить в виде ϕ, а поток степени 1 — в виде ψdt, где

ϕ — нечетная обобщенная функция на окружности, ψ — четная обобщенная функция на окружности.

Дифференциал определяется так же как и для комплекса потоков на окружности.

Обозначим через (Dq
A(X), b) подкомплекс комплекса (Dq(X), b), состоящий из потоков, сосредо-

точенных на множестве A = {0, π}. В терминах обобщенных функций это означает, что обобщенные

функции ϕ и φ сосредоточены в особых точках. Обозначим через D̄q = Dq(X)/Dq
A(X) фактор-

комплекс комплекса потоков на орбифолде по подкомплексу потоков, сосредоточенных в особых точ-

ках.

Сопоставляя коцепи ϕλ̃2 поток ϕ, коцепи ψλ̃3 поток ψdt, определим отображение γ : Ē3,q−1
1,1 → D̄q.

При этом дифференциал комплекса Ē3,q−1
1,1 перейдет в дифференциал комплекса D̄q. Так как γ — би-

ективное отображение, то γ определяет изоморфизм комплексов. Найдем когомологии комплекса D̄q.

Обозначим через (Dq
A(S1), b) подкомплекс комплекса (Dq(S1), b), состоящий из потоков, сосредо-

точенных в точках 0 и π. Тогда комплекс (Dq
A(X), b) — подкомплекс инвариантных потоков комплекса

(Dq
A(S1), b). Так как множество A неподвижно относительно действия группы Z2, то отсюда следу-

ет, что комплекс D̄q = Dq(X)/Dq
A(X) изоморфен подкомплексу инвариантных элементов комплекса

Dq(S1)/Dq
A(S1). Обозначим его через (Dq(S1)/Dq

A(S1)Inv.

В дальнейшем нам понадобится лемма об инвариантных когомологиях комплекса, на котором

действует конечная группа.

Лемма 4. Пусть (Bq, d) — дифференциальный комплекс, на котором автоморфизмами ком-

плекса действует конечная группа G. Тогда Hq(B∗
Inv) ∼= (Hq(B∗))Inv, где B∗

Inv — комплекс инва-

риантных коцепей, (Hq(B∗))Inv — инвариантная часть в когомологиях.

Доказательство. Пусть i : Bq
Inv → Bq — отображение вложения подкомплекса в комплекс. Рас-

смотрим также отображение pr: Bq → Bq
Inv, которое определяется формулой

pr(c) =
1

p

∑

g∈G

gc,

где c ∈ Bq, p — порядок группы G. При этом i◦pr = id. Пусть i∗ и pr∗ — индуцированные отображения

в когомологиях. Тогда получаем, что i∗◦pr∗ = id, откуда следует, что i∗ — инъективно. Таким образом,

Hq(B∗
Inv) ∼= Im i∗(Hq(B∗). В свою очередь, i∗(Hq(B∗) ∼= (Hq(B∗))Inv, что завершает доказательство

леммы. ¤

Применяя лемму 4 к комплексу D∗(S1)/D∗
A(S1) и группе Z2, получаем что

Hq((D∗(S1)/D∗
A(S1))Inv) ∼= (Hq(D∗(S1)/D∗

A(S1))Inv.

Лемма 5. Пусть M — компактное ориентируемое n−мерное гладкое многообразие, A — его

замкнутое подмножество такое, что X \ A — гладкое многообразие. Обозначим через D∗(M)

комплекс потоков на M и через D∗
A(M) комплекс потоков на M , сосредоточенных на A. Тогда

Hk(D∗(M)/D∗
A(M)) ∼= Hn−k(M,A) ∼= Hk(M \ A), где Hn−k(M,A) — относительные гомологии,

Hk(M \ A) — когомологии де Рама многообразия M \ A.

Доказательство. Рассмотрим точную последовательность комплекса D∗(M), подкомплекса

D∗
A(M) и соответствующую длинную точную последовательность в когомологиях

. . . → Hi(D∗
A(M)) → Hi(D∗(M)) → Hi(D∗(M)/D∗

A(M)) → Hi+1(D∗
A(M)) →

→ Hi+1(D∗(M)) → . . . . (11)

Из теоремы де Рама для M [6] следует, что Hi(D∗(M)) ∼= Hn−i(M, R) ∼= Hi(M, R), где Hn−i(M, R)

и Hi(M, R) — сингулярные гомологии и когомологии M . Найдем Hi(D∗
A(M)), используя теорию

пучков.
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Обозначим через D
q
A(M) и D

q
A(M)|A пучок потоков степени q, сосредоточенных на A, с базой

M и индуцированный пучок с базой A. Так как пучок D
q
A(M) сконцентрирован на A, то существует

изоморфизм Γ(Dq
A(M)) ∼= Γ(Dq

A(M)|A), где Γ(Dq
A(M)) и Γ(Dq

A(M)|A) — сечения соответствующих

пучков над своими базами ([7], лемма 4.9.2). Поэтому при вычислении Hk(D∗
A(M)) мы можем рас-

сматривать сечения пучка D
q
A(M)|A над A вместо сечений пучка D

q
A(M) над X.

Пучок D
q
A(M)|A образует резольвенту постоянного пучка над A, состоящую из мягких пучков.

Тогда Hi(D∗
A(M)) ∼= Hi(A, R) ∼= Hn−i(A, R), где Hn−i(A, R) и Hk(A, R) — сингулярные гомологии и

когомологии A соответственно.

Поставив цепи из комплекса относительных гомологий Cq(M,A) в соответствие поток, представ-

ляющий собой интеграл по этой цепи, получим отображение Cq(M,A) → D∗(M)/D∗
A(M), которое

индуцирует соответствующее отображение в когомологиях. Тогда, используя (11), спектральную по-

следовательность

. . . → Hn−i(A, R) → Hn−i(M, R) → Hn−i(M,A) → Hn−i−1(A, R) → Hn−i−1(M, R) → . . . ,

изоморфизмы

Hn−i(A, R) ∼= Hi(D∗
A(M)), Hn−i−1(A, R) ∼= Hi+1(D∗

A(M)),

Hn−i(M, R) ∼= Hi(D∗(M)), Hn−i−1(M, R) ∼= Hi+1(D∗(M))

и лемму о пяти гомоморфизмах, получаем изоморфизм

Hn−i(M,A) ∼= Hi(D∗(M)/D∗
A(M)).

В свою очередь, Hn−i(M,A) ∼= Hn(M \ A) ([8, § 17, теорема 14 и упражнение 44]), что завершает

доказательство леммы. ¤

Применяя лемму 5 в случае M = S1, A = {0, π}, получим, что

Hq(D∗(S1)/D∗
A(S1)) ∼= H1−q(S

1;A) ∼= Hq(S1 \ A).

Пространство S1 \A представляет собой несвязное объединение двух открытых интервалов, поэтому

H0(S1 \ A) ∼= R ⊕ R, Hq(S1 \ A) = 0 при q ≥ 0.

Образующим в H0(S1\A) соответствуют классы потоков ϕ1 =
π∫
0

dt и ϕ2 =
2π∫
π

dt в Hq(D∗(S1)/D∗
A(S1).

Так как инвариантные части от ϕ1 и ϕ2 отличаются лишь знаком, получим, что H0(D̄∗) ∼= R и

Hq(D̄∗) = 0 при q ≥ 0.

Тогда получаем Ē3,−1
1,2

∼= R и Ēm,q−m
1,2 = 0 при q 6= 2, m 6= 3.

Рассмотрим коцепь β, определенную формулой (3). Она определяет образующую простран-

ства Ē3,−1
1,2 и является коциклом всего комплекса (C̄∗, d̄), не являющимся границей [1]. Поэтому

следующие дифференциалы δ̄k = 0, при k ≥ 2, и Ēm,q−m
1,2 = Ēm,q−m

1,3 = . . . = Ēm,q−m
1,∞ . Получаем

H2(C̄∗) ∼= R и Hq(C̄∗) = 0, если q 6= 2. Таким образом мы доказали следующую теорему.

Теорема 6. H2(C̄∗) ∼= R и Hq(C̄∗) = 0, если q 6= 2.

Из длинной точной последовательности (5) для комплекса C̃∗
△ и подкомплекса (C̃∗

0,π)△ получим,

что H1(C̃∗
△) ∼= R⊕R, H2(C̃∗

△) ∼= R и Hq(C̃∗
△) = 0 при q 6= 1, 2. Таким образом, мы доказали теорему 4.

5. КОГОМОЛОГИИ КОМПЛЕКСОВ C̃q
k(X)/C̃q

k−1(X)

Сформулируем вначале основной результат параграфа.

Теорема 7. H2k(C̃∗
k(X)/C̃∗

k−1(X)) ∼= R, H2k−1(C̃∗
k(X)/C̃∗

k−1(X)) ∼= R ⊕ R,

H2k−2(C̃∗
k(X)/C̃∗

k−1(X)) ∼= R и Hq(C̃∗
k(X)/C̃∗

k−1(X)) = 0, при q 6= 2k, 2k − 1, 2k − 2, где образу-

ющая степени 2k — класс коцикла β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k

, образующие степени k − 1 — классы коциклов

α1 ∧ β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−1

и α2 ∧ β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−1

, образующая степени k − 2 — класс коцикла α1 ∧ α2 β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−2

.

Коциклы α1, α2 и β определяются равенствами (2) и (3).
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Обозначим через (C̃q
0,π)k подкомплекс комплекса C̃q

k/C̃q
k−1, состоящий из линейных комбинаций

коцепей вида L1 ∧L2, где L1 ∈ (C̃p
0,π)△, L2 ∈ C̃r

k−1, p + r = q. Обозначим через C̄q
k соответствующий

фактор-комплекс.

Вычислим сначала когомологии фактор-комплекса C̄∗
k , затем когомологии подкомплекса (C̃∗

0,π)k и

найдем когомологии всего комплекса C̃∗
k/C̃∗

k−1 из соответствующей длинной точной последователь-

ности:

. . . → Hi((C̃∗
0,π)k) → Hi(C̃∗

k/C̃∗
k−1) → Hi(C̄∗

k) → Hi+1(C̃∗
0,π)k) → Hi+1(C̃∗

k/C̃∗
k−1) → . . . . (12)

5.1. Когомологии фактор-комплекса C̄∗
k

Напомним некоторые результаты из [2], которые будут необходимы далее. Всякий элемент про-

странства Em,q−m
k,0 (S1) может быть представлен в виде

∑
ϕ(t1, . . . , tk)(λ1 ⊗ . . . ⊗ λk), где ϕ — обоб-

щенная функция на (S1)k/(S1)k
k−1, λi ∈ P si

mi
, m1 + . . . + mk = m, s1 + . . . + sk = q, а значение коцепи

на векторных полях определяется следующим образом:

∑
ϕ(t1, . . . , tk)(λ1 ⊗ . . . ⊗ λk)(ξ1, . . . , ξq) =

∑( ∑

σ∈Ss1,...,sk

ε(σ)ϕ(t1, . . . , tk)×

×(λ1(ξσ(1), . . . , ξσ(s1))(t1) · . . . · (λk(ξσ(q−sk), . . . , ξσ(q))(tk))
)
, (13)

где Ss1,...,sk
— такие перестановки чисел 1, . . . , q, что

σ(1) < . . . < σ(s1), . . . , σ(q − sk) < . . . < σ(q),

ε(σ) = 1, если σ — четная перестановка, и ε(σ) = −1, если σ — нечетная перестановка.

Коцепи ϕ(t1, . . . , tk)(λ1 ⊗ . . . ⊗ λk) удовлетворяют следующему условию инвариантности:

ϕ(t1, . . . , ti, . . . , tj , . . . tk)(λ1 ⊗ . . . ⊗ λi ⊗ . . . ⊗ λj ⊗ . . . ⊗ λk) =

= (−1)deg(λi)deg(λj)ϕ(t1, . . . , tj , . . . , ti, . . . tk)(λ1 ⊗ . . . ⊗ λj ⊗ . . . ⊗ λi ⊗ . . . ⊗ λk). (14)

Дифференциал δk,0 комплекса Em,q−m
k,0 (S1) действует по формуле

δk,0(ϕ(λ1 ⊗ . . . ⊗ λk)) =

k∑

i=1

(−1)s1+...+si−1ϕ(λ1 ⊗ . . . ⊗∇λi ⊗ . . . ⊗ λk), (15)

где s0 = 0.

Перейдем теперь к нашему фактор-комплексу C̄q
k . Аналогично случаю диагонального комплекса

мы можем определить фильтрацию в пространстве C̄q
k подпространствами (C̄q

k)p = jk(C̃q
k,p/(C̃q

k,p

⋂
⋂

C̃q
k−1)), где jk — проекция на фактор-комплекс. Обозначим соответствующую спектральную после-

довательность через (Ēm,q−m
k,r , δ̄k,r).

Рассмотрим спектральные последовательности (Ēm,q−m
k,r , δ̄k,r) и (Ẽm,q−m

k,r , δ̃k,r). Обозначим через

Bk подмножество (S1)k, состоящее из таких точек (t1, . . . , tk), что среди точек t1, . . . , tk есть, по

крайней мере, две одинаковые точки или две точки отличающиеся знаком. Пусть Ak = Bk

⋃
{0, π} ×

×T k−1
⋃

S1×{0, π}×T k−2
⋃

T 2×{0, π}×T k−3
⋃

. . .
⋃

T k−1×{0, π}. Справедлива следующая лемма.

Лемма 6. Первый член спектральной последовательности (Ēm,q−m
k,r , δ̄k,r) определяется равен-

ствами

Ēm,q−m
k,1 = 0, m 6= 3k, q 6= 2k, 2k + 1, . . . , 3k,

Ē3k,q−3k
k,1

∼=
{∑

ϕ(t1, . . . , tk)(λ̃1 ⊗ . . . ⊗ λ̃k)
}

, q = 2k, 2k + 1, . . . , 3k,

где многочлены λi ∈ P si
mi

равны либо λ2, либо λ3, ϕ — обобщенная функция на T k, заданная с

точностью до обобщенных функций, сосредоточенных на множестве Ak, четная (нечетная) по

i-му аргументу, если mi − si — четно (нечетно).

Доказательство. Аналогично случаю диагонального подкомплекса всякий элемент пространства

Ẽm,q−m
k,0 можно представить в виде коцепи

∑
ϕ(λ̃1 ⊗ . . . ⊗ λ̃k), значение которой на векторных по-

лях определяется так же как в формуле (13) с заменой λi на λ̃i и ϕ — обобщенная функция на
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k-мерном торе T k, четность которой по i-му аргументу зависит от степени многочлена λi так же

как и в формулировке леммы. Обобщенная функция ϕ задана с точностью до обобщенной функции,

сосредоточенной на множестве Bk.

Элементы пространства Ēm,q−m
k,0 представляются в виде

∑
ϕ(λ̃1 ⊗ . . . ⊗ λ̃k), где ϕ — обобщенная

функция на (S1)k, заданная с точностью до обобщенных функций, сосредоточенных на замкнутом

подмножестве Ak, четность которых по i-му аргументу зависит от степени многочлена λi.

Из формулы (15) по аналогии со случаем диагонального комплекса следует, что дифференциал δ̄k,0

действует по формуле

δ̄k,0(ϕ(λ̃1 ⊗ . . . ⊗ λ̃k)) =

k∑

i=1

(−1)s1+...+si−1ϕ(λ̃1 ⊗ . . . ⊗ ∇̃λi ⊗ . . . ⊗ λ̃k). (16)

Таким образом, действие дифференциала δ̄k,0 сводится к действию дифференциала ∇ на простран-

ствах многочленов P si
mi

, откуда следует утверждение леммы. ¤

Элементы пространств Ē3k,q−3k
k,1 удовлетворяют условиям инвариантности (14). Дифференциал δ̄k,1

определяется из формул (10) и (16).

Обозначим через (D∗(T k), b) комплекс потоков де Рама на k-мерном торе T k. Поток степени q

можно представить в виде
∑

1≤i1<...<iq≤k

ϕi1,...iq
dti1 ∧ . . .∧dtiq

. Значения потоков на дифференциальных

формах определяются следующим образом:

∑

1≤i1<...<iq≤k

ϕi1,...iq
dti1 ∧ . . . ∧ dtiq

( ∑

1≤i1<...<ik−q≤k

fi1,...ik−q
dti1 ∧ . . . ∧ dtik−q

)
=

=
∑

1≤i1<...<iq≤k

ϕi1,...iq
(fj1,...jk−q

),

где j1 6= i1, . . . , iq, . . . , jk−q 6= i1, . . . , iq и j1 < j2 < . . . < jk−q.

Обозначим, через (D∗(Xq), b) комплекс потоков де Рама на орбифолде Xk или, что то же самое,

комплекс потоков, инвариантных относительно действия группы (Z2)
k на k-мерном торе. Потоки из

D∗(Xk) можно представить в таком же виде, что и потоки на торе с дополнительными условиями на

обобщенные функции: ϕi1,...iq
(t1, . . . , tk) — четная по аргументам ti1 , . . . , tiq

и нечетная по остальным

аргументам.

Обозначим через (D∗
Ak

(T k), b) комплекс потоков на k-мерном торе, сосредоточенных на множестве

Ak, а через (D∗
Ak

(Xk), b) — комплекс потоков, сосредоточенных на Ak и инвариантных относительно

действия группы (Z2)
k.

Аналогично случаю диагонального комплекса мы можем построить отображение γk : Ē3k,q−3k
k,1 →

→ D3k−q(Xk)/D3k−q
Ak

(Xk), которое будет изоморфизмом комплекса Ē3k,q−3k
k,1 и некоторого подком-

плекса в D3k−q(Xk)/D3k−q
Ak

(Xk), который определяется из условия инвариантности (14). Применяя

рассуждения, аналогичные рассуждениям для диагонального комплекса, получим, что

Hq(D∗(T k)/D∗
Ak

(T k)) ∼= Hq(T q \ Ak).

Пространство T k \ Ak представляет собой несвязное объединение 2kk! частей, каждая из которых

изоморфна R. Поэтому H0(T k \ Ak) ∼= R
2kk! и Hq(T k \ Ak) = 0, при q ≥ 0. Применяя условие инва-

риантности относительно действия группы Z
k
2 к соответствующим коциклам в H0(D∗(T k)/D∗

Ak
(T k)),

получим k! различных классов когомологий в (H0(D∗(T k)/D∗
Ak

(T k))Inv. Применяя к ним условие ин-

вариантности (14), получим одну образующую в Ē3k,−3k
k,2 , представленную классом коцикла β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸

k

,

где коцикл β определяется равенством (3). Коцикл β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k

является коциклом всего комплекса

C∗(U (X)), поэтому дифференциалы δ̄k,q = 0 при q ≥ 2 и Ēk,2 = Ēk,3 = . . . = Ēk,∞. Таким образом,

мы доказали следующую теорему.

Теорема 8. H2k(C̄∗
k) ∼= R и Hq(C̄∗

k) = 0 при q 6= 2k, где образующая степени 2k — класс

коцикла β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k

, коцикл β определяется равенством (3).

Математика 25



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2013. Т. 13, вып. 3

5.2. Когомологии комплекса (C̃q
0,π)k

Теорема 9. H2k−1((C̃∗
0,π)k) ∼= R ⊕ R, H2k−2((C̃∗

0,π)k) ∼= R и Hq((C̃∗
0,π)k) = 0, при q 6= 2k−1, 2k−2,

где образующие степени k − 1 — классы коциклов α1 ∧ β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−1

и α2 ∧ β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−1

, образующая

степени k − 2 — класс коцикла α1 ∧ α2 β ∧ . . . ∧ β︸ ︷︷ ︸
k−2

. Коциклы α1, α2 и β определяются равенства-

ми (2) и (3).

Доказательство. Будем доказывать теорему индукцией по k. Пусть сначала k = 2. Обозначим че-

рез C̃q
∧ комплекс

⊕
p+r=q

(
C̃p

0 ⊗ C̃r
0 ⊕ C̃p

π ⊗ C̃r
π

)
. Тогда (C̃q

0,π)2 ∼=
( ⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△⊗ C̃r
△

))
/C̃q

∧. Когомологии

комплекса C̃q
∧ тривиальны, поэтому Hq((C̃∗

0,π)2) ∼= Hq(
⊕

p+r=∗

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
△

)
). Получаем утверждение

теоремы для случая k = 2. Теперь, используя найденные когомологии подкомплекса (C̃∗
0,π)2, кого-

мологии фактор-комплекса C̄∗
2 , найдем когомологии комплекса C̃∗

2/C̃∗
1 с помощью длинной точной

последовательности когомологий (12) при k = 2:

. . . → Hi((C̃∗
0,π)2) → Hi(C̃∗

2/C̃∗
1 ) → Hi(C̄∗

2 ) → Hi+1(C̃∗
0,π)2) → Hi+1(C̃∗

2/C̃∗
1 ) → . . . .

Получим:

H2(C̃∗
2/C̃∗

1 ) ∼= R, H3(C̃∗
2/C̃∗

1 ) ∼= R ⊕ R, H4(C̃∗
2/C̃∗

1 ) ∼= R,

Hq(C̃∗
2/C̃∗

1 ) = 0, q 6= 2, 3, 4.

Двумерная образующая — класс коцикла α1∧α2, трехмерная образующая — классы коциклов α1∧β,

α2 ∧ β, четырехмерная образующая — класс коцикла β ∧ β.

Пусть k = 3. Тогда

(C̃q
0,π)3 ∼=

( ⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
2

))
/
( ⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
△

))
.

Найдем когомологии комплекса C̃∗
2 из длинной точной последовательности когомологий:

. . . → Hi(C̃∗
1 ) → Hi(C̃∗

2 ) → Hi(C̃∗
2/C̃∗

1 ) → Hi+1(C̃∗
1 ) → Hi+1(C̃∗

2 ) → . . . .

Пространство когомологий комплекса
⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
2

)
— тензорное произведение пространств

когомологий комплексов (C̃q
0,π)△ и C̃q

2 . Найдем когомологии комплекса (C̃q
0,π)3 из длинной точной

последовательности комологий комплекса
⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
2

)
, подкомплекса

⊕
p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
△

)
и

фактор-комплекса (C̃q
0,π)3 и получим утверждение для случая k = 3.

Теперь, используя длинную точную последовательность (12) при k = 3, мы можем вычислить

когомологии комплекса C̃∗
3/C̃∗

2 .

Пусть k = l, тогда

(C̃q
0,π)l

∼=
( ⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
l−1

))
/
( ⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
l−2

))
.

Считая утверждение теоремы верным для случая k ≤ l − 1, найдем сначала когомологии комплек-

са C̃∗
l−1/C̃∗

l−2, используя длинную точную последовательность когомологий (12) при k = l − 1.

Далее, из длинной точной последовательности когомологий комплекса C̃∗
l−1, подкомплекса C̃∗

l−2 и

фактор-комплекса C̃∗
l−1/C̃∗

l−2 найдем когомологии комплекса C̃∗
l−1. Пространство когомологий ком-

плекса
⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△⊗C̃r
l−1

)
— тензорное произведение пространств когомологий комплексов (C̃q

0,π)△

и C̃q
l−1 , пространство когомологий комплекса

⊕
p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
l−2

)
— тензорное произведение

пространств когомологий комплексов (C̃q
0,π)△ и C̃q

l−2. Найдем когомологии комплекса (C̃q
0,π)l из
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длинной точной последовательности когомологий комплекса
⊕

p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
l−1

)
, подкомплекса

⊕
p+r=q

(
(C̃p

0,π)△ ⊗ C̃r
l−2

)
и фактор-комплекса (C̃q

0,π)l, что завершает доказательство теоремы. ¤

В ходе доказательства теоремы 9 нам приходилось вычислять когомологии комплексов C̃∗
k/C̃∗

k−1,

поэтому попутно мы доказали теорему 7.

Доказательство теоремы 2. Когомологии комплекса C̃q
k/C̃q

k−1 — первый член спектральной по-

следовательности (Ẽk,q−k
r , δr) комплекса i(Cq(U (X))), при этом δr = 0 при r ≥ 1. Тогда

Ẽk,q−k
1 = Ẽk,q−k

2 = . . . = Ẽk,q−k
∞ .

Рассмотрим подкомплекс комплекса i(Cq(U (X))), мультипликативно порожденный коциклами α1,

α2 и β. Обозначим его через Cq
α,β . Ограничим фильтрацию комплекса i(Cq(U (X))) подкомплек-

сами C̃q
k на подкомплекс Cq

α,β и рассмотрим соответствующую спектральную последовательность

(Ẽk,q−k
r,α,β , δr,α,β). Получим, что Ẽk,q−k

∞
∼= Ẽk,q−k

∞,α,β . Тогда Hq(i(C∗(U (X)))) ∼= Hq(C∗
α,β). Алгебра кого-

мологий комплекса Cq
α,β представляет собой тензорное произведение внешней алгебры с двумя обра-

зующими степени 1 (классы коциклов α1 и α2) и кольца многочленов с одной образующей степени 2

(класс коцикла β). ¤

В заключение автор выражает благодарность своему научному руководителю, профессору

М. В. Лосику за неоценимую помощь в работе.
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Cohomology of the Lie Algebra of Vector Fields on Some One-dimensional Orbifold

E. Y. Volokitina

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrahanskaya st., 83, evgenia.yu@gmail.com

I. M. Gelfand and D. B. Fuchs have proved that the cohomology algebra of the Lie algebra of vector fields on the unit circle is

isomorphic to the tensor product of the polynomial ring with one generator of degree two and the exterior algebra with one generator

of degree three. In the present paper the cohomology of the Lie algebra of vector fields on the one-dimensional orbifold S1/Z2 are

studied. S1/Z2 is the orbit space under the Z2 group action on the unit circle by reflection in the Ox axis. It has been proved that

the cohomology algebra of the Lie algebra of vector fields on the orbifold is isomorphic to the tensor product of the exterior algebra

with two generators of degree one and the polynomial ring with one generator of degree two. To prove this result author used the

Gelfand–Fuchs method with some modifications.

Key words: orbifold, Lie algebra, cohomology.
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СИСТЕМА ДИРАКА С НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
И АНТИПЕРИОДИЧЕСКИМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ
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В работе рассматривается система Дирака с антипериодическими краевыми условиями и с комлекснозначным непрерывным

потенциалом. Предложен новый метод исследования спектральных свойств этой краевой задачи. Метод базируется на

формулах типа операторов преобразования и является элементарным и простым. С его помощью получена уточненная

асимптотика собственных значений и доказано, что система собственных и присоединенных функций образует базис Рисса

со скобками в пространстве квадратично суммируемых двумерных вектор-функций, так как собственные значения могут

быть кратными. Исследуется также структура проекторов Рисса. Полученные результаты можно использовать в смешанной

задаче для уравнения с частными производными первого порядка с инволюцией.

Ключевые слова: система Дирака, спектр, асимптотика, базис Рисса.

Рассмотрим на отрезке [0, 1] систему Дирака:

y′
1(x) − q2(x)y2(x) = λy1(x), (1)

y′
2(x) − q1(x)y1(x) = −λy2(x) (2)

с краевыми условиями

y1(0) = −y1(1), y2(0) = −y2(1), (3)

где qj(x) — непрерывные комплекснозначные функции.

В работе [1] предложен новый метод исследования спектральных свойств системы (1), (2) в случае

периодических краевых условий. В данной работе на основе этого метода подобное исследование

осуществляется в случае антипериодических краевых условий (3). Метод базируется на формулах

типа операторов преобразования (см. также [2, с. 30]), является элементарным и весьма простым.

В качестве приложения дается новое доказательство теоремы П. Джакова, Б. С. Митягина [3, 4]

о базисах Рисса. Как и в периодическом случае, в антипериодическом случае возможна кратность

собственных значений. Полученные результаты могут быть также использованы в смешанной задаче

для уравнения с частными производными первого порядка с инволюцией [5].

1. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И ПОЛНОТА СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Имеет место следующая асимптотика решений системы (1), (2):

Лемма 1. Система (1), (2) в области Re λ ≥ −h, h > 0, при больших |λ| имеет фундаменталь-

ную матрицу решений Y (x, λ) = (yij(x))21 с асимптотикой

Y (x, λ) = (E + o(1))eλDx, (4)

где E = diag (1, 1), D = diag (1,−1), o(1) → 0 при |λ| → ∞ равномерно по x ∈ [0, 1] и arg λ, yij(x) —

аналитичны по λ.
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