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Здесь rp([0, 2π]) = 1
p + 1

p < 2. Лемма доказана.

Лемма 3.Пусть p(x) ∈ P̂ и f ∈ Lipp(·)(1,M). Тогда для n = 1, 2, . . . верна оценка

‖Sn(f) − σn(f)‖p(·) ≤ CMn−1,

где σn(f)(x) =
1

n + 1

n
∑

m=0
Sm(f)(x).

Доказательство. Следует из предыдущей леммы, равномерной ограниченности частичных сумм

Sn(f)(x) и того факта, что для произвольной f ∈ L
p(x)
2π и ее сопряженной функции f̃(x) имеет место

неравенство ‖f̃‖p(·) ≤ c(p)‖f‖p(·), где c(p) — некоторая константа, зависящая только от переменного

показателя p.

Теоремы 1–3 доказываются аналогично теоремам 1–3 в [2] с помощью приведенных выше лемм.
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Исследуется обратная спектральная задача для дифференци-
альных операторов переменных порядков на компактных звез-
дообразных графах. Приведена теорема единственности вос-
становления потенциалов по матрицам Вейля. Получено кон-
структивное решение обратной задачи.
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Recovering Differential Operators on Star-Type Graphs
with Different Orders on Different Edges

V. A. Yurko

An inverse spectral problem is studied for variable orders differential
operators on compact star-type graphs. A uniqueness theorem
of recovering potentials from the Weyl matrices is provided. A
constructive solution of the inverse problem is obtained.
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1. В статье исследуются обратные спектральные задачи для дифференциальных операторов пе-

ременных порядков на компактных звездообразных графах. Точнее, дифференциальные уравнения

имеют различные порядки на различных ребрах. Такие задачи часто встречаются в естествознании и

технике (см. [1, 2]). В качестве основной спектральной характеристики мы вводим и изучаем так назы-

ваемые матрицы Вейля, которые являются обобщением функции Вейля для классического оператора

Штурма–Лиувилля и обобщением матрицы Вейля для дифференциальных операторов высших поряд-

ков на интервале, введенной в [3, 4]). Показано, что задание матриц Вейля однозначно определяет

коэффициенты дифференциального уравнения на графе. Получена также конструктивная процедура

решения обратной задачи по заданным матрицам Вейля. Для исследования этой обратной задачи

мы развиваем идеи метода спектральных отображений [3, 4]. Полученные результаты являются есте-

ственными обобщениями известных результатов для дифференциальных операторов на интервале и

на графах.

Рассмотрим компактный звездообразный граф T в Rω с множеством вершин V = {v0, . . . , vp} и

множеством ребер E = {e1, . . . , ep}, где v1, . . . , vp — граничные вершины, v0 — внутренняя вершина и

ej = [vj , v0], j = 1, p,

p
⋂

j=1

ej = {v0}. Пусть lj — длина ребра ej . Каждое ребро ej ∈ E параметризуется

параметром xj ∈ [0, lj ] так, что xj = 0 соответствуют граничным вершинам v1, . . . , vp. Интегрируемая

функция Y на T может быть представлена в виде Y = {yj}j=1,p, где функция yj(xj) определена на

ребре ej . Зафиксируем n,N и m так, что 1 < N < n и 0 < m < p. Рассмотрим дифференциальное

уравнение на T :

y
(n)
j (xj) +

n−2
∑

µ=0

qµj(xj)y
(µ)
j (xj) = λyj(xj), j = 1,m,

y
(N)
j (xj) +

N−2
∑

µ=0

qµj(xj)y
(µ)
j (xj) = λyj(xj), j = m + 1, p,



























(1)

где qµj(xj) — комплекснозначные интегрируемые функции. Будем называть qj = {qµj} потенциалом

на ребре ej , а q = {qj}j=1,p — потенциалом на графе T. Рассмотрим линейные формы:

Ujν(yj) =

ν
∑

µ=0

γjνµy
(µ)
j (lj), j = 1, p,

где γjνµ — комплексные числа, γjν := γjνν 6= 0, ν = 0, n − 1 при j = 1,m, и ν = 0, N − 1 при

j = m + 1, p.

2. Зафиксируем j = 1, p. Пусть {Ckj(xj , λ)} (k = 1, n при j = 1,m и k = 1, N при

j = m + 1, p) — фундаментальная система решений уравнения (1) на ребре ej при начальных условиях

C
(µ−1)
kj (0, λ) = δkµ, (k, µ = 1, n при j = 1,m и k, µ = 1, N при j = m + 1, p). Здесь и далее δkµ —

символ Кронекера.

Зафиксируем s = 1, p и k так, что 1 ≤ k ≤ n − 1 при s = 1,m и 1 ≤ k ≤ N − 1 при s = m + 1, p.

Пусть Ψsk = {ψskj}j=1,p — решения уравнения (1), удовлетворяющие следующим условиям.

Случай 1. Если s = 1,m, k = 1, N − 1, то Ψsk удовлетворяет краевым условиям (2) и условиям

склейки (3):

ψ
(ν−1)
sks (0) = δkν , ν = 1, k, ψ

(ξ−1)
skj (0) = 0, ξ = 1, n − k, j = 1,m \ s,

ψ
(η−1)
skj (0) = 0, η = 1, N − k, j = m + 1, p,







(2)

Ujν(ψskj) − Upν(ψskp) = 0, j = 1, p − 1, ν = 0, k − 1,

p
∑

j=1

Ujν(ψskj) = 0, ν = k,N − 1,

m
∑

j=1

Ujν(ψskj) = 0, ν = N,n − 1.















(3)
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Случай 2. Если s = 1,m, k = N,n − 1, то Ψsk удовлетворяет краевым условиям (4) и условиям

склейки (5):

ψ
(ν−1)
sks (0) = δkν , ν = 1, k, ψ

(ξ−1)
skj (0) = 0, ξ = 1, n − k, j = 1,m \ s,

ψskj(0) = 0, j = m + 1, p,







(4)

Ujν(ψskj) − Upν(ψskp) = 0, j = 1, p − 1, ν = 0, N − 2,

Ujν(ψskj) − Umν(ψskm) = 0, j = 1,m − 1, ν = N − 1, k − 1,

m
∑

j=1

Ujν(ψskj) = 0, ν = k, n − 1.



























(5)

Случай 3. Если s = m + 1, p, k = 1, N − 1, то Ψsk удовлетворяет краевым условиям (6) и условиям

склейки (7):

ψ
(ν−1)
sks (0) = δkν , ν = 1, k, ψ

(ξ−1)
skj (0) = 0, ξ = 1, n − k, j = 1,m,

ψ
(η−1)
skj (0) = 0, η = 1, N − k, j = m + 1, p \ s,







(6)

Ujν(ψskj) − Upν(ψskp) = 0, j = 1, p − 1, ν = 0, k − 1,

p
∑

j=1

Ujν(ψskj) = 0, ν = k,N − 1.















(7)

Условия склейки для Ψsk являются обобщением условий склейки Киркгофа [3]. Будем предполагать,

что выполняются условия регулярности склейки (см. [5]). Введем матрицы Ms(λ), s = 1, p, следующим

образом.

При s = 1,m положим Ms(λ) = [Mskµ(λ)]k,µ=1,n, Mskµ(λ) := ψ
(µ−1)
sks (0, λ).

При s = m + 1, p положим Ms(λ) = [Mskµ(λ)]k,µ=1,N , Mskµ(λ) := ψ
(µ−1)
sks (0, λ).

Из определения Ψsk следует, что Mskµ(λ) = δkµ при k ≥ µ, и det Ms(λ) ≡ 1. Матрица Ms(λ) назы-

вается матрицей Вейля относительно граничной вершины vs. Обратные задачи ставятся следующим

образом.

Обратная задача 1. Даны {Ms(λ)}s=1,p−1, построить q на T .

Обратная задача 2. Даны {Ms(λ)}s=2,p, построить q на T .

3. Используя фундаментальную систему решений {Ckj(xj , λ)}, можно записать:

ψskj(xj , λ) =

n
∑

µ=1

Mskjµ(λ)Cµj(xj , λ), j = 1, p, s = 1,m, k = 1, n − 1,

ψskj(xj , λ) =

N
∑

µ=1

Mskjµ(λ)Cµj(xj , λ), j = 1, p, s = m + 1, p, k = 1, N − 1,























(8)

где коэффициенты Mskjµ(λ) не зависят от xj . В частности, Msksµ(λ) = Mskµ(λ). Подставляя

(8) в краевые условия и условия склейки для решений Вейля Ψsk, получаем линейную алгеб-

раическую систему относительно Mskjµ(λ). Решая эту систему по формулам Крамера, вычисляем

Mskjµ(λ) = ∆skjµ(λ)(∆sk(λ))−1, где функции ∆skjµ(λ) и ∆sk(λ) являются целыми по λ. Таким обра-

зом, функции Mskjµ(λ) являются мероморфными по λ и, следовательно, решения Вейля и матрицы

Вейля мероморфны по λ. В частности,

Mskµ(λ) = ∆skµ(λ)(∆sk(λ))−1, k < µ,

где ∆skµ(λ) := ∆sksµ(λ). Функция ∆skµ(λ), k ≤ µ (∆skk(λ) := ∆sk(λ)) является характеристической

функцией для краевой задачи Lskµ и ее нули совпадают с собственными значениями Lskµ.

Рассмотрим теперь вспомогательные обратные задачи восстановления дифференциального опера-

тора на каждом фиксированном ребре. Зафиксируем s = 1, p, и рассмотрим следующую обратную

задачу на ребре es.

Обратная задача 3. Дана матрица Вейля Ms, построить qs на ребре es.

114 Научный отдел



В. А. Юрко. Восстановление дифференциальных операторов на звездообразном графе

В этой обратной задаче мы строим потенциал только на ребре es, но матрица Вейля Ms несет гло-

бальную информацию со всего графа. Другими словами, эта задача не является локальной обратной

задачей, относящейся только к ребру es.

Теорема 1. Зафиксируем s = 1, p. Задание матрицы Вейля Ms однозначно определяет потен-

циал qs на ребре es.

Используя метод спектральных отображений, можно получить конструктивную процедуру реше-

ния обратной задачи 3. Она может быть получена так же, как и для дифференциальных операторов

n-го порядка на конечном интервале (подробнее см. [4, Ch. 2]).

Введем теперь вспомогательную матрицу Вейля относительно внутренней вершины v0 и фиксиро-

ванного ребра ej , j = 1, p.

Случай 1. Зафиксируем j = 1,m. Пусть ϕjk(xj , λ), k = 1, n — решения уравнения (1) на ребре ej

при условиях

ϕ
(ν−1)
jk (lj , λ) = δkν , ν = 1, k, ϕ

(ξ−1)
jk (0, λ) = 0, ξ = 1, n − k.

Введем матрицу mj(λ) = [mjkν(λ)]k,ν=1,n, где mjkν(λ) := ϕ
(ν−1)
jk (lj , λ).

Случай 2. Зафиксируем j = m + 1, p. Пусть ϕjk(xj , λ), k = 1, N — решения уравнения (1) на

ребре ej при условиях

ϕ
(ν−1)
jk (lj , λ) = δkν , ν = 1, k, ϕ

(ξ−1)
jk (0, λ) = 0, ξ = 1, N − k.

Введем матрицу mj(λ) = [mjkν(λ)]k,ν=1,N , где mjkν(λ) := ϕ
(ν−1)
jk (lj , λ).

Матрица mj(λ) называется матрицей Вейля относительно внутренней вершины v0 и ребра ej .

Рассмотрим следующую обратную задачу на ребре ej .

Обратная задача 4. Зафиксируем j = 1, p. Дана матрица Вейля mj , Построить потенциал qj на

ребре ej .

Данная обратная задача является классической, так как это задача восстановления дифференци-

ального уравнения высшего порядка на конечном интервале по матрице Вейля. Обратная задача 4

решена в [4]. В частности, следующая теорема единственности доказана в [4].

Теорема 2. Задание матрицы Вейля mj однозначно определяет потенциал на ребре ej .

Кроме того, в [4] дан алгоритм решения обратной задачи 4, а также приведены необходимые и

достаточные условия разрешимости этой обратной задачи.

Теорема 3. 1. Зафиксируем j = 1,m. Тогда для каждого фиксированного s = 1,m \ j,

mj1ν(λ) =
ψ

(ν−1)
s1j (lj , λ)

ψs1j(lj , λ)
, ν = 2, n, (9)

mjkν(λ) =
det[ψsµj(lj , λ), . . . , ψ

(k−2)
sµj (lj , λ), ψ

(ν−1)
sµj (lj , λ)]µ=1,k

det[ψ
(ξ−1)
sµj (lj , λ)]ξ,µ=1,k

, 2 ≤ k < ν ≤ n. (10)

2. Зафиксируем j = m + 1, p. Тогда для каждого фиксированного s = 1,m \ j соотношения

(9)–(10) верны с N вместо n.

4. Теперь мы получаем решение обратной задачи 1 и устанавливаем его единственность, т. е.

справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Задание матриц Вейля {Ms}s=1,p−1 однозначно определяет потенциал q на T.

Решение обратной задачи 1 может быть получено по следующему алгоритму.

Алгоритм 1. Даны матрицы Вейля {Ms}s=1,p−1.

1. Находим потенциалы qs, s = 1, p − 1, решая обратную задачу 3 при каждом s = 1, p − 1.

2. Вычисляем матрицу Вейля mp(λ) по (9)–(10) при j = p, используя знание потенциала на

ребрах e1, . . . , ep−1 (подробнее см. [5]).

3. Строим потенциал qp на ребре ep, решая обратную задачу 4.

Аналогично решается обратная задача 2; здесь вычисления немного более сложные. Пусть m > 1.

Теорема 5. Задание матриц Вейля {Ms}s=2,p однозначно определяет потенциал q на T. Ре-

шение обратной задачи 2 может быть получено по следующему алгоритму.
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Алгоритм 2. Даны матрицы Вейля {Ms}s=2,p.

1. Находим потенциалы qs, s = 2, p, решая обратную задачу 3 при каждом s = 2, p.

2. Строим матрицу Вейля m1(λ) по (9)–(10) при j = 1 (подробнее см. [5]).

3. Находим потенциал q1 на ребре e1, решая обратную задачу 4.

Работа выполнена при поддержке РФФИ и Национального научного совета Тайваня (проекты
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