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Обозначим через Λn множество всех деревьев сценариев глубины 1 с числом сценариев n на [0, 1]. Пусть X = (0 ≤
≤ x1 < . . . < xn ≤ 1) и обозначим Λn(X) множество всех деревьев сценариев глубиной 1 с n сценариями

X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1). Пусть G есть вероятностное распределение, определенное на [0, 1], и H – некоторый

класс измеримых на [0, 1] функций. Положим dH,X(G) = infG̃∈Λn(X) dH(G, G̃) и dH(G) = infG̃∈Λn

dH(G, G̃),

где dH(G, G̃) := suph∈H

∣

∣

∣

∫

h dG −
∫

h dG̃
∣

∣

∣
. Цель работы состоит в нахождении величин dH(G, X) и dH(G) для

случая, когда множество H есть подмножество всех алгебраических многочленов степени не выше n. Таким образом, мы

рассматриваем задачу приближения меры G деревом сценариев в смысле равенства первых n моментов.

Ключевые слова: деревья сценариев, метод моментов.

ВВЕДЕНИЕ

В задачах портфельного инвестирования и управления риском используются методы стохастического про-

граммирования, при этом для генерации многомерных случайных величин, соответствующих реальным процес-

сам (поведение на рынке ценных бумаг, управление коммунальными услугами, цены на топливо или электриче-

ство, доставка товаров и т.д.), используется определенный набор сценариев и соответствующих им вероятностей

[1, 2]. В большинстве случаев количество таких сценариев слишком велико и их необходимо аппроксимировать

некоторым набором с меньшим количеством сценариев, при этом возникает определенная погрешность. При ис-

пользовании деревьев сценариев задается начальное количество сценариев и соответствующих им вероятностей

выполнения этих сценариев. Данная проблема получила наибольшее развитие в начале 2000 годов [3]. Вслед

за финансовым кризисом 1998 года появилась необходимость точнее просчитывать риски, в том числе и для

сценариев с малой вероятностью, но увеличение количества допустимых сценариев влечет за собой усложнение

моделей и трудности в ее компьютерном моделировании. Использование же деревьев сценариев дает возможность

упростить модель.

В работе [4] особая важность придается алгоритмам генерации случайных чисел, рассматриваются случаи

генерации достаточного количества случайных чисел, соответствующим параметрическим и непараметрическим

стохастическим моделям. В статье [5] описывается метод, основанный на использовании нелинейного програм-

мирования. Главной идеей этого метода является сокращение разницы между статистическими свойствами слу-

чайных величин, что дает больший контроль над распределением.

В настоящей работе оценивается ошибка приближения произвольного непрерывного распределения деревьями

сценариев единичной глубины, имеющих равные моменты фиксированных порядков.

Пусть G и G̃ есть два вероятностных распределения, определенных на [0, 1]. Пусть H — некоторый класс

измеримых на [0, 1] функций.

Определим dH(G, G̃) следующим образом:

dH(G, G̃) = sup
h∈H

∣

∣

∣

∣

∫

h dG −
∫

h dG̃

∣

∣

∣

∣

. (1)
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Обозначим через Λn множество всех деревьев сценариев глубины 1 с числом сценариев n на [0,1], т. е.

дискретных вероятностных распределений, вероятностная масса которых сосредоточена не более чем в n точках

отрезка [0, 1].

Пусть X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1) есть некоторая система из n точек, принадлежащих отрезку [0,1].

Λn(X) есть множество таких деревьев сценариев глубиной 1 с n сценариями X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1), т. е.

дискретных вероятностных распределений, вероятностная масса которых сосредоточена в системе точек X.

Цель работы состоит в нахождении величин

dH,X(G) = inf
G̃∈Λn(X)

dH(G, G̃), (2)

dH(G) = inf
G̃∈Λn

dH(G, G̃). (3)

Величина dH,X(G) (dH(G)) есть неустранимая ошибка приближения вероятностного распределения из клас-

са Λn(X) (соответственно Λn) в смысле расстояния (1).

В данной работе рассматривается случай, когда множество H есть множество Pn всех алгебраических

многочленов степени не выше n со старшим коэффициентом, равным 1.

Таким образом, мы рассматриваем задачи (2) и (3) как задачи приближения меры G деревом сценариев

единичной глубины с n сценариями из [0,1] в смысле равенства первых n моментов.

1. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1) есть некоторая система из n точек, принадлежащих отрезку [0,1].

Теорема. 1. Пусть дано вероятностное распределение G на [0,1] и пусть X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1), тогда

dPn,X(G) =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

∏

(t − xi) dG(t)

∣

∣

∣

∣

. (4)

2. Каково бы ни было вероятностное распределение G, справедливо равенство

dPn
(G) = 0.

Доказательство. Для произвольного вероятностного распределения G, определенного на [0, 1], и некоторого

класса H измеримых на [0, 1] функций имеем:

dH,X(G) = inf
G̃∈Λn(X)

dH(G, G̃) = inf
G̃∈Λn(X)

sup
f∈H

∣

∣

∣

∣

∫

fdG −
∫

f dG̃

∣

∣

∣

∣

.

Из [6, с. 42] следует, что

inf
G̃∈Λn(X)

sup
f∈H

∣

∣

∣

∣

∫

fdG −
∫

f dG̃

∣

∣

∣

∣

= sup
f∈H,If=0

∣

∣

∣

∣

∫

f dG

∣

∣

∣

∣

,

где If := (f(x1), . . . , f(xn)) для f ∈ C[0, 1].

В свою очередь, для H = Pn имеем

sup
f∈H,If=0

∣

∣

∣

∣

∫

fdG

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

n
∏

i=1

(t − xi) dG(t)

∣

∣

∣

∣

∣

,

и (4) установлено.

Согласно (4)

dPn,X(G) =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

n
∏

i=1

(t − xi) dG(t)

∣

∣

∣

∣

∣

,

тогда

dPn
(G) = inf

X

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

n
∏

i=1

(t − xi) dG(t)

∣

∣

∣

∣

∣

.

Необходимо показать, что для всех вероятностных распределений найдется такая система точек X0, что

dPn,X0
(G) = 0.

Рассмотрим случай n = 1. Нам известно, что
∫ 1

0
dG(t) = 1, тогда нам необходимо найти такое значение x1,

что

−
∫ x1

0

(t − x1) dG(t) =

∫ 1

x1

(t − x1) dG(t).
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Имеем:
∫ 1

0

(t − x1) dG(t) =

∫ x1

0

(t − x1) dG(t) +

∫ 1

x1

(t − x1) dG(t) = 0.

Тогда

−
∫ x1

0

t dG(t) −
∫ 1

x1

t dG(t) + x1

∫ x1

0

dG(t) + x1

∫ 1

x1

dG(t) = 0.

Значит,
∫ x1

0

t dG(t) +

∫ 1

x1

t dG(t) = x1

∫ 1

0

dG(t)

и
∫ x1

0

t dG(t) +

∫ 1

x1

t dG(t) = x1,

откуда
∫ 1

0

t dG(t) = x1.

А значит, мы нашли такое значение x1, что dPn
(G) = 0.

Рассмотрим случай n = 2. Нам необходимо доказать, что найдется такое значение x1, что

∫ 1

0

(t − x1)(t − x2) dG(t) = 0.

Фиксируем значение x2, тогда

∫ x1

0

(t − x1)(t − x2) dG(t) +

∫ 1

x1

(t − x1)(t − x2) dG(t) = 0,

или
∫ x1

0

t(t − x2) dG(t) −
∫ x1

0

x1(t − x2) dG(t) +

∫ 1

x1

t(t − x2) dG(t) −
∫ 1

x1

x1(t − x2) dG(t) = 0.

Откуда получаем:
∫ 1

0

t(t − x2) dG(t) = x1

∫ 1

0

(t − x2) dG(t).

Так как значение x2 мы выбираем самостоятельно, то мы всегда можем подобрать его так, что
∫ 1

0
(t − x2) dG(t) 6= 0, а значит,

x1 =

∫ 1

0
t(t − x2) dG(t)

∫ 1

0
(t − x2) dG(t)

.

Таким образом, мы нашли такое значение x1, что dPn
(G) = 0.

Покажем теперь, что утверждение верно для общего случая, т. е. найдется такое значение x1, что

∫ 1

0

n
∏

i=1

(t − xi) dG(t) = 0.

Зафиксируем все точки xi, кроме одной x1, тогда

∫ 1

0

(t − x1)
n

∏

i=2

(t − xi) dG(t) = 0.

Отсюда
∫ 1

0

t

n
∏

i=2

(t − xi) dG(t) = x1

∫ 1

0

t

n
∏

i=2

(t − xi) dG(t).

А значит,

x1 =

∫ 1

0
t
∏n

i=2(t − xi) dG(t)
∫ 1

0
t
∏n

i=2(t − xi) dG(t)
,

так как мы самостоятельно фиксируем значения xi и можем выбрать те значения, при которых
∫ 1

0
t
∏n

i=2(t−xi) dG(t) 6= 0. Таким образом, мы нашли такое значение x1, при котором
∫ 1

0

∏n

i=1(t−xi) dG(t) 6= 0.

Теорема доказана.

Отметим, что аналогичные результаты имеют место и для случая, когда мера G задана на всей числовой

прямой.
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3. ПРИМЕРЫ

1. Рассмотрим случай равномерного распределения на [0,1], т. е. G(t) = t. Тогда

dPn
(G) = inf

X

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

n
∏

i=0

(t − xi) dG(t)

∣

∣

∣

∣

∣

= inf
X

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

n
∏

i=0

(t − xi) dt

∣

∣

∣

∣

∣

.

Обозначим
∫ 1

0

∏n

i=0 (t − xi) dt = A, тогда

dPn
(t) = inf

X
|A|.

Рассмотрим уравнение A = 0 при i = 2:
∫ 1

0

(t − x1)(t − x2) dt = 0.

Значит,
2

3
− x1 − x2 + 2x1x2 = 0. Пусть x1 = 1 − x2, тогда 2x2

2 − 2x2 +
1

3
= 0, D =

4

3
, x2 =

1 ±
√

1
3

2
,

x1 = 1 −
1 ±

√

1
3

2
.

2. Рассмотрим случай нормального распределения N(0, 1) с функцией плотности p(t) =
1√
2π

× exp(−t2/2).

Тогда дерево сценариев глубины 1 с четырьмя сценариями x1, x2, x3, x4, имеющее равные c данным распределе-

нием моменты 1, 2, 3 и 4 порядков, удовлетворяет уравнению
∫

R

(t − x1)(t − x2)(t − x3)(t − x4) exp(−t2/2) dt = 0.

Считая −x1 = x4 > 0 и фиксируя −1 < x2 < 0 < x3 < 1, получим:
∫

R

(t − x2)(t − x3)(t
2 − x2

4) exp(−t2/2) dt = 0,

откуда −x1 = x4 =

√

3 + x2x3

1 + x2x3
.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00238).
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Let Λn denote the set of scenario trees with depth 1 and n scenarios. Let X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1) and let Λn(X) denote

the set of all scenario trees of depth 1 with the scenarios X = (0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1). Let G be a probability distribution

defined on [0, 1] and H be a subset of measurable functions defined on [0, 1]. Let dH,X(G) = infG̃∈Λn(X) dH(G, G̃) and

dH(G) = infG̃∈Λn

dH(G, G̃), where dH(G, G̃) := suph∈H

∣

∣

∣

∫

h dG −
∫

h dG̃
∣

∣

∣
. The main goal of the paper is to estimate

dH(G, X) and dH(G) in the case when the set H is a subset of all algebraical polynomials of degree ≤ n. Thus, the paper is

examined the error of approximation of a continuous distribution G by means of scenario trees with depth 1 and matching the first n

moments.

Key words: scenario trees, method of moments.
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Минимальные реберные расширения графов можно рассматривать как модель оптимальной реберной отказоустойчивой

реализацией некоторой системы. Задача нахождения минимальных реберных расширений произвольного графа является

NP-полной, поэтому представляет интерес нахождение классов графов, для которых возможно построить минимальное

реберное расширение аналитически. Эта работа посвящена реберным 1-расширениям графов специального класса— класса

пальм. В этой работе приводится вид реберного 1-расширения для некоторых пальм и доказывается его минимальность.

Ключевые слова: минимальные расширения графов.

Харари и Хейз в своей работе [1] рассматривают граф как модель некоторой технической системы

в контексте отказоустойчивости. Вершины графа — ее элементы, а ребра — связи между элементами

системы. Отказ связи системы рассматривается как удаление соответствующего этой связи ребра.

При такой интерпретации минимальное реберное k-расширение графа, моделирующего некоторую

систему Σ, является моделью оптимальной реберной k-отказоустойчивой реализации системы Σ. За-

дача нахождения минимального реберного расширения произвольного графа является NP -полной [2],

поэтому представляет интерес нахождение классов графов, для которых возможно построить мини-

мальное реберное расширение аналитически. В данной работе исследуется класс графов, являющийся

особым подклассом деревьев, — класс пальм. Исследования будут ограничены рассмотрением мини-

мальных реберных 1-расширений двулистных пальм(далее, говоря минимальное расширение, автор

будет иметь в виду минимальное реберное 1-расширение). Дадим основные определения, которые

будут использованы в работе.

Графом (неориентированным) называется пара G = (V, α), где V — конечное множество (множе-

ство вершин), а α — симметричное и антирефлексивное бинарное отношение на V ′(множество ребер).

Определения в основном даются по работе [3].

Про ребро {u, v} графа G говорят, что оно инцидентно вершинам u и v.

Если ребро {u, v} принадлежит бинарному отношению α графа G, то говорят, что вершина u

смежна с вершиной v.

Степенью вершины u графа G называется число инцидентных ей рёбер.

Подграфом графа G = (V, α) называется пара G′ = (V ′, α′), где V ′ ⊆ V и α′ = (V ′ × V ′) ∩ α.

Вложением графа G1 = (V1, α1) в граф G2 = (V2, α2) называется такое взаимно однознач-

ное отображение f : V1 → V2, что для любых u, v ∈ V1 выполняется следующее условие:

(u, v) ∈ α1 ⇒ (f(u), f(v)) ∈ α2.

Назовем граф G3 = (V3, α3) реберным k-расширением графа G = (V, α), если граф G вложим в

каждый подграф графа G3, получающийся удалением любых его k ребер.

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным реберным k-расширением графа G = (V, α), если

выполняются следующие условия:

1) граф G∗ является реберным k-расширением G;

2) |V ∗| = |V |;

3) α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1) и 2).
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